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РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕКОРЕКТНО ПОСТАВЛЕНИХ ЗАДАЧ

Серед математичних задач видiляється клас задач, розв’язання яких нестiйкi до малих
значень початкових даних. Вони характеризуються тим, що скiльки завгодно малi значе-
ння початкових даних можуть призводити до довiльно великих змiн в розв’язках. Задачi
подiбного типу, по сутi, є погано поставленими. Вони належать до класу некоректно по-
ставлених задач. Розглядаються шляхи подолання проблеми розв’язання таких задач.
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Вступ
Швидко зростаюче використання обчислювальної технiки вимагає розви-

тку обчислювальних алгоритмiв для вирiшення широких класiв завдань. Але
що потрiбно розумiти пiд розв’язанням задачi?

Класичнi концепцiї i постановки задач не вiдображають багатьох особли-
востей задач, що зустрiчаються на практицi. Ми покажемо це на прикладi.

Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь алгебри

Az = u, (1)

де z – шуканий вектор, u – вiдомий вектор, A = {aij} – квадратна матриця
з елементами aij .

Якщо система не вироджена, тобто detA = 0 , то вона має єдиний розв’я-
зок, який можна знайти за вiдомими формулами Крамера або iншими спосо-
бами. Якщо система вироджена, то вона має розв’язок (притому не єдиний)
лише при виконаннi певної умови, якщо рiвнi нулю вiдповiднi визначники.

Таким чином, перш нiж розв’язувати систему, потрiбно перевiрити, ви-
роджена вона або нi. Для цього вимагається обчислити визначник системи
detA .

Якщо n – розмiрнiсть системи, то для обчислення detA необхiдно вико-
нати близько n2 операцiй. З якою б точнiстю ми не виконували обчислення,
при достатньо великому значеннi n , внаслiдок накопичення помилок обчи-
слення, ми можемо отримати значення detA , яке як завгодно вiдрiзняється
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вiд iстинного. Тому бажано мати (побудувати) такi алгоритми знаходження
розв’язку системи, якi не вимагають попереднього з’ясування виродження
або не виродження системи.

Крiм того, у практичних задачах часто права частина системи u i еле-
менти матрицi A , тобто коефiцiєнти системи рiвнянь, вiдомi нам наближено.
У цих випадках замiсть системи, ми маємо справу з деякою iншою системою
A′z = u′ такою, що

||A′ − A|| ≤ h, ||u′ − u|| ≤ δ,

де норма зазвичай визначається характером задачi. Маючи замiсть матрицi
A матрицю A′ , ми тим бiльше не можемо висловити певного судження про
виродження або не виродження системи.

У цих випадках про точну систему Az = u нам вiдомо лише те, що
для матрицi A i правої частини виконуються нерiвностi ||A′ − A|| ≤ h ,
||u′ − u|| ≤ δ . Але систем з такими вхiдними даними (A, u) нескiнченно
багато, i в рамках вiдомого нам рiвня похибки вони не чiткi. Серед таких
«можливих точних систем» можуть бути i виродженi.

Оскiльки замiсть точної системи ми маємо наближену систему A′z = u′ ,
то мова може йти лише про знаходження наближеного розв’язку. Але набли-
жена система може бути i нерозв’язною. Виникає питання: що треба розумiти
пiд наближеним розв’язком системи? Воно повинно бути також стiйким до
малих змiн вхiдних даних (A, u) .

1. Наближенi методи
Широко розповсюдженим в обчислювальнiй практицi способом набли-

женого розв’язання рiвняння (1) є метод пiдбору. Вiн полягає в тому, що
для елементiв z деякого заздалегiдь заданого пiдкласу можливих рiшень
M деякого лiнiйного простору F обчислюється оператор Az , тобто вико-
нується пряма задача. В якостi наближеного розв’язку береться такий еле-
мент z0 з множини M , на якому нев’язка ρU(Az, u) досягає мiнiмуму, тобто
ρU(Az0, u) = inf ρU(Az, u) , z ∈M .

Нехай права частина рiвняння (1) задана точно, тобто u = ut i потрi-
бно знайти його розв’язок zt . Зрозумiло, що в M знаходиться безлiч еле-
ментiв z , якi залежать вiд скiнченої кiлькостi параметрiв, що змiнюються в
певних межах так, щоб M було замкнутим в скiнченовимiрному просторi.
Якщо шукають точний розв’язок zt рiвняння (1) який належить множинi
M , inf zt ∈ M , ρtU(Az, u) = 0 то цим досягається нижня межа на точно-
му розв’язку zt . Якщо рiвняння (1) має єдиний розв’язок, то елемент z0 ,
здатний мiнiмiзувати, визначений однозначно.
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Обґрунтування успiшностi методу пiдбору призвело до знаходження за-
гально функцiональних вимог, що обмежують клас можливих розв’язкiв M ,
при яких метод пiдбору є стiйким i zn → zt . Цi вимоги полягають в компа-
ктностi множини M i ґрунтуються на наведенiй нижче топологiчнiй лемi.

Лема 1. Нехай метричний простiр F вiдображається на метричний про-
стiр U i U0 – образ множини F0 , F0 ⊂ F , при цьому вiдображеннi. Якщо
вiдображення F → U неперервне, взаємно однозначне i множина F0 компа-
ктна на F , то зворотне вiдображення U0 → F0 множини U0 на множину
F0 також неперервне за метрикою простору F .

На основi викладених мiркувань М. М. Лаврентьєв сформулював поняття ко-
ректностi за Тихоновим. У застосуваннi до рiвняння (1) задача є коректною
за Тихоновим, якщо вiдомо, що для точного значення u = ut iснує єдиний
розв’язок zt рiвняння (1), Azt = ut , що належить заданiй компактнiй мно-
жинi M . В цьому випадку оператор A−1 неперервний на множинi N = AM

i, якщо замiсть елемента ut нам вiдомий елемент uδ такий, що ρU(ut, uδ) ≤ δ
i uδ ∈ N , то в якостi наближеного розв’язку рiвняння (1) з правою частиною
u = uδ можна взяти елемент zδ = A−1uδ . При δ → 0 (uδ ∈ N ) zδ буде
прагнути до zt . Множина F1 (F1 ⊂ F ), на якiй задача знаходження розв’яз-
ку рiвняння (1) є коректно поставленою, називають класом коректностi. Так,
якщо оператор A неперервний i здiйснює взаємно однозначне вiдображення,
то компактна множина M , до якої належить zt , є класом коректностi для
рiвняння (1). Таким чином, якщо задача (1) коректна за Тихоновим i права
частина рiвняння u ∈ AM , то метод пiдбору з успiхом може бути застосова-
ний до вирiшення такої задачi.

Прагнення усунути труднощi, пов’язанi з вiдсутнiстю розв’язку рiвняння
(1) при неточнiй правiй частинi, привело В. К. Iванова до поняття квазiро-
зв’язання рiвняння (1).

Елемент z̃ ∈ M , який здатний мiнiмiзувати при цьому i функцiонал
ρU(Az̃, u) на множинi M , називається квазiрозв’язком рiвняння (1) на M ,

ρU(Az̃, u) = inf
z∈M

ρU(Az, u).

Якщо M – компакт, то квазiрозв’язок, очевидно, iснує для будь-якого
u ∈ U i якщо, крiм того, u ∈ AM , то квазiрозв’язок z̃ збiгається зi звичай-
ним (точним) розв’язком рiвняння (1). Квазiрозв’язок може бути i не один.
У цьому випадку пiд квазiрозв’язком будемо розумiти будь-який елемент з
множини квазiрозв’язкiв D .

Нехай F i U – Гiлбертовi простори, M ∈ SR – куля ( ||z|| ≤ R ) в просторi
F i A – цiлком неперервний лiнiйний оператор.
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У цьому випадку квазiрозв’язок рiвняння (1) можна представити у вигля-
дi ряду за власними елементами (функцiям, векторах) φn оператора A∗A ,
де A∗ – оператор, спряжений оператору A .

Вiдомо, що A∗A – самоспряжений цiлком неперервний оператор з F в
F . Нехай λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ . . . – повна система його власних значень,
a φ1, φ2, . . . , φn, . . . – вiдповiдна повна ортонормована система його власних
елементiв (функцiй, векторiв). Елемент A∗u можна представити у виглядi
ряду

A∗u =
∞∑
n=1

bnφn (2)

В цих умовах справедлива

Теорема 1. Квазiрозв’язок рiвняння (1) на множинi SR виражається фор-
мулами:

z̃ =
∞∑
n=1

bn
λn
φn якщо

∞∑
n=1

b2n
λ2n

< R2 (3)

i

z̃ =
∞∑
n=1

bn
β + λn

φn якщо
∞∑
n=1

b2n
λ2n

≥ R2. (4)

Тут β – корiнь рiвняння
∞∑
n=1

b2n
(λn + β)2

= R2 (5)

2. Обчислювальний експеримент
Для реалiзацiї чисельного прикладу було вибрано метод Тихонова розв’я-

зання некоректних систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.
Для цього взята система у якоъ визначник бильзкий до нуля
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Розв’яжемо систему за допомогою оберненої матрицi. Для цього знайдемо
будь-яким чином обернену матрицю

A−1 =

 −1.364 3.818 −818.182
9.545 −19.727 3.627 · 103

−4.091 11.455 −2.155 · 103

 A−1z =

 −815.727
3.617 · 103

−2.147 · 103

 .
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На другому етапi знайдемо розв’язок запропонованої системи методом
Тихонова з точнiстю 0.001. В якостi мови програмування використали Pascal.
Отримаємо наступний результат:

Наближення до нормального розв’язку
Z(1)=-8.97244015079166E+0002
Z(2)= 3.97848179152378E+0003
Z(3)=-2.36184256982254E+0003

Значення правої частини при пiдстановцi наближеного розв’язку наступнi
U1(1)= 9.99999111205201E-0001
U1(2)= 1.00000198204875E+0000
U1(3)= 1.09963158471653E+0000

Збiльшимо точнiсть до 0.00001 i отримуємо розв’язок, який вiдрiзняється
вiд точного на досить незначну величину, а отже є дуже корисним для поча-
ткового знаходження точного значення.

Наближення до нормального розв’язку
Z(1)=-8.97540036267863E+0002
Z(2)= 3.97979416063186E+0003
Z(3)=-2.36262209544751E+0003

Значення правої частини при пiдстановцi наближеного розв’язку
U1(1)= 9.99999984023968E-0001
U1(2)= 1.00000003562712E+0000
U1(3)= 1.09999337785361E+0000

Висновки
Отриманий результат обчислювального експерименту доводить життє-

здатнiсть наведеного методу для пошуку наближеного розв’язку некоректно
поставлених задач, а отже, є коректним для цього класу задач.
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