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НАБЛИЖЕННЯ АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ СУМАМИ
ФЕЙЄРА

Розглянуто питання наближення сумами Фейєра класiв аналiтичних перiодичних функцiй
однiєї змiнної. Отримано асимптотичну формулу для точних верхнiх меж вiдхилень сум
Фейєра на класах перiодичних функцiй, що дозволяють регулярне подовження у фiксо-
вану смугу комплексної площини.
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Вступ
Нехай Sn(f ;x) — частковi суми ряду Фур’є функцiї f(x) ∈ L2π , p ∈ N .

Суми Валле Пуссена функцiї f(x) задаються спiввiдношеннями

Vn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ; x).

Частинним випадком полiномiв Vn,p(f ;x) є суми Фейєра

σn(f ; x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f ; x).

Полiноми Vn,p(f ;x) i σn(f ;x) представляються у виглядi лiнiйних сере-
днiх рядiв Фур’є, якi породжуються нескiнченними трикутними матрицями
чисел Λ = ||λ(n)k ||, k, n = 0, 1, . . .

Un(f ; x; Λ) =
a0
2
+

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak cos kx+ bk sin kx).

Нехай ψ(k) — фiксована послiдовнiсть i β — фiксоване дiйсне число.
Множина функцiй f(x) ∈ C2π , для яких ряд

∞∑
k=1

ψ−1(k)
(
ak cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk sin

(
kx+

βπ

2

))
13
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є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї fψβ (x) , позначається через Cψ
β . Якщо

f ∈ Cψ
β i fψβ (x) ∈ S0

M , тобто
π∫

−π

fψβ (t)dt = 0, ess sup|fψβ (t)| 6 1, t ∈ [−π;π],

то множина цих функцiй позначається Cψ
β,∞.

Позначимо через Dq множину послiдовностей ψ(k), k ∈ N, для яких

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q ∈ (0; 1).

За цих умов множини Cψ
β,∞ складаються з 2π -перiодичних функцiй, що

дозволяють подовження до функцiй F (z) = F (x + iy), регулярних у смузi
|Im z| < ln 1

q .
Одним iз прикладiв таких класiв функцiй є класи неперервних 2π -

перiодичних функцiй f(x) , якi можна подати у виглядi

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)P q
β(t)dt,

де

P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
), q ∈ (0; 1), β ∈ R

— ядро Пуассона. В цьому випадку класи Cψ
β,∞ позначаються Cq

β,∞ i нази-
ваються класами iнтегралiв Пуассона.

У 1946 роцi С.М. Нiкольський [1] (також [2]) показав, що для точних
верхнiх меж вiдхилень часткових сум Фур’є на класах Cq

β,∞ , має мiсце

E(Cq
β,∞;Sn) := sup

f∈Cqβ,∞
||f(x)− Sn(f ;x)||C =

8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+O(1)
qn

n
.

Аналогiчну задачу для точних верхнiх меж вiдхилень сум Фур’є на класах
Cψ
β,∞ розв’язано у роботi [3]

E(Cψ
β,∞;Sn) := sup

f∈Cψβ,∞

||f(x)− Sn(f ;x)||C =

= ψ(n)

(
8

π2
K(q) +O(1)(

q

n(1− q)
+

εn
(1− q)2

)

)
,
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де

εn = sup
k>n

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣,
O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n , q , β i ψ(k) .

Питання наближення класiв аналiтичних функцiй, зокрема, класiв iнте-
гралiв Пуассона iншими лiнiйними методами вивчалися у багатьох роботах
[4–11].

Основна частина
У роботi розглядається асимптотична поведiнка при n→ ∞ величин

E(Cψ
β,∞;σn) := sup

f∈Cψβ,∞

||f(x)− σn(f ;x)||C ,

що є точними верхнiми межами вiдхилень сум Фейєра на класах аналiтичних
перiодичних функцiй Cψ

β,∞ , ψ(k) ∈ Dq , q ∈ (0; 1) .

Теорема 1. Нехай ψ(k) ∈ Dq , q ∈ (0; 2−
√
3] , ψ(k) > 0 . Тодi при n → ∞

має мiсце асимптотична формула

E(Cψ
0,∞;σn) =

4q

πn(1 + q2)
+O(1)

(
qn

n
+ ε0

)
,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n , ψ(k) .

Доведення. Зазначимо, що ∀f(x) ∈ Cψ
β , у кожнiй точцi x ∈ R має мiсце

δn(f ;x) := f(x)− σn(f ;x) = f(x)− 1

n

n−1∑
k=0

Sk(f ; x) =

=
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑
k=0

(1− λ
(n)
k )ψ(k) cos(kt+

βπ

2
)dt.

Виконаємо елементарнi перетворення

δn(f ;x) =
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑
k=0

(1− λ
(n)
k )qk cos(kt+

βπ

2
)dt+

+
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑
k=0

(1− λ
(n)
k )[ψ(k)− qk] cos(kt+

βπ

2
)dt =
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=
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑
k=0

(1− λ
(n)
k )qk cos(kt+

βπ

2
)dt+

1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)r(t)dt,

де

r(t) = (ψ; β; t) =
∞∑
k=0

(1− λ
(n)
k )[ψ(k)− qk] cos(kt+

βπ

2
).

Розглянемо величину r(t) . Оскiльки
k∏
l=1

ψ(l)

ψ(l − 1)
= ψ(k),

то має мiсце рiвнiсть

r(t) =
∞∑
k=0

(1− λ
(n)
k )

[ k∏
l=1

ψ(l)

ψ(l − 1)
− qk

]
cos(kt+

βπ

2
).

Враховуючи оцiнку iз [3]∣∣∣∣ i−1∏
l=0

ψ(m+ l + 1)

ψ(m+ l)
− qi

∣∣∣∣ 6 (q + εm)
i − qi,

де

εm = sup
k>m

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣,
та умову 0 6 1− λ

(n)
k 6 1 , маємо

|r(t)| 6
∞∑
k=0

[(q + ε0)
k − qk] =

1

1− q − ε0
− 1

1− q
=

ε0
(1− q − ε0)(1− q)

.

Позначимо

R(fψβ ;x) =
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)r(t)dt.

Має мiсце
∥R(fψβ ;x)∥C = O(1)

ε0
(1− q)2

.

Нехай далi Jψβ (φ) — функцiя, для якої (Jψβ (φ))
ψ
β = φ, φ ∈ S0

M . У випадку
ψ(k) = qk , q ∈ (0; 1) позначимо Jψβ (φ) = Jqβ(φ) . Тодi ∀f ∈ Cψ

β , x ∈ R

δn(J
q
β(f

ψ
β );x) =

1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)
∞∑
k=0

(1− λ
(n)
k )qk cos(kt+

βπ

2
)dt.
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Маємо
δn(f ;x) = δn(J

q
β(f

ψ
β );x) +R(f ; x).

Використовуючи мiркування роботи [3] можна показати, що для f ∈ Cψ
β,∞

має мiсце
∥δn(f ; x)∥C = ∥δn(Jqβ(f

ψ
β );x)∥C +O(1)

ε0
(1− q)2

.

Враховуючи, що

sup
f∈Cψβ,∞

∥δn(Jqβ(f
ψ
β ); ·)∥C = sup

φ∈S0
M

∥δn(J qβ(φ); ·)∥C ,

отримуємо
E(Cψ

β,∞; σn) = E(Cq
β,∞; σn) +O(1)

ε0
(1− q)2

,

де
E(Cq

β,∞;σn) := sup
f∈Cqβ,∞

∥δn(f ;x)∥C .

У випадку β = 0 i q ∈ (0; 2−
√
3] для величини E(Cq

β,∞;σn) в роботi [12]
(також [13]) отримано асимптотичну рiвнiсть

E(Cq
0,∞;σn) =

4q

πn(1 + q2)
+O(1)

qn

n
,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n .
Поєднуючи останнi два спiввiдношення, отримаємо твердження теореми.

Висновки
Для того, щоб одержане спiввiдношення було асимптотично точним,

окрiм наведених у теоремi, мають виконуватися додатковi умови для пара-
метру ψ(k) , k ∈ N , що визначає клас.
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Approximation of analytic functions by Fejer sums
In the paper is studied the approximative properties of Fejer sums on the

classes of periodic functions that can be regularly extended into the corresponding
strip of the complex plane. Under certain conditions, we obtained asymptotic
formulas for upper bounds of deviations in the uniform metric of Fejer sums on
classes of analytic functions. The obtained formulas provide a solution of the
corresponding Kolmogorov-Nikolsky problem with additional conditions.

Keywords: Fejer sums, analytic function, asymptotic formula.
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