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ЛIВI ТА ПРАВI IДЕАЛИ НАПIВГРУПИ ЕНДОМОРФIЗМIВ
ВIЛЬНОЇ ГРУПИ

В статтi описуються лiвi та правi iдеали напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльної групи i на їх
основi – головний квазiiдеал напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльної групи.
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Вступ
Дослiдження напiвгрупи ендоморфiзм будь-якої алгебраїчної системи зав-

жди становить значний iнтерес. Деякi властивостi алгебраїчної системи зна-
ходять своє вiдображення у властивостях напiвгрупи ендоморфiзм цiєї систе-
ми. Найбiльший iнтерес представляє випадок, коли напiвгрупа ендоморфiзм
визначає структуру вихiдної алгебраїчної системи, тобто характеризує її з
точнiстю до iзоморфiзму. Одним з перших результатiв такого роду отрима-
ний Л.М. Глускiним. В роботi [1] вiн показав, що вiдношення квазiпорядку
характеризується напiвгрупою ендоморфiзм з точнiстю до iзоморфiзму або
антиiзоморфiзму. Для визначення структури напiвгрупи будемо використо-
вувати лiвi та правi iдеали напiвгрупи.

Основна частина
1. Наведемо опис лiвих iдеалiв напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльної групи

F скiнченного рангу або злiченого рангу в термiнах вербальних пiдгруп. Для
довiльної послiдовностi слiв w1, w2, . . . , wk ∈ F прямий добуток вербальних
пiдгруп

w1(F )× w2(F )× . . .× wk(F ) (1)

групи F мiстить пiднапiвгрупу, яка складається з "узгоджених"елементiв,
тобто наборiв вигляду

(w1(g1, g2, . . .), w2(g1, g2, . . .), . . . , wk(g1, g2, . . .)) (2)

Означення 1. Пiднапiвгрупу прямого добутку (1), яка складається з узго-
джених елементiв вигляду (2) називатимемо узгодженим пiдпрямим до-
бутком вербальних пiдгруп групи F .
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Теорема 1. Довiльних головний лiвий iдеал напiвгрупи ендоморфiзмiв вiль-
ної групи F злiченого або скiнченного рангу iзоморфний як напiвгрупа де-
якому узгодженому пiдпрямому добутку вербальних пiдгруп цiєї групи.

Д о в е д е н н я. Нехай Il = Σ(1) – деякий лiвий iдеал напiв-
групи Σ = EndF . Ендоморфiзм α , можна однозначно задати набором
[α] =< w1(g1, . . . , gn), w2(g1, . . . , gn), . . . , wn(g1, . . . , gn) > . Будь-який елемент
лiвого iдеалу Il має вигляд:

< w1(g1, . . . , gn), w2(g1, . . . , gn), . . . , wn(g1, . . . , gn) >,

де (g1, g2, . . . , gn) довiльний кортеж над групою F .
Нехай υ(x1, . . . , xn) – деяке незвiдне слово з вiльної групи злiчен-

ного рангу, F – вiльна група скiнченного або злiченного рангу. Вер-
бальна пiдгрупа υ(F ) складається з найможливiших суперпозицiй виду
υ(g1, g2, . . . , gn), g1, g2, . . . , gn ∈ F.

При довiльному i , 1 6 i 6 n множина wi(g1, . . . , gn) , g1, g2, . . . , gn ∈ F

породжує вербальну пiдгрупу wi(F ) . Таким чином дiстаємо прямий добуток
w1(F ) × w2(F ) × . . . × wn(F ) вербальних пiдгруп w1(F ), w2(F ), . . . , wn(F ) .
За побудовою, кожен з кортежiв, що завдають автоморфiзми, є узгодженим.
А тому набiр таких кортежiв збiгається з узгодженим пiдпрямим добутком
вербальних пiдгруп w1(F ), w2(F ), . . . , wn(F ) i теорему доведено. �

Таким чином, в напiвгрупi EndF видiляються лiвi iдеали, якi породжу-
ються, наприклад, вербальними пiдгрупами з прикладiв а)-г) в попередньому
параграфi.

2. Нехай F (X) — вiльна група над злiченим алфавiтом X = {x1, x2, . . .} ,
Σ = EndF (X) — напiвгрупа ендоморфiзмiв групи F (X) . Символом Q
позначимо вiдношення правої подiльностi на напiвгрупi Σ : для φ, ψ ∈ Σ
спiввiдношення (φ, ψ) ∈ Q має мiсце тодi й лише тодi, коли ψ = σφ для
деякого σ ∈ Σ . Це вiдношення для F (X) може бути охарактеризовано в
термiнах їх зображень.

Лема 1. Для довiльних φ, ψ ∈ Σ спiввiдношення (φ, ϕ) ∈ Q має мiсце тодi
й лише тодi, коли Im ψ 6 Im φ .

Д о в е д е н н я. Якщо для ендоморфiзмiв φ, ψ ∈ Σ має мiсце (φ, ψ) ∈ Q
i υ ∈ Im ψ , то ψ = σφ, υ = uψ для деяких σ ∈ Σ, u ∈ F (X) . Звiдки
дiстаємо υ = (uσ)φ ∈ Im φ , тобто Im ψ 6 Im φ .

Навпаки, якщо, Im ψ 6 Im φ , то для кожного елемента x ∈ X зна-
йдеться елемент tx ∈ F (X) такий, що xψ = txφ . Позначивши символом σ
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ендоморфiзм групи F (X) , який визначається вiдображенням

σ(x) = tx, x ∈ X,

отримуємо, як легко пересвiдчитись, ψ = σφ . �
Нехай SF = Sub F (X) — решiтка всiх пiдгруп вiльної групи F (X) . Пiд-

множину M ⊂ SF назвемо спадковою, якщо для всiх H ∈ M, U ∈ SF iз
U 6 H випливає, що U ∈ M . Родину всiх спадкових множин з SF позна-
чимо символом L(SF ) . Безпосередньо перевiряється, що L(SF ) є решiткою
вiдносно теоретико-множинних операцiй об‘єднання та перетину.

Нехай, далi, LatlΣ — решiтка всiх лiвих iдеалiв напiвгрупи
Σ = End F (X) . Визначимо вiдображення

s : LatlΣ → SF

поклавши для довiльного Λ ∈ Σl

s(Λ) = {Im σ | σ ∈ Λ ∈ Σl}. (3)

Лема 2. Для довiльного лiвого iдеалу Λ ∈ Σl його образ s(Λ) є спадковою
множиною.

Д о в е д е н н я. Нехай H ∈ s(Λ) и U 6 H, U ∈ SF . Тодi
H = Im σ, U = Im η для деяких σ ∈ Λ, η ∈ Σ (iснування η випливає
з того, що система вiльних твiрних довiльної пiдгрупи з SF не бiльш, нiж
злiчена). З U 6 H за лемою п.1 випливає, що η = τσ для деякого τ ∈ Σ i,
таким чином η ∈ Λ . Звiдки U ∈ s(Λ) . �

З леми 1 отримуємо, що s(Λ) ∈ L(SF ) за довiльного Λ ∈ Σl , тобто
Ims ⊆ L(SF ) . Бiльше того, має мiсце

Лема 3. Вiдображення

s : Latl(Σ) → L(SF),

визначене рiвнiстю (3) є сюр’єктивним.

Д о в е д е н н я. Нехай P ∈ L(SF) . Покладемо

λ(P) = {σ ∈ Σ | Im σ ∈ P}. (4)

Тодi λ(P) ∈ Latl(Σ) . Справдi, якщо σ ∈ λ(P), τ ∈ Σ , то за лемою 1 отри-
муємо Im τσ 6 Im σ , а це в силу спадковостi P означає що τσ ∈ λ(P) .
Неважко пересвiдчитись, що s(λ(P)) = P . �
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З леми 3 випливає, що вiдображення

λ : L(SF) → LatlΣ

задане рiвнiстю (4) є оберненим до s , тобто λs – тотожне перетворення на
F(SF) . Неважко перевiрити, що sλ тотожньо на LatlΣ . Таким чином, маємо
таке твердження

Лема 4. Вiдображення
s : LatlΣ → L(SF ),

що визначене умовою (3) бiєктивне.

Вiдображення s визначаючи взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж еле-
ментами решiток LatlΣ та L(SF ) , зберiгає i вiдповiднi операцiї в решiтках.
Тобто, має мiсце

Лема 5. Для всiх Λ1,Λ2 ∈ LatlΣ виконуються спiввiдношення:

s(Λ1 ∩ Λ2) = s(Λ1) ∩ s(Λ2),

s(Λ1 ∪ Λ2) = s(Λ1) ∪ s(Λ2). (4)

Д о в е д е н н я. Нехай σ ∈ Λ1 ∩ Λ2 , де Λ1,Λ2 ∈ LatlΣ . За
означенням вiдображення s отримуємо Im σ ∈ s(Λ1) ∩ s(Λ2) . Звiдки
s(Λ1 ∩ Λ2) ⊂ s(Λ1) ∩ s(Λ2) . Якщо, обернено, H ∈ s(Λ1) ∩ s(Λ2) , то зна-
йдуться σ1 ∈ Λ1, σ2 ∈ Λ2 , для яких H = Im σ1 = Im σ2 . Але тодi
σ1 = τ1σ2 ∈ Λ2, σ2 = τ2σ1 ∈ Λ1 , звiдки σ1, σ2 ∈ Λ1 ∩ Λ2 i, таким чином,
s(Λ1) ∩ s(Λ2) ⊂ s(Λ1 ∩ Λ2) .

Аналогiчно доводиться друге спiввiдношення. �
Враховуючи встановленi леми, можна тепер довести таке твердження

Теорема 2. Решiтка LatlΣ лiвих iдеалiв напiвгрупи Σ ендоморфiзмiв вiль-
ної групи F (X) зчисленного рангу iзоморфна решiтцi L(SF ) усiх спадкових
множин пiдгруп групи F (X) .

Д о в е д е н н я. Задамо вiдображення

s : LatlΣ → L(SF )

рiвнiстю (3). За лемою 4 вiдображення s є бiєктивним. За лемою 5 воно
узгоджене з дiями ∩ i ∪ , що визначенi в решiтках LatlΣ i L(SF ) . Отже це
iзоморфiзм решiток. �
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Нехай тепер Fn – вiльна група рангу n , SnF – множина всiх пiдгруп
групи F , ранг яких не перевищує n (Зазначимо, що це є власне пiдмножина
множини SF , бо група Fn мiстить вiльнi пiдгрупи довiльного скiнченого
та зчисленого рангiв). Символом L(SnF ) позначимо решiтку усiх спадкових
множин пiдгруп iз SnF . Має мiсце таке твердження

Теорема 3. Решiтка LatlΣ
n лiвих iдеалiв напiвгрупи Σn ендоморфiзмiв

вiльної групи Fn рангу n iзоморфна решiтцi L(SnF ) усiх спадкових мно-
жин пiдгруп з SnF .

Доведення цiєї теореми цiлком подiбне до доведення теореми 2 i ми його
не наводимо.

3. Дамо тепер певну характеризацiю правих iдеалiв напiвгрупи Σ .

Лема 6. Нехай (w1, w2, . . . , wn) – фiксований впорядкований набiр незвi-
дних слiв з вiльної групи F рангу n . Множина суперпозицiй

g(w1, w2, . . . , wn), g ∈ F,

збiгається з пiдгрупою групи F , що породжена елементами w1, w2, . . . , wn .

Доведення очевидне.

Теорема 4. Правий iдеали напiвгрупи EndF , який породжений ендомор-
фiзмом α =< w1, w2, . . . , wn > , є iзоморфний прямому степеню пiдгрупи
групи F , яка породжена елементами w1, w2, . . . , wn .

Д о в е д е н н я. Довiльний елемент iдеалу (α)r має зображення впоряд-
кованими наборами слiв iз F вигляду

< g1(w1, . . . , wn), g2(w1, . . . , wn), . . . , gn(w1, . . . , wn) >, (5)

де g1(w1, . . . , wn), g2(w1, . . . , wn), . . . , gn(w1, . . . , wn) можуть бути будь-якими
елементами групи F , причому незалежно один вiд одного. Звiдси за лемою 6
дiстаємо, що кожна компонента наборiв виду (5) незалежно вiд iнших пробiгає
пiдгрупу, що породжена w1, w2, . . . , wn . Це й означає, що множина таких
наборiв для дiї суперпозицiї є групою, яка iзоморфна прямому добутку груп
< w1, w2, . . . , wn > . �

Оскiльки головнi квазiiдеали є перетином вiдповiдних лiвих i правих го-
ловних iдеалiв, то з теорем 1 та 4 дiстаємо таку характеризацiю головних
квазiiдеалiв напiвгрупи Σ .
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Теорема 5. Головний квазiiдеал напiвгрупи ендоморфiзмiв
вiльної групи рангу n , який породжений ендоморфiзмом
α =< w(x1, x2, . . . , xn), w2(x1, x2, . . . , xn), . . . , wn(x1, x2, . . . , xn) > , скла-
дається з усiх узгоджених кортежiв виду

< w1(g1, g2, . . . , gn), . . . , wn(g1, g2, . . . , gn >

кожна компонента яких мiститься в пiдгрупi, що породжена елементами
w1, w2, . . . , wn .

Доведення випливає безпосередньо з теорем 1 та 4.

Висновки
Виконаний опис лiвих та правих iдеалiв напiвгрупи ендоморфiзмiв вiль-

ної групи дозволив визначити головний квазiiдеал напiвгрупи ендоморфiзмiв
вiльної групи породжений довiльним ендоморфiзмом.
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