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ПЕРЕРАХУВАННЯ ДВОКОЛЬОРОВИХ ХОРДОВИХ
O -ДIАГРАМ РОДУ 1,

ЯКI МАЮТЬ ТРИ СIРИХ (АБО ЧОРНИХ) ЦИКЛИ,
ВIДНОСНО ДIЇ ГРУПИ ДIЕДРА

Для натуральних n > 5 встановлено формули пiдрахунку числа нееквiвалентних 2 -
кольорових хордових O -дiаграм (з n хордами), якi мають лише три сiрих (чорних) та
(n−4) чорних (вiдповiдно сiрих) циклiв вiдносно дiї дiедральної групи (порядку 2n ). Крiм
того, для натуральних 5 i 6 в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi та нееквiвалентнi
дiаграми iз зазначених класiв, а для 5 6 n 6 30 — точнi значення числа неiзоморфних та
вiдповiдно нееквiвалентних таких дiаграм.

Ключовi слова: 2 -кольорова хордова O -дiаграма з n хордами, род дiаграми, цикл
дiаграми, група дiедра.

Вступ
Нагадаємо, що хордовою дiаграмою або, коротко, n -дiаграмою називають

конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на ньому (якi є
вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають вказанi то-
чки. Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна одержати
з iншої в результатi повороту. Дiаграми називають еквiвалентними, якщо їх
можна сумiстити за допомогою повороту, дзеркального вiдбиття, або ж їх
композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових n -дiаграм (вiдносно дiї цик-
лiчної групи порядку 2n та дiедральної групи порядку 4n ) займалась цiла
низка вiдомих математикiв: T.R.S. Walsh, A.B. Lehman, J. Riordan, J. Harer,
D. Zagier. Серед сучасникiв слiд видiлити авторiв робiт [6], [2], [7], [4], [1].

Задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних n -дiаграм
були повнiстю розв’язанi у 1997–1998 рр. в роботах [6], [4], [2], [7]. Формули для
пiдрахунку числа неiзоморфних планарних (роду 0 ), тороїдальних (роду 1 )
n -дiаграм та 2m -дiаграм максимального роду m було встановлено у 2000 р.
в роботi [2]. Причому задача про пiдрахунок числа нееквiвалентних дiаграм
максимального роду була повнiстю розв’язана лише у 2017 р. в роботi [5].
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Крiм того, слiд констатувати, що одержання явних формул для пiдрахун-
ку числа неiзоморфних (а тому i нееквiвалентних), зокрема двокольорових,
n -дiаграм фiксованого роду виявилося досить складною задачею i в загаль-
ному випадку до сьогоднi нерозв’язаною проблемою.

Для двокольорових дiаграм найбiльш вагомими є наступнi результати:
задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних O - i N -

дiаграм (вiдповiдно) повнiстю розв’язано в 2010 р. у роботi [10];
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -

дiаграм (N -дiаграм), якi мають точно один цикл певного кольору (чорний
або ж сiрий) одержано в 2010 та 2012 рр. у роботах [11] i [12] вiдповiдно;

формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних планар-
них O -дiаграм (з n хордами) було встановлено у 2000 р. в роботi [1]; проте
питання про узагальнення цiєї задачi на випадок фiксованого числа чорних
(або ж сiрих) циклiв було повнiстю розв’язано лише у 2014 р. в роботi [13];

задача про пiдрахунок числа неiзоморфних O -дiаграм максимального ро-
ду (з одним чорним та одним сiрим циклом) була розв’язана у 2006 р. в роботi
[9], а про число нееквiвалентних таких дiаграм — лише у 2015 р. в [14].

Слiд зазначити, що навiть для класу ℑn,1
k;l O -дiаграм (з n хордами) роду

1 , якi мають точно k чорних (або ж сiрих) та l = n−k−1 сiрих (вiдповiдно
чорних) циклiв, питання про пiдрахунок числа нееквiвалентних дiаграм вiд-
носно дiї циклiчної та дiедральної груп в загальному випадку залишаються
вiдкритими. Явнi формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквi-
валентних дiаграм з класiв ℑn,1

n−2;1 та ℑn,1
n−3;2 (для початкових l = 1 та l = 2 )

одержано в роботах [15] i [16] вiдповiдно.
Крiм того, нерозв’язними залишаються й задачi про пiдрахунок числа

неiзоморфних та нееквiвалентних дiаграм з бiльш ємного класу ℑn,1 двоко-
льорових хордових O -дiаграм (з n хордами) роду 1 (без фiксацiї кiлькостi
чорних та/або сiрих циклiв).

Дана стаття є логiчним продовженням робiт [15] i [16] та присвячена вста-
новленню формул для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних
дiаграм з класу ℑn,1

n−4;3 . А її основною метою — виклад одержаних результа-
тiв, анонсованих автором в роботi [17].

2. Основна частина
В подальшому через ℑn,g

k,l будемо позначати клас двокольорових хордових

O -дiаграм (з n хордами) роду g =
n+ 1− k − l

2
, якi мають точно l сiрих

та k чорних циклiв.
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Бiльш детально з основними поняттями та попереднiми вiдомостями з
теорiї перелiку двокольорових хордових дiаграм, можна ознайомитися в ро-
ботах [10], [15], [16].

2.1. Число дiаграм з класу ℑn,1
n−4;3 та його характеристичнi пiдкласи

У 1997 р. в роботi [8, С. 4] вперше встановлено рекурентнi формули, за
допомогою яких є принципово можливим пiдрахунок числа дiаграм з класу
ℑn,g
k,l (2g = n+ 1− k − l ).

Крiм того, для початкових g = 0; 1; 2; 3 в [8, С. 8-9] встановлено явнi
формули, якi пiзнiше також були одержанi та уточненi й в [3, С. 833]. Так,
наприклад, для випадку g = 1 в роботi [3] наведено наступну формулу

t(n; k, l) =
∣∣∣ℑn,1

k,l

∣∣∣ = 1

3!
· C2

n+1 · Ck−1
n−1 · C l−1

n−1, (1)

звiдки маємо, що число t(n) = t(n;n − 4, 3) дiаграм з класу ℑn,1
n−4;3 можна

знайти за формулою

t(n;n− 4, 3) =
1

3!
· C2

n+1 · Cn−5
n−1 · C3−1

n−1 =
1

3!
· C2

n+1 · C4
n−1 · C2

n−1 =

=
5

4
(n− 1)(n− 2)C6

n+1 = t(n). (2)

Зауваження 1. Оскiльки дiаграми з класу ℑn,1
n−4;3 (крiм 3 сiрих циклiв)

мають точно k = n − 4 чорних циклiв (якi мiстять всi n чорних дуг
двокольорового 2n -шаблону), то кожна з таких дiаграм може мати лише
один з наступних наборiв чорних циклiв:

або один 5 -цикл (довжини 5) та (n− 5) 1 -циклiв (довжини 1);
або один 4 -цикл, один 2 -цикл та (n− 6) 1 -циклiв;
або два 3 -цикли та (n− 6) 1 -циклiв;
або один 3 -цикл, два 2 -цикли та (n− 7) 1 -циклiв;
або чотири 2 -цикли та (n− 8) 1 -циклiв.

Таким чином, всi дiаграми з класу ℑn,1
n−4;3 умовно можна подiлити на п’ять

зазначених вище класiв — A , B , D , E та F вiдповiдно.

Бiльше того, якiсний аналiз можливих типiв дiаграм iз класiв A , B , D ,
E i F дозволяє видiлити лише 34 характеристичних пiдкласи (об’єднання
яких дає ℑn,1

n−4;3 та перетин будь-яких двох iз них є порожньою множиною),
типовi представники яких зображено на рис. 1 нижче та (заради зручностi)
позначено у спосiб: A1–A3 , B1–B8 , D1–D4 , E1–E10 та F1–F9 вiдпо-
вiдно.
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A1 A2 A3 B1 B2 

     
B3 B4 B5 B6 B7 

     
B8 D1 D2 D3 D4 

     
E1 E2 E3 E4 E5 

     
E6 E7 E8 E9 E10 

     
F1 F2 F3 F4 F5 

    

 

F6 F7 F8 F9  
 

Рис. 1: типовi представники характеристичних пiдкласiв дiаграм з класу ℑn,1
n−4;3
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2.2. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑn,1
n−4;3

За лемою Бернсайда (див. напр. [2], [10], [11]) число t∗(n) неiзоморфних
(нееквiвалентних вiдносно дiї циклiчної групи порядку n ) дiаграм з класу
ℑn,1
n−4;3 можна знайти за допомогою спiввiдношення

t∗(n) =
1

n

t(n) + ∑
i|n, i ̸=n

ϕ
(n
i

)
· ρ (n, i)

 , (3)

де t(n) =
∣∣∣ℑn,1

n−4;3

∣∣∣ ; ϕ(q) — функцiя Ейлера (кiлькiсть натуральних менших
за q чисел, взаємнопростих iз ним), а ρ (n, i) — число тих дiаграм з класу
ℑn,1
n−4;3 , якi самосумiщуються при поворотi (за годинниковою стрiлкою) на кут

ω(n, i) = 2π
2n · 2i = 2π · in .

Очевидно, що для дiльникiв i ̸= n числа n кут ω(n, i) 6 1800 . Бiльше
того, поклавши j = n

i , спiввiдношення (3) можна подати у виглядi

t∗(n) =
1

n

t(n) + ∑
j|n, j ̸=1

ϕ(j) · ρ
(
n, nj

) , (4)

де ρ
(
n, nj

)
— число тих дiаграм з класу ℑn,1

n−4;3 , якi самосумiщуються при

поворотi (за годинниковою стрiлкою) на кут ω
(
n, nj

)
= 2π

j .

Теорема 1. Для натуральних n > 5 число t∗(n) неiзоморфних (нееквi-
валентних вiдносно дiї циклiчної групи порядку n ) дiаграм з класу ℑn,1

n−4;3

можна обчислити за формулою

t∗(n) =
1

n

5

4
(n− 1)(n− 2)C6

n+1 +
∑

j|n, j∈{2;3;4;6}

ϕ(j) · ρ
(
n, nj

) , (5)

де: ϕ(q) — функцiя Ейлера; ∀j ∈ N : n
j /∈ N величини ρ

(
n, nj

)
≡ 0 , а

∀j ∈ {2; 3; 4; 6} : n
j ∈ N величини ρ

(
n, nj

)
визначаються за допомогою

спiввiдношень

ρ
(
n, n2

)
=
n(n− 2)2(n− 4)

192
, ρ

(
n, n3

)
=
n(n− 3)

18
,

ρ
(
n, n4

)
=
n(n− 4)

16
, ρ

(
n, n6

)
=
n

6
.

(6)
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Доведення. Не важко переконатися, що серед дiаграм з характе-
ристичних пiдкласiв A1, A2, A3 ; B2, B3 , B5–B8 , D1–D3 , E1–E10 ,
F1, F2, F5, F8 та F9 взагалi немає таких, якi самосумiщуються при поворо-
тi на певний кут

ωj = ω
(
n, nj

)
= 2π

j < 2π, при j ∈ {2, ..., n}.

 

     
B1: ω π=  B4: ω π=  F3: ω π=  F4: ω π=  F8: ω π=  

     
F7: ω π=  

F7: 
2

πω =  
D4: ω π=  

D4: 
2

3

πω =  D4: 
3

πω =  

 

Рис. 2: всi типи дiаграм з класу ℑn,1
n−4;3 , якi самосумiщуються при поворотi на кут ω 6 π

1) Дiаграми з пiдкласiв B1 та B2 самосумiщуються при поворотi на пев-
ний кут ωj < 2π лише за умов, коли n дiлиться на 2 , а поворот здiйснюється
на кут ω = 2π

2 (при j = 2 ); для натуральних n = 2k > 6 число таких дi-
аграм (для кожного з пiдкласiв B1 та B2 ) становить 3 · C3

k ; звiдки для
натуральних n

2 > 3 число зазначених дiаграм становить
ρB1

(
n, n2

)
= ρB4

(
n, n2

)
= 3 · C3

n
2
.

2) Дiаграми з пiдкласiв F3 , F4 та F8 самосумiщуються при поворотi
на певний кут ωj < 2π лише за умов, коли n дiлиться на 2 , а поворот
здiйснюється на кут ω = 2π

2 (при j = 2 ); для натуральних n = 2k > 8 число
таких дiаграм (для кожного з пiдкласiв F3 , F4 та F8 ) становить 4 · C4

k ;
звiдки для натуральних n

2 > 4 число зазначених дiаграм становить
ρF3

(
n, n2

)
= ρF4

(
n, n2

)
= ρF8

(
n, n2

)
= 4 · C3

n
2
.

3) Дiаграми з пiдкласу F7 самосумiщуються при поворотi на певний кут
ωj < 2π лише за умов, коли n дiлиться на 2 або ж на 4 . Причому:

в 1-му випадку поворот здiйснюється на кут ω = 2π
2 (при j = 2 );

в 2-му випадку — на кут ω = 2π
4 (при j = 4 ).

Крiм того, не важко перевiрити, що:
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в 1-му випадку для n = 2k > 8 число вiдповiдних дiаграм становить
2 · C4

k ; звiдки для натуральних n
2 > 4 число зазначених дiаграм становить

ρF7
(
n, n2

)
= 2 · C4

n
2

;

в 2-му випадку для n = 4k > 8 число вiдповiдних дiаграм становить
2 · C2

k ; звiдки для натуральних n
4 > 2 число зазначених дiаграм становить

ρF7
(
n, n4

)
= 2C2

n
4
=
n(n− 4)

16
.

4) Дiаграми з пiдкласу D4 самосумiщуються при поворотi на певний кут
ωj < 2π лише за умов, коли n дiлиться на 2 , 3 або ж на 6 . Причому:

в 1-му випадку поворот здiйснюється на кут ω = 2π
2 (при j = 2 );

в 2-му випадку — на кут ω = 2π
3 (при j = 3 );

в 3-му випадку — на кут ω = 2π
6 (при j = 6 ).

Не важко перевiрити, що:
в 1-му випадку для n = 2k > 6 число вiдповiдних дiаграм становить C3

k ;
звiдки для натуральних n

2 > 3 число зазначених дiаграм становить
ρD4

(
n, n2

)
= C3

n
2
;

в 2-му випадку для n = 3k > 6 число вiдповiдних дiаграм становить C2
k ;

звiдки для натуральних n
3 > 2 число зазначених дiаграм становить

ρD4
(
n, n3

)
= C2

n
3
=
n(n− 3)

18
;

в 3-му випадку для n = 6k > 6 число вiдповiдних дiаграм становить C1
k ;

звiдки для натуральних n
6 > 1 число зазначених дiаграм становить

ρD4
(
n, n6

)
=
n

6
.

Таким чином маємо, що:

ρ
(
n, n6

)
= ρD4

(
n, n6

)
=
n

6
; ρ

(
n, n4

)
= ρF7

(
n, n4

)
=
n(n− 4)

16
;

ρ
(
n, n3

)
= ρD4

(
n, n3

)
=
n(n− 3)

18
;

ρ
(
n, n2

)
= ρB1

(
n, n2

)
+ ρB4

(
n, n2

)
+ ρD4

(
n, n2

)
+

+ρF3
(
n, n2

)
+ ρF4

(
n, n2

)
+ ρF7

(
n, n2

)
+ ρF8

(
n, n2

)
=

= 3 · C3
n
2
+ 3 · C3

n
2
+ 1 · C3

n
2
+ 4 · C4

n
2
+ 4 · C4

n
2
+ 2 · C4

n
2
+ 4 · C4

n
2
=

= 7 · C3
n
2
+ 14 · C4

n
2
=
n(n− 2)2(n− 4)

192
. �

Зауваження 2. Оскiльки клас ℑn,1
k;l (n = k+l+1) двокольорових O -дiаграм

є пiдмножиною класу («звичайних») хордових n -дiаграм роду 1 , то, з ура-
хуванням результатiв робiт [2] , [15] i [16] , є всi пiдстави стверджувати:

якщо дiаграма з класу ℑn,1
k;l самосумiщується при поворотi на певний кут

φ < 3600 , то цей кут обов’язково 600 або 900 , або 1200 , або ж 1800 .
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2.3. Число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,1
n−4;3

Застосовуючи лему Бернсайда (див. напр. [2], [10], [11]), не важко вста-
новити, що число t∗∗(n) нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи)
дiаграм з класу ℑn,1

n−4;3 можна визначити за допомогою спiввiдношень

t∗∗n = 1
2 (t

∗(n) + S(n)) , (7)

де t∗(n) — число неiзоморфних дiаграм з класу ℑn,1
n−3;2 ,

S(n) =

{
s0(n), n = 2m+ 1
1
2(s1(n) + s2(n)), n = 2m,

(8)

s0(n) – число тих дiаграм з класу ℑn,1
n−4;3 , що є симетричними вiдносно

фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чор-
ної та сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону;
s1(n) ( s2(n) ) –– число тих дiаграм з класу ℑn,1

n−4;3 , що є симетричними вiдно-
сно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних
сiрих (вiдповiдно чорних) дуг 2 -кольорового 2n -шаблону.

Таким чином, з урахуванням спiввiдношень (7), (8) та встановлених фор-
мул (5), (6) для обчислення величини t∗(n) , задача про пiдрахунок числа
t∗∗(n) нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,1

n−4;3 зводиться до задач про пiдра-
хунок величин s0(n) , s1(n) , s2(n) .

Лема 1. Нехай n = 2m+ 1 . Тодi число s0(n) дiаграм з класу ℑn,1
n−4;3 , що є

симетричними вiдносно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через сере-
дини протилежних чорної та сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону, можна
обчислити за формулою

s0(n) =
1
192(n− 1)(n− 3)(7n2 + 8n− 143). (9)

Доведення. Всi дiаграми з класу ℑn,1
n−3;2 , що є симетричними вiдносно фiк-

сованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та
сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону (n = 2m+1 ), вичерпуються дiаграмами,
зображеними на рис. 3 та (заради зручностi) позначеними у спосiб 1.1–1.3 ,
2.1–2.23 та 3.1–3.14 .

Оскiльки n = 2m+ 1 , то сумарне число s0(n) дiаграм зазначених типiв
становить

3× C2
n−1
2

+ 23× C3
n−1
2

+ 14× C4
n−1
2

= 3× C2
m + 23× C3

m + 14× C4
m =

= 1
12m(m− 1)(7m2 + 11m− 32) ,

звiдки, з урахуванням рiвностi m = n−1
2 , одержуємо, що
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s0(n) =
1
192(n− 1)(n− 3)(7n2 + 8n− 143).

�
 

      

1.1  1.2  1.3  2.1  2.2  2.3  

      

2.4  2.5  2.6  2.7  2.8  2.9  

2.10  2.11  2.12  2.13  2.14  2.15  

2.16  2.17  2.18  2.19  2.20  2.21  

2.22  2.23  3.1  3.2  3.3  3.4  

3.5  3.6  3.7  3.8  3.9  3.10  

  

3.11  3.12  3.13  3.14  
  

 

Рис. 3: до леми 1
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Лема 2. Нехай n = 2m . Тодi мають мiсце рiвностi

s1(n) =
1
192n(n− 2)(n− 4)(7n+ 10), (10)

s2(n) =
1
192(n− 2)(n− 4)(7n2 + 50n− 240); (11)

1
2 (s1(n) + s2(n)) =

1
192(n− 2)(n− 4)(7n2 + 30n− 120). (12)

Доведення. Всi дiаграми з класу ℑn,1
n−4;3 , що є симетричними вiдносно фiк-

сованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних сiрих дуг 2 -
кольорового 2n -шаблону, вичерпуються дiаграмами, зображеними на рис. 4
та (заради зручностi) позначеними у спосiб 1.1–1.13 та 2.1–2.14 .

 

1.1  1.2  1.3  1.4  1.5  1.6  

1.7  1.8  1.9  1.10  1.11  1.12  

1.13  2.1  2.2  2.3  2.4  2.5  

2.6  2.7  2.8  2.9  2.10  2.11  

   

2.12  2.13  2.14  
   

 

Рис. 4: до леми 2
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Оскiльки n = 2m , то сумарне число s1(n) дiаграм зазначених типiв ста-
новить

13×C3
n
2
+ 14×C4

n
2
= 13×C3

m+ 14×C4
m = 1

4!m(m− 1)(m− 2)(10 + 14m) ,

звiдки, з урахуванням рiвностi m = n
2 , одержуємо, що

s1(2m) = s1(n) =
1
192n(n− 2)(n− 4)(7n+ 10) .

Дiаграми з класу ℑn,1
n−4;3 , що є симетричними вiдносно фiксованої

осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорних дуг 2 -
кольорового 2n -шаблону, вичерпуються дiаграмами, зображеними на рис. 5
i 6 та позначеними у спосiб 1.1–1.13 , 2.1–2.14 та 3.1–3.37 вiдповiдно.
 

1.1  1.2  1.3  1.4  1.5  1.6  

1.7  1.8  1.9  1.10  1.11  1.12  

1.13  2.1  2.2  2.3  2.4  2.5  

2.6  2.7  2.8  2.9  2.10  2.11  

   

2.12  2.13  2.14  
   

 

Рис. 5: до леми 2
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3.1  3.2  3.3  3.4  3.5  3.6  

3.7  3.8  3.9  3.10  3.11  3.12  

3.13  3.14  3.15  3.16  3.17  3.18  

3.19  3.20  3.21  3.22  3.23  3.24  

3.25  3.26  3.27  3.28  3.29  3.30  

3.31  3.32  3.33  3.34  3.35  3.36  

     

3.37  
     

 

Рис. 6: до леми 2
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Оскiльки n = 2m , то сумарне число s2(n) дiаграм зазначених типiв ста-
новить

13× C2
n−2
2

+ 14× C4
n−2
2

+ 37× C3
n−2
2

= 13× C2
m−1 + 14× C4

m−1 + 37× C3
m−1 =

= 1
12(m− 1)(m− 2)(7m2 + 25m− 60) ,

звiдки, з урахуванням рiвностi m = n
2 , одержуємо, що

s2(2m) = s2(n) =
1

192
(n− 2)(n− 4)(7n2 + 50n− 240).

Крiм того, безпосередньою перевiркою не важко переконатися, що

1

2
(s1(n) + s2(n)) =

1

192
(n− 2)(n− 4)(7n2 + 30n− 120).

�
З урахуванням спiввiдношень (7), (8) та лем 1 i 2, має мiсце

Теорема 2. Для натуральних n > 5 число t∗∗(n) нееквiвалентних (вiд-
носно дiї дiедральної групи) дiаграм з класу ℑn,1

n−4;3 . можна обчислити за
формулою

t∗∗(n) =
1

2
(t∗(n) + S(n)) , (13)

де t∗(n) визначається за формулами (5), (6) , а

S(n) =


1

192
(n− 1)(n− 3)(7n2 + 8n− 143), n = 2m+ 1

1

192
(n− 2)(n− 4)(7n2 + 30n− 120), n = 2m.

(14)

3. Додатки та прикiнцевi зауваження
Зауваження 3. За допомогою одержаних формул можна пiдрахувати й
число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,1

3;n−4

Повторюючи мiркування, аналогiчнi наведеним в роботi [4], не важко
встановити справедливiсть наступного твердження

Твердження 1. При n→ ∞ величини t∗∗(n) та

δ(n) =
t(n)

2n
=

(n+ 1) · (n− 1)2 · (n− 2)2 · (n− 3) · (n− 4)

1152

є еквiвалентними нескiнченно великими величинами.
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n t(n) t∗(n) t∗∗(n)
5 15 3 3
6 175 31 22
7 1 050 150 91
8 4 410 557 314
9 14 700 1 634 879
10 41 580 4 172 2 196
11 103 950 9 450 4 890
12 235 950 19 694 10 107
13 495 495 38 115 19 415
14 975 975 69 765 35 405
15 1 821 820 121 456 61 407
16 3 248 700 203 131 102 507
17 5 569 200 327 600 164 976
18 9 224 880 512 626 257 881
19 14 825 700 780 300 392 052
20 23 197 860 1 160 084 582 502
21 35 441 175 1 687 677 846 756
22 52 997 175 2 409 225 1 208 295
23 77 729 190 3 379 530 1 694 055
24 112 015 750 4 667 681 2 339 148
25 158 858 700 6 354 348 3 183 268
26 222 007 500 8 539 212 4 277 020
27 306 101 250 11 337 086 5 676 954
28 416 830 050 14 887 382 7 453 779
29 561 117 375 19 348 875 9 685 767
30 747 325 215 24 911 587 12 469 216

Табл. 1: початковi значення величин t(n) , t∗(n) та t∗∗(n)

Нижче на рис. 7 та 8 в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi (нееквi-
валентнi вiдносно дiї циклiчної групи / «поворотiв») дiаграми з класiв ℑ5,1

1;3

та ℑ6,1
2;3 вiдповiдно.

 

   

1 2 3 

 

 Рис. 7: всi неiзоморфнi (нееквiвалентнi) дiаграми з класу ℑ5,1
1;3

Очевидно, що:
у випадку n = 5 всi вони (неiзоморфнi) є також i нееквiвалентними (вiдносно
дiї дiедральної групи);
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у випадку n = 6 з 31 неiзоморфних дiаграм пари {14; 15} , {16; 17} , {19; 20} ,
{21; 22} , {18; 23} , {24; 5} , {26; 27} , {28; 29} та {30; 31} є еквiвалентними,
а тому iснує лише 31− 9 = 22 нееквiвалентнi дiаграми з класу ℑ6,1

2;3 .
 

     

1.  2.  3.  4.  5.  

     

6.  7.  8.  9.  10.  

 

 

 

 

 

11.  
 12.  

 13.  

     

14.  15.  16.  17.  18.  

     

19.  20.  21.  22.  23.  

    

 

24.  25.  26.  27.  
 

    

 

28.  29.  30.  31.  
 

 

 Рис. 8: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑ6,1
2;3
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Висновки
Таким чином, в представленiй роботi повнiстю розв’язано задачi про пiд-

рахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,1
n−4;3 .

Крiм того, для n = 5 та n = 6 в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi
та нееквiвалентнi дiаграми з вiдповiдних класiв, а для 5 6 n 6 30 — точнi
значення числа неiзоморфних та нееквiвалентних таких дiаграм.

Цiлком природно подальшу роботу спрямувати на узагальнення одержа-
них результатiв для класу ℑn,g

k,l на випадок довiльного 1 6 l 6 n− 2 .
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Kadubovs’kyi Оleksandr А.
Donbas State Pedagogical University, Slovians’k, Ukraine.

Enumeration of 2-color chord O -diagrams of the genus one that
have three grey (or black) faces under rotation and reflection

In this paper we consider 2 -color chord O -diagrams (of order n ) with three
grey and (n− 4) black faces under the action of (i) the rotation group (cyclic of
the order n ) and of (ii) the rotation/reflection group (dihedral of the order 2n ).

For natural 5 and 6 we have illustrated all non-isomorphic and non-equivalent
of such diagrams. We have established explicit formulas for counting the number of
non-isomorphic and non-equivalent diagrams from the specified class. In addition,
for natural 5 6 n 6 30 we have also listed the exact value of the number of non-
isomorphic and non-equivalent such diagrams accordingly.

Keywords: 2 -color chord O -diagrams, genus of a diagram, faces of a di-
agram, cyclic and dihedral groups.
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