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ОЦIНКА ЗНИЗУ ГОЛОВНОГО ЧЛЕНА
АСИМПТОТИЧНОЇ РIВНОСТI ВIДХИЛЕНЬ

ОПЕРАТОРIВ ФЕЙЄРА НА КЛАСI IНТЕГРАЛIВ ПУАСОНА

Розглянутi питання наближення функцiй, якi можна подати у виглядi iнтегралiв Пуас-
сона, класичними операторами Фейєра. Отриманi оцiнки знизу значень верхнiх граней
вiдхилень операторiв Фейєра на класi iнтегралiв Пуассона для бiльш широкого спектру
параметрiв, що їх визначають.

Ключовi слова: ряди Фур’є, оператори Фейєра, асимптотичнi формули

Стаття присвячена питанням наближення перiодичних функцiй тригоно-
метричними полiномами, породжуваними лiнiйними операторами пiдсумову-
вання рядiв Фур’є. Дослiджуються питання у рамках екстремальної задача
для метода Фейєра, на класах аналiтичних перiодичних функцiй дiйсної змiн-
ної, якi можна подати у виглядi згорток.

Позначимо через L множину 2π –перiодичних функцiй, якi на промiжку
[−π;π] мають скiнчений iнтеграл Лебега. Нехай f ∈ L i

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n∑
k=0

ak cos kx+ bk sin kx

– часткова суми ряду Фур’є порядку n . Cуми Фейєра задаються спiввiдно-
шенням

σn(f, x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f, x). (1)
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Через Cq
β,∞ , ( q ∈ (0; 1), β ∈ R ) позначимо класи неперервних 2π –

перiодичних функцiй f(x) , якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)
∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
) dt,

де для функцiї φ(x) виконана така умова esssup|φ(x)| 6 1 . Функцiю f(x)
називають iнтегралом Пуаcсона функцiї φ(x) [1].

В роботi [2] показано, що має мiсце твердження.

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; q0] , q0 = 2 −
√
3 ≈ 0, 267949 . Тодi при n → ∞

виконуються рiвностi

E(Cq
0,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
0,∞

||f(x)− σn(f, x)||C =
4q

πn(1 + q2)
+O(1)

qn

n
, (2)

E(Cq
1,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
1,∞

||f(x)− σn(f, x)||C =
4q

πn(1− q2)
+O(1)

qn

n
, (3)

де величина O(1) рiвномiрно обмежена за n, q.

З цього випливає, що для β ∈ R

E(Cq
β,∞, σn) 6

4q| sin βπ
2 |

πn(1− q2)
+

4q| cos βπ
2 |

πn(1 + q2)
+O(1)

qn

n
,

Дане повiдомлення присвячене обчисленню оцiнки знизу для величин

E(Cq
β,∞, σn) ≡ sup

f∈Cq
β,∞

||f(x)− σn(f, x)||C .

Оцiнка знизу для вiдхилення сум Фейєра вiд своїх iнте-
гралiв Пуассона
Теорема 2. Нехай β ∈ R , q ∈ (0; q0] , q0 = 2 −

√
3 ≈ 0, 267949 . Тодi при

n → ∞ виконується нерiвнiсть

E(Cq
β,∞, σn) >

4q cos3 βπ
2

πn(1 + q2)
+

4q sin3 βπ
2

πn(1− q2)
+O(1)

qn

n
. (4)

де величина O(1) рiвномiрно обмежена за n, q.
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Доведення.
В [2] показано, що

E(Cq
β,∞, σn) =

sup
f∈Cq

β,∞

∥∥∥∥∥∥ q

πn

π∫
−π

f q
β(x+ t)

[(1 + q2) cos t− 2q] cos βπ
2 − [(1− q2) sin t] sin βπ

2

(1− 2q cos t+ q2)2
dt

∥∥∥∥∥∥ ,
а для

φ0(t) = sign

(
(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
− −2q

(1 + q2)2

)
=


−1, t ∈ (−π;−π/2)
1, t ∈ (−π/2;π/2)
−1, t ∈ (π/2;π).

φ1(t) = sign((1− q2) sin t) =

{
−1, t ∈ (−π; 0)
1, t ∈ (0;π).

=


−1, t ∈ (−π;−π/2)
−1, t ∈ (−π/2; 0)
1, t ∈ (0;π/2)
1, t ∈ (π/2;π),

для q ∈ (0; q0] , q0 = 2−
√
3 ≈ 0, 267949 мають мiсце рiвностi

E(Cq
1,∞, σn) =

∥∥∥∥∥∥ q

πn

π∫
−π

φ1(t)
[(1− q2) sin t]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt

∥∥∥∥∥∥ ,

E(Cq
0,∞, σn) =

∥∥∥∥∥∥ q

πn

π∫
−π

f q
β(x+ t)

(1 + q2) cos t− 2q

(1− 2q cos t+ q2)2
dt

∥∥∥∥∥∥ .
Тодi, поклавши

φ(t) = φ0(t) cos
2 βπ

2
− φ1(t) sin

2 βπ

2
=

= cos2
βπ

2


−1, t ∈ (−π;−π/2)
1, t ∈ (−π/2; 0)
1, t ∈ (0;π/2)
−1, t ∈ (π/2;π).

− sin2
βπ

2


−1, t ∈ (−π;−π/2)
−1, t ∈ (−π/2; 0)
1, t ∈ (0;π/2)
1, t ∈ (π/2;π)

=

=


− cos2 βπ

2 + sin2 βπ
2 , t ∈ (−π;−π/2)

cos2 βπ
2 + sin2 βπ

2 , t ∈ (−π/2; 0)

cos2 βπ
2 − sin2 βπ

2 t ∈ (0;π/2)

− cos2 βπ
2 − sin2 βπ

2 , t ∈ (π/2;π)
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i f q
β(x+ t) = φ(t) , отримуємо

E(Cq
β,∞, σn) >

>

∥∥∥∥∥∥ q

πn

π∫
−π

φ(t)
[(1 + q2) cos t− 2q] cos βπ

2 − [(1− q2) sin t] sin βπ
2

(1− 2q cos t+ q2)2
dt

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥q cos
3 βπ

2

πn

π∫
−π

φ0(t)
[(1 + q2) cos t− 2q]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt+

+
q sin3 βπ

2

πn

π∫
−π

φ1(t)
−[(1− q2) sin t]

(1− 2q cos t+ q2)2
dt

∥∥∥∥∥∥ .
Виконуючи обчислення, отримуємо спiввiдношення (4).
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Lower estimate of the main member of asymptotic equality of devi-
ations of operators of Fejer on the class of Poisson integrals

The questions of an approximation of functions, which can be presented in the
form of Poisson integrals, classical operators of Fejer have been considered. The
lower estimates of values of upper bounds of deviations of operators of Fejer on
the class of Poisson integrals for the wider spectrum of parameters which define
them have been received.
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