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ЗАСТОСУВАННЯ ГРУП ПIДСТАНОВОК ДЛЯ
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ НА ПЕРЕЛIК

Представленi задачi на перелiк, якi розв’язанi за допомогою груп пiдстановок. Обчислюва-
лася кiлькiсть орбiт деякої iндукованої групи пiдстановок. Число орбiт iндукованої групи
пiдстановок можна знаходити за цикловим iндексом вихiдної групи пiдстановок.
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Вступ
Задачi на перелiк виникають у рiзних роздiлах математики в зв’язку з

обчисленням кiлькостi можливих варiантiв виконання тiєї чи iншої дiї, знахо-
дженням кiлькостi об’єктiв, що мають певнi властивостi. Застосування теорiї
груп для розв’язування задач на перелiк зумовлене можливiстю знаходження
розв’язкiв без детального аналiзу даної математичної моделi. Одержанi ре-
зультати можна автоматично поширювати на цiлiй клас моделей, об’єднаних
за певною груповою ознакою. Рацiоналiзм, властивий математицi, в теорiї
груп значно пiдвищується, образно кажучи, пiдноситься до квадрату. Метод
Пойя в теорiї перелiку — це метод перелiку орбiт груп пiдстановок, який
використовує їх цикловi iндекси. Цей метод ґрунтується на досить просто-
му твердженнi про число орбiт групи пiдстановок, яке в тiй чи iншiй формi
зустрiчається в роботах О.Кошi, Г.Фробенiуса, В.Бернсайда.

Цикловий iндекс групи пiдстановок.
Нехай A – група пiдстановок з множиною об’єктiв X = {1, 2, . . . , n} .

Для кожного k = 1, 2, . . . , n через jk (α) позначимо число циклiв довжини
k у розмiщеннi пiдстановок α у добуток непересiчних циклiв. Тодi цикловий
iндекс групи A , який позначаємо Z (A) , представляє собою многочлен вiд
змiнних s1, s2, ..., sn, визначених формулою

Z (A) = |A|−1
∑
α∈A

n∑
k=1

s
jk(α)
k .

c⃝Рябухо О.М., Турка Т.В.,2018
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Таким чином, цикловий iндекс симетричної групи задається формулою

Z (Sn) =

(
1

n!

)∑
j

h (j)
∏
k=1

Sjk
k .

Нехай An – знакозмiнна група, яка складається з усiх парних пiдстановок
групи Sn . Тодi

Z (An) =
1

3
·
(
S3
1 + 2S3

)
Цикловий iндекс симетричної групи задовольняє рекурсивному спiввiд-

ношенню

Z (Sn) = n−1
n∑

k=1

SkZ (Sn−k) .

Циклiчна група степеня n , яку позначають Cn , породжена циклом
(1 2 3 . . . n) , має цикловий iндекс:

Z (Cn) = n−1
n∑

k=1

ϕ (k)S
n
k

k ,

де ϕ – функцiя Ейлера.
Цикловий iндекс дiедральної групи n− порядку Dn , породженої циклом

(1 2 3 . . . n) i вiдображенням (1n) (2 (n− 1)) (3 (n− 2)) . . . може бути вира-
жений через Z (Cn) .

Z (Dn) =
1

2
Z (Cn) +


1
2 · S1S

(n−1)
2

2 , n− не парне,
1
4 ·
(
S

n
2

2 + S2
1S

(n−2)
2

2

)
, n− парне.


Цикловий iндекс одиничної групи En , що дiє на множинi iз n об’єктiв:

Z (En) = Sn
1 .

Цикловий iндекс не визначає однозначно групу пiдстановок. A саме, двi
групи пiдстановок A i B не обов’язково iдентичнi, якщо їх цикловi iндекси
однаковi. У дiйсностi вони можуть бути навiть не iзоморфними i хоча мають
однаковий цикловий iндекс.

Означення 1. Двi групи пiдстановок комбiнаторно еквiвалентнi тодi i
тiльки тодi, коли вони мають однаковi цикловi iндекси.

Теорема 1. Цикловий iндекс добутку дорiвнює добутку циклових iндексiв
груп — спiвмножникiв.

Z (AB) = Z (A) · Z (B) .
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Група повного графу Kn з n вершинами дорiвнює Sn . Крiм того,
граф G , компонентами якого є графи Kn i Km (n ̸= m ), має групу
Γ (G) = SnSm. Отже, за теоремою 1 отримуємо

Z (Γ (G)) = Z (Sn) · Z (Sm) .

Лема Бернсайда
Нехай A – група пiдстановок з множиною об’єктiв X = {1, 2, . . . , n} .

Тодi елементи x i y iз X називаються A – еквiвалентними або подiбними,
якщо iснує пiдстановка α iз A така, що αx = y . Класичним результатом
є ствердження того, що введене вiдношення є еквiвалентнiсть. Класи еквiва-
лентностi називаються орбiтами, або системами транзитивностi групи A .

Для кожного x iз X покладемо

A (x) = {α ∈ A ∨ αx = x} .

Множина A(x) називається стабiлiзатором елемента x. Помiчаємо, якщо
елементи x i y однiй i тiй самiй орбiтi, множини A(x) i A(y) є спряженими
пiдгрупами групи A з чого випливає, що

|A(x)| = |A(y)|.

Число елементiв в орбiтi, яка має елемент y, дорiвнює iндексу стабiлiза-
тора елемента y у групi A.

Лема 1. (Бернсайда) Число N (A) орбiт групи A задається формулою

N (A) = |A|−1
∑
α∈A

j1 (α) ,

де j1 (α) – число циклiв довжини 1 у розкладеннi пiдстановки α в добуток
непересiчних циклiв, з порожнiм перетином.

Зауважимо, що число орбiт в точностi спiвпадає з числом способiв отри-
мання iз графа G рiзних не помiчених кореневих графiв. Щоб отримати усi
такi графи, треба просто обирати в якостi кореня по однiй вершинi (точцi) iз
кожної орбiти.

Наслiдок 1. (обмежена форма леми Бернсайда) Нехай треба обме-
жити дiю групи A на деяку пiдмножину Y множини X , де Y — об’єднан-
ня яких-небудь орбiт групи A . Позначимо через A

Y множину пiдстановок
визначених на Y i, якi отримуються за допомогою обмеження на пiдмно-
жину Y вiдповiдних пiдстановок групи A . Для кожної пiдстановки α з
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групи A число елементiв в Y , нерухомих вiдносно пiдстановки α , позна-
чимо через j1

(
α
Y

)
маємо

N

(
A

Y

)
= |A|−1

∑
α∈A

j1

(α
Y

)
.

Наслiдок 2. (зважена форма леми Бернсайда) Нехай R — довiльне
комутативне кiльце, яке мiстить множину всiх рацiональних чисел, i ω
— деяка функцiя, яка називається ваговою функцiєю, вiдображає множину
об’єктiв X групи A в кiльце R . Для кожної орбiти Xi позначимо її вагу
через ω (Xi) i визначимо його вiдношенням ω (Xi) = ω (x) для будь-якого
елементу x iз Xi.

Сума ваги орбiт групи A задається формулою
m∑
i=1

ω (Xi) = |A|−1
∑
α∈A

∑
x=αx

ω (x) .

Застосування теорiї груп в теорiї перелiку
Введемо поняття степеневої групи. Нехай A – група пiдстановок з мно-

жиною об’єктiв X = {1, 2, . . . , n} , i нехай B - скiнченна група пiдстановок
з злiченною множиною об’єктiв Y , яка має не менше двох елементiв. Тодi
степенева група, яку позначають BA , яка має в якостi множини об’єктiв су-
купнiсть Y X усiх функцiй, якi дiють iз X в Y . Пiдстановками групи BA

є всi впорядкованi пари пiдстановок α iз A i β iз B , якi записуються у
виглядi (α; β) . Образ довiльної функцiї f з Y X при дiї на неї пiдстановки
(α; β) задається формулою

((α; β) f) (x) = βf (αx)

при усiх x iз X .
Розглянемо тепер степеневу групу EA , яка дiє на множинi Y X . Нехай

ω:Y → {0, 1, 2, . . .} – функцiя, область значень якої є множина невiд’ємних
цiлих чисел i для якої

∣∣ω−1 (k)
∣∣ < ∞ при всiх k . Зокрема, для кожного

k = 0, 1, 2, . . .нехай
Ck =

∣∣ω−1 (k)
∣∣

буде числом «фiгур» ваги k .
Тодi про елемент y iз Y , для якого ω (y) = k, говорять що вiн має вагу

k , а функцiя ω називають ваговою функцiєю.
Ряд C (x) =

∑∞
k=0Ckx

k вiдносно змiнної x , який перелiчує елементи
множини Y у вiдповiдностi з їх вагами, називають «перелiчувальним рядом
для фiгур».
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Вага функцiї f з Y X визначається формулою

ω (f) =
∑
x∈X

ω (f (x)) .

Не важко показати, що функцiї, якi належать однiй орбiтi степеневої групи
EA , мають однакову вагу. З цього випиває, що вагою ω (F ) орбiти F групи
EA є вага будь-якої функцiї f з орбiти F . Так як

∣∣ω−1 (k)
∣∣ < ∞ для будь-

якого k = 0, 1, 2, . . . то iснує скiнченне число орбiт кожної ваги. Позначимо
через Ck число орбiт ваги k . Маємо ряд

C (x) =
∞∑
k=0

Ckx
k.

Тепер можемо сформулювати основну теорему, яка виражає ряд C (x) у
термiнах циклового iндексу Z (A) i ряд c (x) .

Позначимо Z (A, c (x)) = Z
(
A; c (x) , c

(
x2
)
, c
(
x3
)
, . . .

)
.

Теорема 2. (теорема перелiку Пойа) Ряд C (x) , який перелiчує фун-
кцiї, отримують за допомогою пiдстановки в цикловий iндекс Z (A) групи
A на мiсце кожної змiнної Sk ряду c

(
xk
)
, який перелiчує фiгури:

C (x) = Z (A, c (x)) .

Наслiдок 3. Число орбiт, якi визначаються степеневою групою EA
m , ви-

ходить в наслiдок пiдстановки числа m замiсть кожної змiнної в Z (A) :

N
(
EA

m

)
= Z (A,m) .

Нехай N – множина цiлих невiд’ємних чисел i Nn = N ∗ N ∗ . . . ∗ N

– декартового добутку n копiй множини N . Множина об’єктiв степеневої
групи EA є множина Y x i вагова функцiя ω:Y → Nn має ту властивiсть,
що для кожного z ∈ Nn виконується нерiвнiсть

∣∣ω−1 (z)
∣∣ < ∞ . Покомпонен-

тна адитивнiсть в Nn , ваги функцiй з Y X i орбiти, iндуцированi групою
EA . Коефiцiєнт при xr11 x

r2
2 . . . xrnn у ряду c (x1, x2, . . . , xn) , який перелiко-

вує фiгури, дорiвнює за означенням
∣∣ω−1 (r1, r2, . . . , rn)

∣∣ . Коефiцiєнт при
xt11 x

t2
2 . . . xtnn у рядi C (x1, x2, . . . , xn) , який перелiчує функцiї, дорiвнює чи-

слу орбiт ваги (t1, t2, . . . , tn) . Через Z (A, c (x1, x2, . . . , xn)) позначаємо ряд,
який виходить за допомогою пiдстановки замiсть кожної змiнної Sk в Z (A)
ряду c

(
xk1, x

k
2, . . . , x

k
n

)
.
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Теорема 3. Якщо c (x1, x2, . . . , xn) — перелiчувальний ряд для фiгур мно-
жини Y , то орбiти функцiй в Y X , якi визначаються степеневою
групою EA , перелiчуються у вiдповiдностi зi своїми вагами рядом
C (x1, x2, . . . , xn)

C (x1, x2, . . . , xn) = Z (A, c (x1, x2, . . . , xn)) .

Приклад 1
Знайдемо перелiчувальний ряд для намист з чотирма бусинками i трьома

допустимими кольорами. Покладемо Y = {a, b, c} i будемо розглядати до-
вiльну функцiю f з X в Y , як представлення намиста з

∣∣f−1 (a)
∣∣ червоними,∣∣f−1 (b)

∣∣ бiлими i
∣∣f−1 (c)

∣∣ блакитними бусинками. Покладемо, ω (a) = (0, 0) ,
ω (b) = (1, 0) i ω (c) = (0, 1) , то

ω (f) =
∑
x∈X

ω (f (x))

i ω (f) є упорядкованою парою в якiй перша координата дорiвнює числу
бiлих бусинок, а друга координата – числу блакитних. Число червоних бу-
синок, звiсно, дорiвнює в точностi рiзницi мiж i числом бiлих i блакитних
бусинок. Тепер у вiдповiдностi з означенням перелiчувальний ряд для фiгур
є C (x) = 1 + x1 + x2. Виходить, на основi теореми перелiчувальний ряд для
намист має вигляд:

C (x1, x2) = Z (D4, 1 + x1 + x2) .

Пiдставивши перелiчувальний ряд для фiгур в цикловий iндекс Z (D4) ,
отримуємо

C (x1, x2) = 1 + x1 + 2x21 + x31 + x41 + x2 + 2x22 + x32 + x42 + 2x1x2+

+2x21x2 + x31x2 + 2x1x
2
2 + x1x

3
2 + 2x21x

2
2.

Обчислимо суму коефiцiєнтiв многочлена C (x1, x2) . Знайдемо значення
Z (D4, 3) .

Z (D4) =
1

8

(
S4
1 + 2S2

1S2 + 3S2
2 + 2S4

)
;

Z (D4) =
1

8

(
34 + 2 · 33 + 3 · 33 + 2 · 3

)
=

84

4
= 21.

Значення Z (D4, 3) спiвпадає з сумою коефiцiєнтiв многочлена
C (x1, x2) .
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Приклад 2
Знайдемо число рiзних конфiгурацiй, якi можна отримати, розмiщуючи

«заповнений» вузол в кожну з яких-небудь чотирьох вершин куба i «по-
рожнiй» вузол в кожну iз чотирьох iнших вершин, якщо конфiгурацiї, якi
вiдрiзняються тiльки розташуванням, тобто одна виходить з iншої за допо-
могою обертань куба у просторi, не вважаються рiзними.

Цикловий iндекс групи обертiв куба, дiє на множинi S вершин куба, має
вигляд:

Z (S) =
1

24

(
s81 + 9s42 + 8s23s

2
1 + 6s24

)
.

Якщо в Z (S) замiсть кожної змiнної Sr пiдставити x2+y2 , то отримаємо
многочлен:

x8 + x7y + 3x6y2 + 3x5y3 + 7x4y4 + 3x3y5 + 3x2y6 + xy7 + y8,

в якому коефiцiєнт при xty8−t перелiчує рiзнi можливi конфiгурацiї з t ву-
злами i 8 − t вузлами. В нашому прикладi число конфiгурацiй дорiвнює
коефiцiєнту при x4y4 i дорiвнює 7 .

Сума коефiцiєнтiв в даному висловлюваннi дорiвнює 23 , що представляє
загальне число конфiгурацiй, коли число вершин обох кольорiв не фiксовано.
Це перелiчування досягається також пiдстановкою 2 замiсть кожної змiнної
Sr в Z (S) .

Z (S) =
1

24

(
28 + 9 · 24 + 8 · 24 + 6 · 22

)
=

69

3
= 23.

Аналогiчно, якщо маємо k кольорiв, то пiдставляємо число k замiсть
кожної змiнної Sr в Z (S) . Так, при 3 кольорах маємо

1

24

(
38 + 9 · 34 + 8 · 34 + 6 · 32

)
= 333

можливих конфiгурацiй.
Якщо замiсть Z (S) кожної змiнної Sr пiдставити 1

1−x2 , то отримаємо
нескiнчений ряд

1 + x+ 4x2 + 7x3 + 21x4 + 37x5 + . . . ,

в якому коефiцiєнт при xt перелiчує рiзнi конфiгурацiї, якi виникають при
розмiщеннi у вершинах куба цiлих невiд’ємних чисел з виконанням умови:
сума всiх 8 чисел завжди дорiвнює t .

Маємо наступнi чотири конфiгурацiї.
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Якщо Z (S) замiсть кожної змiнної S2k пiдставити 2 , а замiсть кожної
змiнної пiдставити S2k+1 пiдставити 0 , то будуть перелiченi конфiгурацiї, в
яких можна мiняти колiр будь-якої вершини на протилежний, шляхом пiд-
ходящого обертання куба. Знаходимо, що це число є

1

24

(
0 + 9 · 24 + 0 + 6 · 22

)
= 7,

i, насправдi, як легко побачити всi Z показаних вище конфiгурацiй мають
описанi властивостi. В iнших аналогiчних випадках вiдмiчений випадок не
завжди має мiсце. Так, для 12 вершин iкосаедра iснують 24 рiзнi конфi-
гурацiї з 6 вершинами кожного кольору i тiльки 16 з них переставляють
кольори за допомогою обертiв.

Приклад 3.
Нехай X – множина, яка складається з усiх шести граней куба, Y -

множина двох кольорiв: червоного i блакитного. Цикловий iндекс групи пiд-
становок куба дiє на множинi граней:

Z (S) =
1

24

(
S6
1 + 3S2

1S
2
2 + 6S2

1S4 + 6S3
2 + 8S2

3

)
.

Число засобiв фарбування може бути отримано шляхом пiдстановки чи-
сла 2 замiсть кожної змiнної Sr в Z (S) . Отримаємо:

Z (S) =
1

24

(
26 + 3 · 24 + 6 · 23 + 6 · 23 + 8 · 22

)
=

1

24

(
26 + 27 + 3 · 24

)
= 10.

Скiльки класiв еквiвалентностi фарбувань дає 4 червонi гранi i двi бла-
китнi?

Для цього дамо вагу x червоному i y блакитному. Пiдставимо в Z(S)
замiсть кожної змiнної Sr x2 + y2. Отримаємо:

1

24
[(x+y)6+3(x+y)2(x2+y2)2+6(x+y)2(x4+y4)4+6

(
x2 + y2

)3
+8
(
x3 + y3

)2
].

Коефiцiєнт при x4y2 дорiвнює

1

24
(15 + 9 + 6 + 18 + 0) = 2.

Насправдi, iснують рiвно два класи еквiвалентностi функцiї при яких чо-
тири гранi пофарбованi у червоний колiр i двi – у блакитний. Для повного
перелiку класiв еквiвалентностi ми легко отримуємо

x6 + x5y + 2x4y2 + 2x3y3 + 2x2y4 + xy5 + y6.
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Математика

Представленi задачi на перелiк розв’язанi за одним i тим самим мето-
дом: кожного разу ми знаходили за умовами задачi кiлькiсть орбiт деякої
iндукованої групи пiдстановок. Зауважимо, що в усiх розглянутих прикла-
дах потрiбна нам iнформацiя про групу пiдстановок мiстилася в цикловому
iндексi. При цьому можна помiтити, що в багатьох випадках шукане число
орбiт iндукованої групи пiдстановок можна було знайти формально за ци-
кловим iндексом вихiдної групи пiдстановок, пiдставляючи вiдповiднi числа
або вирази замiсть змiнних, що входять до циклового iндексу. Розглянутий
метод для кожної з розв’язаних задач формулюється й обґрунтовується за
допомогою теорiї, початок якої було покладено в 1937 р. у роботi видатно-
го математика Д. Пойа. В основi цiєї теорiї лежать розглянутi нами лема
Бернсайда i поняття iндукованої групи пiдстановок.
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Ryabukho O.M., Turka T.V.
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

Application of the groups of substances for solving the tasks of
enumeration

The tasks of enumeration are presented, which are solved using substitution
group. Calculated the number of orbits of some induced group of substitutions.
The number of orbits of the induced group of substitutions can be found by the
cyclic index of the initial group of substitutions.

Keywords: cyclic index, task of enumeration, substitution group, induced
group, orbit, weight function.
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