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АПРОКСИМАТИВНI ВЛАСТИВОСТI ПОВТОРНИХ
ОПЕРАТОРIВ ФЕЙЄРА

Розглянутi питання наближення функцiй, якi можна подати у виглядi iнтегралiв Пуассона,
4-повторними операторами Фейєра. Для верхнiх граней вiдхилень повторних операторiв
Фейєра на класi iнтегралiв Пуассона отриманi асимптотичнi формули, якi за певних умов
забезпечують розв’язок вiдповiдної задачi Колмогорова-Нiкольського.
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Нехай

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— часткова сума ряду Фур’є сумовної 2π –перiодичної функцiї f ∈ L . Суми
Валле Пуссена функцiї f ∈ L задаються спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

У випадку p = n такий оператор називають методом Фейєра. Нехай p1 ,
p2 , p3 , p4 — довiльнi натуральнi числа такi, що p1 + p2 + p3 + p4 = n + 3 .
Тригонометричнi полiноми, якi задаються наступним спiввiдношенням

σ
(4)
n,p(f ; x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

1

p3

m∑
j=m−p3+1

1

p4

j∑
r=j−p4+1

Sr(f ; x). (1)

будемо називати 4-повторними сумами Фейєра функцiї f ∈ L . У випадку
p4 = 1 суми σ

(4)
n,p(f ;x) спiвпадають з потрiйними сумами Фейєра σ

(3,−2)
n,p , якi

вивчалися у роботi [1] та iнших. У випадку p3 = 1 потрiйнi оператори Фейєра
спiвпадають з подвiйними σ

(2,0)
n,p , якi вивчалися у роботi [2] та iнших.

c⃝Бодра В.I., Стьопкiн А.В., Сипчук Є.Ю., Литвиненко О.В., Волiк С.В., 2017

24



Бодра В.I., Стьопкiн А.В. та iн. Апроксимативнi властивостi операторiв Фейєра

Наслiдуючи О.I. Степанця [3], позначимо через S0
M множину функцiй

iстотно обмежених i таких, що мають нульове середнє значення на перiодi, а
через Cq

β,∞ – класи неперервних 2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна
подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

в якiй P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt + βπ
2 ) – ядро Пуассона, а функцiя φ ∈ S0

M нази-

вається (β, q)−похiдною функцiї f(x) i позначається φ(z) ≡ f qβ(x) .
Питанням наближення класiв Cq

β,∞ лiнiйними методами присвячено ряд
робiт спецiалiстiв з теорiї функцiй. З бiблiографiєю до цих питань можна
ознайомитися у роботах [3]-[4]

В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiд-
хилень тригонометричних полiномiв σ

(4)
n,p на класах Cq

β,∞ для β = 1

E(Cq
1,∞, σ

(4)
n,p) ≡ sup

f∈Cq1,∞
||f(x)− σ

(4)
n,p(f, x)||C .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1/4) , Σp ≡
4∑
j=1

pj = n + 3, тодi для n → ∞ ,

pi → ∞ , i = 1, 2, 3, 4 має мiсце асимптотична формула

E(Cq
1,∞, σ

(4)
n,p) =

q[4 + 3q2 − q4]

π
∏4

i=1 pi(1− q2)4
+
O(1)

∑4
i=1 q

pi∏4
i=1 pi

, (2)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена за n , q .

Доведення. Позначивши

ξα(t; q) = (−1)(4−|α|)
5∑
j=0

(−1)jCj
5q
n−Σαp+4+j sin(n− Σα

p + 4− j)t,

де Σα
p ≡

∑
j∈α

pj, |α| – кiлькiсть елементiв множини α ⊂ 4 ≡ {1, 2, 3, 4} ,

Ck
n = n!

k!(n−k)! – коефiцiєнти бiномiального розвинення, i наслiдуючи [5], мо-
жемо записати

δ
(4)
n,p(f ; x) ≡ f(x)− σ(4)n (f, x) =

1

π

π∫
−π

f qβ(x+ t)
−Z10

q (t)∏4
i=1 pi

∑
α⊂4

ξα(t; q)dt =

Випуск №7, 2017 25



Математика

=
1

π

π∫
−π

f qβ(x+ t)
−Z10

q (t)∏4
i=1 pi

ξ4(t; q)dt+O(1)
1

π

π∫
−π

f qβ(x+ t)
Z10
q (t)∏4
i=1 pi

∑
α⊂4,α ̸=4

ξα(t; q)dt,

де
Zq(x) =

1√
1− 2q cosx+ q2

.

Тодi, оскiльки для f ∈ S0
M виконується esssup|f(x)| 6 1 , то

E(Cq
1,∞;σ

(4)
n,p) 6

π∫
−π

∣∣Z10
q (t)ξ4(t; q)

∣∣
π
∏4

i=1 pi
dt+

O(1)∏4
i=1 pi

∑
α⊂4,α ̸=4

π∫
−π

∣∣Z10
q (t)ξα(t; q)

∣∣ dt.
Вiдшукаємо функцiю φ(t) ∈ S0

M , для якої

sup
f∈Cq1,∞

∥∥∥∥∥1π
π∫

−π

f q1 (x+ t)
−Z10

q (t)∏4
i=1 pi

ξ4(t; q)dt

∥∥∥∥∥
C

=
1

π
∏4

i=1 pi

π∫
−π

φ(t)Z10
q (t)ξ4(t; q)dt.

Для цього вивчимо функцiю ξ4 . Виконавши елементарнi перетворення, маємо

ξ4(t, q) =
Z10
q (t)∏4
i=1 pi

(q sin t− 10q3 sin t+ 10q4 sin 2t− 5q5 sin 3t+ q6 sin 4t) =

=
Z10
q (t)∏4
i=1 pi

ζ(cos t, q) sin t,

де
ζ(z, q) ≡ [1− 10q2 + 5q4] + [20q3 − 4q5]z − 20q4z2 + 8q5z3.

Вiдшукаємо нулi функцiї ζ(z, q) . Оскiльки

256ζ(z, 1/4) = 101 + 79z − 20z2 + 2z3 = (z + 1)(2z2 − 22z + 101),

то z = −1 єдиний дiйсний корiнь рiвняння ζ(z, 1/4) = 0 .
Оскiльки для всiх q ∈ (0; 1/4) виконується ν ′z(z; q) > 0 , то за теоремою

про неявну функцiю для z ∈ [−1; 1] на промiжку q ∈ (0; 1/4] спiввiдношення

ν(z; q) = [1− 10q2 + 5q4] + [20q3 − 4q5]z − 20q4z2 + 8q5z3 = 0

задає функцiю z(q) неявним чином. Оскiльки на промiжку q ∈ (0; 1/4]
виконується z′(q) > 0 , то на цьому промiжку функцiя z(q) зростає i до-
сягає значення z(1/4) = −1 . А це у свою чергу означає, що для будь-якого
q ∈ (0; 1/4) функцiя ζ(cos t, q) зберiгає знак i виконується умова

|ζ(cos t, q)| = ζ(cos t, q); q ∈ (0; 1/4); t ∈ (−π; π).

26 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Бодра В.I., Стьопкiн А.В. та iн. Апроксимативнi властивостi операторiв Фейєра

Це означає, що для q ∈ (0; 1/4); t ∈ (0;π) функцiя ξ4(t; q) є додатною, а для
q ∈ (0; 1/4); t ∈ (−π; 0) вона є вiд’ємною. Отже для функцiї

φ(t) = signξ4(t; q) =

{
1, t ∈ (0;π);
−1, t ∈ (−π; 0)

виконується φ(t) ∈ S0
M i

sup
f∈Cq1,∞

∥∥∥∥∥1π
π∫

−π

f q1 (x+ t)
−Z10

q (t)∏4
i=1 pi

ξ4(t; q)dt

∥∥∥∥∥
C

=
1

π
∏4

i=1 pi

π∫
−π

φ(t)Z10
q (t)ξ4(t; q)dt =

= q2J2(t) + q2[2− 3q2]J3(t) + 3q2(1− q2)2J4(t)− (1− q2)4J5(t), (3)

де

Jk(t) =

∫
dz

(1− 2qz + q2)k
.

Виконуючи обчислення

J2(t)

∣∣∣∣∣
π

0

=
−2

(1− q2)2
; J3(t)

∣∣∣∣∣
π

0

=
−2− 2q2

(1− q2)4
; J4(t)

∣∣∣∣∣
π

0

=
−2− 20

3 q
2 − 2q4

(1− q2)6
;

J5(t)

∣∣∣∣∣
π

0

=
−2− 27

2 q
2 − 27

2 q
4 − 2q6

(1− q2)8
,

на пiдставi (3), маємо

J(t)

∣∣∣∣∣
π

0

=
q[4 + 3q2 − q4]

π
∏4

i=1 pi(1− q2)4
.

Таким чином

E(Cq
1,∞;σ

(4)
n,p) =

q[4 + 3q2 − q4]

π
∏4

i=1 pi(1− q2)4
+O(1)

∑
α⊂4,α ̸=4

|ξα(t; q)|

π
∏4

i=1 pi

π∫
−π

Z10
q (t)dt. (4)

Оскiльки, для α ⊂ 4, α ̸= 4

|ξα(t; q)| = qn−Σαp+4|
5∑
j=0

(−1)jCj
5q
j sin(n− Σα

p + 4− j)t| = O(1)qn−Σαp ,

тож ∑
α⊂4,α ̸=4

|ξα(t; q)| = O(1)
∑

α⊂4,α ̸=4

qn−Σαp = O(1)
4∑
i=1

qpi. (5)
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Оскiльки, (1 − 2q cos t + q2) > (1 − 2q + q2) = (1 − q)2 , то для q ∈ (0; 1/4)
маємо

π∫
−π

dt

(1− 2q cos t+ q2)5
6

π∫
−π

dt

(1− q)10
6 2π

(3/4)10
= O(1). (6)

Пiдставивши оцiнки (5), (6) в спiввiдношення (4), отримуємо асимптотичну
формулу (2). Теорема доведена.
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Approximation properties of the repeat Fejer’s operators.
Kyiv National University of Technologies and Design, Kyiv, Ukraine,
Donbas State Teachers’ Training University, Slovijans’k, Ukraine.

Bodra V., Stepkin A., Sypchuk Ye., Lytvynenko O., Volik S.
Questions of approximations of functions, which can be set in the form of Poi-

sson integrals, by 4-repeated Fejer operators are considered. Asymptotic formulas
for upper bounds of inflexions of repeated Fejer operators on the class of Poisson
integrals are obtained. These formulas provide the solution of a corresponding
Kolmogorov-Nikol’skiy problem in certain conditions.

Keywords: Fourier series, repeated sums of Fejer, asymptotic formula.
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