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Стаття присвячена опису створеного програмного забезпечення знаходження локально-
оптимального розмiщення опуклих многокутникiв у прямокутнiй областi.
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Вступ
Унiверсальний конструктивний математичний апарат, що дозволяє буду-

вати аналiтичний опис умов взаємного розташування об’єктiв з урахуванням
технологiчних обмежень, був розроблений у роботах наукової школи, очолю-
ваної Ю.Г. Стояном (м. Харкiв).

На основi апарату, пов’язаного з використанням функцiй щiльного роз-
мiщення, було здiйснено розробку автоматичної системи розв’язання задач
розмiщення досить великого набору геометричних об’єктiв. Отримуванi ре-
зультати давали добрi наближення до локального мiнiмуму [2,3].

Надалi теорiя отримала свiй розвиток на тлi поняття Ф-функцiя, яке фор-
малiзує геометричнi вiдносини неперетину геометричних об’єктiв i є якiсною
мiрою виконання цих вiдносин [4].
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Основна частина.
Постановка задачi.
Задача. Задано прямокутник S зi змiнними шириною L i висотою

H , а також опуклi многокутники Pi , i = 1 . . . 8 . Необхiдно розмiстити цi
многокутники у прямокутнику S так, щоб вони не перетиналися, а площа
прямокутника досягала мiнiмуму.

З кожним многокутником, який розмiщуємо у прямокутнику S , зв’яжемо
власну систему координат. Центри цих систем називаються полюсами мно-
гокутника. Координати полюсiв будемо задавати вiдносно нерухомої системи
координат прямокутника S .

 

Положення многокутника Pi на площинi однозначно визначається ко-
ординатами xi, yi його полюса у загальнiй системi координат i кутом його
повороту θi , i ∈ {1, 2, ..., n} вiдносно цiєї системи координат. Величини
ui = (xi, yi, θi) називаються параметрами розмiщення многокутника Pi ,
i ∈ {1, 2, ..., n} .

Для розв’язання цiєї задачi перш за все були описанi умови неперетину
многокутникiв i їх знаходження у прямокутнику S .

В математицi iснує поняття, яке дозволяє описати умови неперетину гео-
метричних фiгур (об’єктiв), введене членом-кореспондентом НАН України
Ю.Г. Стояном.

Означення 1. Будь-яка неперервна всюди визначена функцiя Φi,j(ui, uj)
називається Φ -функцiєю об’єктiв Ti i Tj , якщо виконуються наступнi
властивостi:

Φi,j(ui, uj) > 0 , якщо Ti ∩ Tj = ∅ ;
Φi,j(ui, uj) = 0 , якщо int Ti ∩ int Tj = ∅ , fr Ti ∩ fr Tj ̸= ∅ ;
Φi,j(ui, uj) < 0 , якщо int Ti ∩ int Tj ̸= ∅ .
Φ -функцiя двох об’єктiв служить для визначення мiри перетину цих об’-

єктiв. Нами в якостi таких об’єктiв розглядаються опуклi многокутники, а в
якостi аргументiв функцiї – параметри їх розмiщення.
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Φ -функцiя приймає нульове значення, якщо об’єкти лише дотикаються,
значення менше нуля — якщо перетинаються, i значення бiльше нуля — якщо
розглянутi об’єкти не мають спiльних точок.

Запишемо математичну модель розв’язання поставленої задачi, як задачi
нелiнiйного програмування:

minF (x), x ∈ D,

X = (x1, y1, θ1, x2, y2, θ2, ..., x8, y8, θ8, L,H) ∈ D ⊂ R26,

де
F (X) = L ·H ,
D =

{
X ∈ R26|Φi,j(xi, yi, θi, xj, yj, θj) > 0, i < j 6 8,

Φi(xi, yi, θi, L,H) > 0, i 6 8} .
Функцiєю мети поставленої задачi є площа прямокутника S , а область

допустимих розв’язкiв задається Φ -функцiями Φ1,Φ2,Φ3 .
Для автоматизацiї процесу розв’язування задачi нами написана комп’ю-

терна програма опис якої представлений нижче.

1. Характеристика програмного забезпечення.
Програма написана на мовi програмування C#.
Коло задач, що розв’язуються: задачi знаходження локально опти-

мального розмiщення опуклих многокутникiв у прямокутнiй областi.

Iнтерфейс програми складає:

— панель iнструментiв (рис. 1) (доступ до основних команд);

Рис. 1: Меню

— вiкно створення опуклих многокутникiв (CreateArea) (рис. 2)

— вiкно тимчасової бiблiотеки (pending) (рис. 3), де зберiгаються створенi
фiгури, якi, за бажанням, можна перенести до бiблiотеки;
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Рис. 2: Create Area

 
 

Рис. 3: Pending

— вiкно бiблiотеки (library) (рис. 4), де зберiгаються створенi фiгури;

 
 Рис. 4: Бiблiотека

— робоча область (рис. 5) (безпосереднє створення задачi шляхом розмiще-
ння обраних многокутникiв на площинi);
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Рис. 5: Робоча область

— вiкно збережених задач (Saved Problems) (рис. 6) надає можливiсть пере-
глянути всю iнформацiю щодо збережених задач.

 
 

Рис. 6: Архiв збережених задач

Режими роботи:

— створення фiгур (рис. 7) — на робочому полi обираємо вкладку
«CreateArea», потiм за допомогою мишi розмiщуємо потрiбну кiлькiсть
точок на площинi — це будуть вершини многокутника. Далi натискаємо

для його побудови. У випадку, якщо точки розставленi так, що мно-
гокутник не опуклий програма будує опуклу оболонку, iгноруючи зайвi
точки. Для того, щоб додати отриману фiгуру до промiжної бiблiоте-
ки, достатньо натиснути (для того, щоб додати фiгуру до бiблiотеки,
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необхiдно перейти до промiжної, вiдкривши вкладку «Pending» та пiд
фiгурою натиснути «Addtolib»);

 
 

Рис. 7: Створення многокутникiв

— розв’язання задачi — обравши вкладку «Problem», на областi, що з’яви-
лась, можна розмiщувати фiгури з бiблiотеки у якiй заздалегiдь на-
копичуються многокутники необхiднi для розв’язання задачi. Розмiри
фiгур та робочої площi регулюються колесом мишi. За допомогою
можна включати/вiдключати повороти многокутникiв. Розмiри фiгур
та робочої площi регулюються колесом мишi. Для безпосереднього вирi-
шення задачi необхiдно натиснути . Отримуємо результат розмiщення
(рис. 8).

 
 

Рис. 8: Розв’язок задачi
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— виведення результатiв (рис. 9) — виводиться таблиця координат фiгур у
нерухомiй системi координат та кути їх повороту:

 
 

Рис. 9: Данi локально оптимального розмiщення многокутникiв

— в той же час, з архiву виводяться зображення збережених задач автома-
тично впорядкованих по площi S (рис. 10):

 
 

Рис. 10: Результати розмiщення
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Система команд (Рис. 11):

— створення нової задачi (1) ;
— запуск програми (2) ;
— збереження задачi (3) ;
— увiмкнення/вимкнення повороту (4) ;
— змiна кольору робочого поля (5) ;
— побудова фiгури (6) ;
— занесення фiгури до бiблiотеки (7) ;
— видалення створеної фiгури (8) ;
— видалення фiгури з бiблiотеки (9) ;
— змiна кольору фiгури (10) ;
— змiна розмiру фiгури (за допомогою колiщатка мишi);
— порiвняння результатiв декiлькох вирiшених задач (11) ;;
— завантаження збереженої задачi (12) ;
— перегляд додаткової iнформацiї щодо збереженої задачi (13) ;
— видалення збереженої задачi (14) .

 
 

Рис. 11: Засоби керування програмою
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2. Приклади розв’язання задач.
Розглянемо декiлька прикладiв розв’язування задач за допомогою розро-

бленої програми.
В якостi вихiдних даних вiзьмемо значення, наведенi в таблицi 1, якi вiд-

повiдають розмiщенню многокутникiв на рисунку 12.

Таблиця 1

 
 

 
 

Рис. 12: Початкове розмiщення

В результатi розв’язання задачi отримуємо точку локального мiнiмуму
X∗ таку, що

min F (X∗) = 45929.4884.
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У точцi X∗ лiнiйнi розмiри прямокутника L = 385.5024 i H = 119.1419 ,
а вiдповiдне розмiщення наведено на рис. 13.

 
 

Рис. 13:

Точцi локального мiнiмуму вiдповiдають наступнi данi розмiщення мно-
гокутникiв (таб. 2):

Таблиця 2.

 
 

Наведемо розв’язання цiєї задачi без поворотiв (рис. 14), тобто зафiксуємо
θi = 0 , тому розмiрнiсть простору розв’язкiв зменшується на n .

В результатi розв’язання задачi отримуємо точку локального мiнiмуму
X∗ таку, що

min F (X∗) = 56357.28085944.
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0 52.0132 -22.02542 1.120231 (50.22;00.51], [0;50.40]І, {22.02;29.19}, (49.05;14.53]~,
(91.0;32.2], [90;05.42}

9 20 5.22-44 -20.24390 0.00043052 (0;52.92]_. [12.51_:20.31]І, {02.55;23.31}, (90;52.09},
(42.9 5;20.09]

12 3.4325 044204 -0.20990 59 (20.2;03.52]І, |[33.94;0}, [29.3;20.40]І, |[00.20;90]І

129.0119 2.202090 -0.3132912 (0;52.01]_. [30.30;24.13]І, {20.14;22.43}, (90;40.03},
(02.11;21.43], [32.30;22.52]

202.01-44 10.05024 -0.025005~44 (50.22;00.51], [0;50.40]|, {22.02;29.19}, (49.05;1453]~,
(91.0;32.2]_, [90;05.42}

329.1102 -2.529029 0.3 054492 (0;04.54]_, [0-429;-0.40), [90;91.54}
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У точцi X∗ лiнiйнi розмiри прямокутника L = 364.3014 , H = 154.6996 .

 
 

Рис. 14:

Точцi локального мiнiмуму вiдповiдають наступнi данi розмiщення мно-
гокутникiв (таб. 3):

Таблиця 3.

 
 

Бачимо, що для однiєї i тiєї ж початкової точки, при розв’язаннi задачi
з поворотами отримуємо мiнiмум функцiї значно менший, нiж без поворотiв.
Рiзниця в даному випадку становить 18.5%.

Зрозумiло, що отриманий результат в розглянутiй задачi залежить вiд
початкової точки. Спробуємо, змiнюючи цю точку, досягти ще меншого зна-
чення площi прямокутника. Проведемо декiлька експериментiв. Результати
розмiщень будемо подавати у виглядi рисункiв «Початкове розмiщення» i
«Розв’язок задачi».
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Ф ј 

ППМДІІЧ І. = 3043014, Н = 1540090, - = 50352.2000504-4

І 'Іґ'
29 02291 40.24052

д.п9|е "2егІісеѕ

{0;51.2 51, [20.09;22.01]І_. ~[90;31.10)_. [00.50_:22.39]І

90 50002 -22.42500 {0;52.01], [30.30;24.13]|_. {20.14„:22.43]І, (90_:40.03]І, {02.11;21.43},
{32.30;22.52]

-3.242200 {13.94;22.42], [0;43.20]І_. {23.30_:0.04]_. [29.12_:3.25}, [90;41.40},
{00.31;90.25]

200 3014 -23.31004 {0;52.92], [12.51;20.31]І„. ~[02.55_:23.31}, (90_:52.09]І, {42.95;20.09}

201 42 55 52.14013 {0;0454], [04.29;0.40}, (90;91.54}

140 0050 50.099 59 {20.2_:03.52], {33.94;0}, [29.3„:20.40]1, І[00.20;90]І

124 4104 -3.25292 {50.22;00.51], [0;50.40]І_. {22.02„:29.19]І, (49.05;1453}, [91.0;32.2]
{90„:05.42]1

09.23239 {50.22;00.51], [0;50.40]І_. ~[22.02_:29.19]І, {49.05;1453}, [91.0;32.2]
{90„:05.42]1
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Задача 1.

  

Початкове розміщення Розв’язок задачі 

 
Рис. 15: до задачi 1

Розмiри прямокутника:

L = 395.9682, H = 118.5562, S = 46944.4851.

Задача 2.

  

Початкове розміщення Розв’язок задачі 

 
Рис. 16: до задачi 2

Розмiри прямокутника:

L = 364.6317, H = 120.309, S = 43868.4475.
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Задача 3.

  

Початкове розміщення Розв’язок задачі 

 

Рис. 17: до задачi 3

Розмiри прямокутника:

L = 411.4672, H = 101.868, S = 41915.3407.

Задача 4.

  

Початкове розміщення Розв’язок задачі 

 Рис. 18: до задачi 4

Розмiри прямокутника:

L = 232.3503, H = 168.3939, S = 39126.373183.
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Iнформатика та методика її викладання

Задача 5.

  

Початкове розміщення Розв’язок задачі 

 

Розмiри прямокутника L = 266.4012 , H = 148.6465 , S = 39599.606

Найкращi данi отриманi при розв’язаннi задачi 4. Саме тут отримано
мiнiмальне значення функцiї цiлi: S = 39126.373183 . На рисунках наведено
вiдповiдне розмiщення многокутникiв на початку i в кiнцi розв’язку задачi,
а у таблицi 4 — числовi данi цього розмiщення

Таблиця 4. 
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К Ч'

99 202 50 -31.42953 0 9290501 (50 22 00 51], (0 50.40) (22 02 29 19), (49 05 14 53),
(91 0 32 2), (90 05 42)

01 02000 30.10010

135 0033 25.02009

-9 00021 92.10923

109 3429 00.92504

52 0132 -22.02542 1 120231 (50 22 00 51) (0 50 40) (22 02 29 19), (49 05 14 53),
(91 0 32 2), (90 05 42)-

110 012 -10.09255 -0 1230003 (0,51 25), (20 09 22 01) (90,31 10) (00 50 22 39)

дп9|є- )2егІ:н:е-5

204 0121 53.13132 0 5020029 (20 2 03 52), (33 94,0) (29 3 20 40), (00 20 90)

-0 00004029 (0,04 54), (04 29 0 40), (90 91 54)

-1 005091 (0,52 92), (12 51 20 31) (02 55 23 31), (90 52 09),
(42 95 20 09]

-0 200909 (13 94 22 .42] (0 43 20), (23 30 0 04) (29 12 3 25]-, (90,41 40),
(00 31 90 25]

0 2120132 (0,52 01), (30 30 24 13), (20 14 22 43), (90 40 03),
(02 11 21.43), (32 30 22 52)
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Зрозумiло, що можуть знайтись розмiщення ще з меншою площею S , але
для цього знадобиться провести бiльшу кiлькiсть експериментiв.

Висновки
Створене програмне забезпечення може бути використане як в подальших

теоретичних дослiдженнях, так i в якостi оптимiзацiйного засобу в задачах
моделювання розкрою листового матерiалу у рiзних сферах дiяльностi лю-
дини.
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To the question about the application of algorithmic approach while
solving of shot-rational inequalities with the method of intervals

The article describes software that has been developed for solving a placement
problem of convex polygons in a rectangular domain.

Keywords: software, placement problem, Φ -function, mathematical model,
local minima.
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