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CИСТЕМАТИЗАЦIЯ ТА УЗАГАЛЬНЕННЯ
ФАКТIВ ГЕОМЕТРIЇ ПАРАЛЕЛОГРАМIВ

В статтi висвiтлюється авторський досвiд щодо одного з можливих пiдходiв до системати-
зацiї та узагальнення фактiв геометрiї паралелограмiв. Шляхом укрупнення дидактичних
одиниць та розширення кола основних лiнiйних елементiв паралелограма викладено низку
як добре, так i мало вiдомих метричних спiввiдношень у паралелограмi, властивостей-
тверджень, зокрема афiнних, ознак рiвностi та подiбностi та ознак паралелограма тощо.
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Вступ
Добре вiдомо (напр., [10]), що цiлiсна теорiя паралелограмiв була розроб-

лена ще наприкiнцi середнiх вiкiв але з’явилась у пiдручниках лише у XVII ст.
Слiд вiдзначити, що з викладом «паралелограмiв» у вiтчизнянiй навчальнiй
лiтературi пов’язанi iмена професора математики Харкiвського унiверсите-
ту Тимофiя Федоровича Осиповського («Курс математики. Ч. 2. Геометрия,
прямолинейная и сферическая тригонометрия и введение в криволинейную
геометрию», 1820 р.) та його учня — одного з найвидатнiших математикiв
ХIХ столiття, українського вченого, академiка Михайла Васильовича Остро-
градського («РУКОВОДСТВО НАЧАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРIЙ», 1855 р.).

Змiстова лiнiя «Чотирикутники» є невiд’ємною складовою сучасного
шкiльного курсу геометрiї. Традицiйно, тема «паралелограми» є своєрiдним
«мiстком» мiж геометрiєю трикутникiв та окремими видами чотирикутни-
кiв. Її вивчення пропонується бiльшiстю з дiючих пiдручникiв за хроноло-
гiєю «визначення – основнi властивостi – ознаки – додатковi властивостi-
твердження»; рiдше супроводжується найпростiшими «задачами на побудо-
ву» та ще рiдше — вiдповiдними задачами з «елементiв векторної алгебри»
[1, 2, 10, 15, 20, 21].

Серед посiбникiв, присвячених дидактичному забезпеченню вивчення те-
ми «паралелограми», хочемо видiлити посiбники [13], [15], [19] i [4].

c⃝Кадубовська В.М., Кадубовський О.А., 2017

136



Кадубовська В.М., Кадубовський О.А. Систематизацiя фактiв геометрiї паралелограмiв

Серед навчальних посiбникiв з елементарної геометрiї, в яких наведено
яскравi геометричнi факти (зокрема про паралелограм), що не ввiйшли до
шкiльних пiдручникiв, маємо своїм приємним обов’язком видiлити посiбники
I.А. Кушнiра [11, 12], В.Ф. Бутузова [3], Р.К. Гордiна [5] та двотомне видан-
ня Я.П. Понарiна [16]. Серед збiрникiв задач, якi мiстять доволi широке коло
задач (на паралелограми) рiзного рiвня складностi, зокрема теоретичного ха-
рактеру, — чудовi збiрники В.В. Прасолова [17], I.Ф. Шаригiна [22], загально
вiдомий збiрник задач за редакцiєю М.I. Сканавi [18] та збiрники [7], [23].

Загально визнано, що одним iз основних завдань в будь-якiй сферi люд-
ської дiяльностi, зокрема математицi та дидактицi математики, є системати-
зацiя та узагальнення накопиченого досвiду. I хоча зазначенi вище навчальнi
посiбники i збiрники задач (в певному розумiннi) «цiлком закривають» тему
задачникiв з планiметрiї, проте якiсний аналiз змiсту запропонованих в них
задач саме «на паралелограми» дозволяє констатувати наступне:

— до «основних» елементiв паралелограма переважно вiдносять сторони,
дiагоналi, висоти, бiсектриси кутiв, перпендикуляри, опущенi з вершин на
дiагоналi, рiдше – середнi лiнiї й «медiани» (вiдрiзки, що сполучають верши-
ну паралелограма iз серединою несумiжної сторони) та кути мiж ними;

— вiдомостi про паралелограми, за винятком тих, якi викладено у пiдру-
чниках, та найбiльш типових задач i класичних результатiв, що не ввiйшли до
пiдручникiв, суттєво рiзняться за обсягами та носять доволi розрiзнений
характер в залежностi вiд способу їх класифiкацiї й уподобань авторiв;

— цiлу низку задач на обчислення (наведених у представленiй статтi в
загальному виглядi), або взагалi не пропонують, або ж (незначну їх частину)
пропонують в якостi задач виключно з числовими даними;

— накопилася значна кiлькiсть задач зi спiльними вихiдними даними /
умовою але рiзними вимогами / завданнями, якi носять змiстовно (та, як
з’ясувалося, «по-джерельно») вiдокремлений характер.

Крiм того, бiльшiсть запропонованих у шкiльних пiдручниках задач на
обчислення «пропедевтично заточенi» саме пiд окремi види паралелогамiв.
Можливо тому поза увагою залишаються яскравi факти «власної метричної
теорiї» паралелограмiв. Але ж, як зазначається в [6], «Навчальнi задачi є
ефективним засобом реалiзацiї i формою втiлення змiсту навчання. Викла-
дач повинен постiйно вирiшувати проблему вiдбору навчальних задач, щоб
забезпечити системне засвоєння змiсту навчальної дисциплiни. Тому, необ-
хiдною є вдала i обґрунтована систематизацiя задач. Проблемою в цьому
випадку є вибiр засад для такої систематизацiї».
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Пропонований у данiй статi пiдхiд до систематизацiї та узагальне-
ння фактiв геометрiї паралелограмiв орiєнтований саме на структурно-
компонентний склад задачi та змiст i структуру дослiджуваного матерiалу.

Питанням систематизацiї та узагальнення фактiв з окремих тем курсу
планiметрiї, в тому числi й властивостей основних геометричних фiгур та
їх елементiв, присвячена велика кiлькiсть навчально-методичних посiбни-
кiв i статей. Проте, як зазначає Г.П. Бевз (маючи на увазi книжки Д.Д.
Єфрємова 1 , О.С. Смогоржевського 2 та С.I. Зетеля 3 ), «... книжки, в яких
усi такi теми висвiтлюються в певнiй системi i повно, давно стали бiблiогра-
фiчною рiдкiстю». Дану статтю слiд вважати продовженням циклу статей
спiвавтора [9] i [10], а її основним завданням — привернення уваги майбутнiх i
молодих вчителiв математики до наведеного матерiалу та спроба продовжити
«традицiю», закладену ще за часiв Д.Д. Єфрємова, О.С. Смогоржевського
та С.I. Зетеля, «естафету» якої не менш яскраво перейняли сучасники
Шаригiн I.Ф. 4 ; Кушнiр I.А. 4 , Мякiшев О.Г. 6 , Бевз Г.П. 7 , Юзбашев А.В. 8 ,
Понарiн Я.П. 9 , Смiрнова I.М., Смiрнов В.О. 10 , Акопян А. 11 та багато iн-
ших фахiвцiв в галузi елементарної геометрiї.

З урахуванням зазначеного, метою статтi є:
з одного боку — звести в цiлiсну систему, як найвiдомiшi й найважливiшi
факти iз «сучасної» геометрiї паралелограмiв, так i маловiдомi проте яскравi
властивостi паралелограма, якi (на превеликий жаль) залишаються поза ува-
гою не лише пiдручникiв, а й перевидань загально визнаних збiрникiв задач
рiзного рiвня складностi, в тому числi олiмпiадних;
з iншого боку — надати вчителям можливiсть вибору задач цiкавого, саме
теоретичного змiсту/характеру, зокрема задач рiзного рiвня складностi.

Звiсно ж, що бiльшiсть iз наведених далi властивостей давно є вiдомими
й досконало вивченi, викладенi в багатьох виданнях, починаючи вiд шкiль-
них пiдручникiв та закiнчуючи олiмпiадними збiрниками задач. Проте деякi
властивостi-твердження та цiла низка метричних спiввiдношень паралелогра-
ма виявленi авторами та наведенi вперше.

1 «Новая геометрия треугольника», 1903
2 «Елементи геометрiї трикутника», 1939
3 «Новая геометрия треугольника», 1962
4 Страница Игоря Федоровича Шарыгина — http://eek.diary.ru/p148941323.htm
5 «Трикутник i тетраедр у задачах», 1991; «Повернення втраченої геометрi», 2000; «Триумф школь-

ной геометрии», 2005; «Геометрiя трапецiї в задачах», 2009; «Емоцiї рiзницевого трикутника», 2016
6 «Элементы геометрии треугольника», 2000
7 «Геометрiя чотирикутника», 2003; «Геометрiя кiл», 2004; «Геометрiя трикутника», 2005
8 «Свойства геометрических фигур — ключ к решению любых задач по планиметрии», 2005
9 «Элементарная геометрия. Том 3. Треугольники и тетраэдры», 2006
10 «50 задач о равенстве треугольников», 2007
11 «Геометрия в картинках», 2011
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Маючи на метi саме цiлiсний виклад матерiалу, який (на нашу думку)
допоможе при комплекснiй пiдготовцi випускникiв до ДПА та ЗНО, в першiй
та частково другiй частинi статтi авторами цiлком свiдомо наведено «за-
гальновiдомий теоретичний мiнiмум», засвоєння та розумiння сутi якого є
необхiдною складовою при формуваннi вiдповiдних компетентностей.

1. Основнi поняття та загальнi вiдомостi
Означення 1. Чотирикутник називають опуклим, якщо вiн лежить в
однiй пiвплощинi вiдносно кожної прямої, яка мiстить його сторону.
Означення 2. Вiдрiзки (а також прямi), що сполучають середини проти-
лежних сторiн чотирикутника, називають його середнiми лiнiями.
Означення 3. Центром симетрiї фiгури F називають таку точку O ,
центральна симетрiя вiдносно якої вiдображає цю фiгуру на себе.

Означення 4. Паралелограмом називають чотирикутник, у якого проти-
лежнi сторони паралельнi.
Означення 5. Ромбом називають паралелограм, у якого всi сторони рiвнi.

Прямокутником називають паралелограм, у якого всi кути прямi.
Квадратом називають прямокутник, у якого всi сторони рiвнi; або ж

ромб, у якого всi кути прямi.
Означення 6. Висотою паралелограма називають спiльний перпендикуляр
до прямих, якi мiстять протилежнi сторони паралелограма (iнколи висо-
тою паралелограма називають також i довжину перпендикуляра).
Зауваження 1. Паралелограм є опуклим чотирикутником. I тому вiн має
всi властивостi опуклого чотирикутника. Зокрема: кожна дiагональ по-
дiляє його на трикутники, дiагоналi перетинаються в точцi, яка є внутрi-
шньою вiдносно паралелограма, а сума всiх його кутiв становить 3600 .

? Чи можуть усi кути паралелограма бути: гострими, тупими, прямими,
негострими, нетупими? (Вiдповiдь: нi; нi; так; так; так.)

Добре вiдомо, що
Твердження 1. Середнi лiнiї опуклого чотирикутника (зокрема паралело-
грама) перпендикулярнi тодi i лише тодi, коли його дiагоналi є рiвними.
Твердження 2. Навколо паралелограма можна описати коло тодi i лише
тодi, коли вiн є прямокутником (зокрема квадратом).
Твердження 3. В паралелограм можна вписати коло тодi i лише тодi,
коли вiн є ромбом (зокрема квадратом).

Твердження 4. З усiх (опуклих) чотирикутникiв з даними дiагоналями
d1, d2 та кутом φ мiж ними найменший периметр має паралелограм.
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Зауваження 2. Заради визначеностi в подальшому вершини паралелогра-
ма завжди будемо iменувати лiтерами A,B,C,D за годинниковою стрiл-
кою та вважати, що AD = a > b = AB (AD – «нижня основа»),
∠DAB = α – нетупий кут мiж його сторонами («паралелограм не нахиле-
но лiворуч»), O – точка перетину дiагоналей AC i BD , d1, d2 – довжини
дiагоналей, причому d1 > d2 , а φ – нетупий кут мiж ними — рис. 1.
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Рис. 1:

2. Основна частина
2.1. «Найпростiшi» властивостi паралелограма

У паралелограма ...
1) сума кутiв, прилеглих до кожної зi сторiн, становить 1800 ;

(a) бiсектриси внутрiшнiх (зовнiшнiх) кутiв, прилеглих до певної сторони,
перетинаються пiд прямим кутом;

(b) кут мiж висотами, опущеними з вершини тупого кута, дорiвнює го-
строму куту мiж його сторонами;

(c) кут мiж висотами, опущеними з вершини гострого кута, дорiвнює ту-
пому куту мiж його сторонами;

2) кожна дiагональ утворює з протилежними (паралельними) сторонами двi
пари рiвних («внутрiшнiх рiзностороннiх») кутiв;
(a) протилежнi кути рiвнi;
(b) бiсектриси протилежних кутiв паралельнi або належать однiй прямiй;

3) висоти, опущенi на паралельнi сторони (або ж їх продовження) рiвнi;
4) сума вiдстаней вiд будь-якої точки всерединi паралелограма до його сторiн

є величиною сталою (та дорiвнює сумi довжин його висот);
5) бiсектриса внутрiшнього кута вiдтинає вiд нього рiвнобедрений трикутник;
6) довжина кожної з дiагоналей менша за суму довжин його непаралельних

сторiн та бiльша за модуль рiзницi довжин зазначених сторiн.

? Чи можуть два даних гострих кути бути кутами паралелограма?
(Вiдповiдь: якщо рiвнi — так; якщо нерiвнi — нi, не можуть.)
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2.2. «Основнi» властивостi паралелограма
У паралелограма ...

1) кожна з дiагоналей дiлить його на два рiвнi трикутники;
(a) протилежнi сторони рiвнi;

i. середня лiнiя паралельна та рiвна довжинi вiдповiдних сторiн;
ii. кожна середня лiнiя дiлить його на два рiвних паралелограма;

(b) висоти, опущенi з протилежних вершин на дiагональ, є рiвними;
2) вiдрiзки дiагоналей (на якi вони дiляться точкою їх перетину) разом з його

сторонами утворюють двi пари рiвних трикутникiв;
(a) дiагоналi точкою перетину дiляться навпiл;

i. кожна середня лiнiя проходить через точку перетину дiагоналей;
ii. будь-який вiдрiзок, який проходить через точку перетину дiагона-

лей i кiнцi якого належать паралельним його сторонам, дiлиться
цiєю точкою навпiл;
тобто, точка перетину дiагоналей є центром його симетрiї;

iii. точки перетину бiсектрис кутiв мiж дiагоналями зi сторонами па-
ралелограма є вершинами ромба.

3) точка перетину бiсектрис внутрiшнiх (зовнiшнiх) кутiв, прилеглих до пев-
ної сторони, належить прямiй, що мiстить вiдповiдну середню лiнiю;
(a) бiсектриси внутрiшнiх кутiв, прилеглих до меншої сторони, точкою

перетину дiляться навпiл;
4) вiдрiзки, якi сполучають певну вершину iз серединами несумiжних сторiн,

дiлять вiдповiдну дiагональ на три вiдрiзки однакової довжини;

Також добре вiдомим є наступне твердження

Твердження 5. Нехай вершини паралелограма A1B1C1D1 належать сто-
ронам паралелограма ABCD (точка A1 належить сторонi AB , B1 —
сторонi BC , C1 — сторонi CD , D1 — сторонi DA ). Тодi центри симе-
трiї (точки перетину їх дiагоналей) обох паралелограмiв спiвпадають.

? Скiльки на площинi iснує паралелограмiв з вершинами в трьох даних
точках, якi не належать однiй прямiй? (Вiдповiдь: три.)

? Чи однозначно визначається паралелограм своїм центром симетрiї та
двома своїми вершинами? (Вiдповiдь: якщо вершини симетричнi вiдносно
центра — нi; якщо сусiднi — так.)

? Чи визначається паралелограм своїми: сторонами; кутами; дiагоналя-
ми; стороною, кутом i дiагоналлю?
(Вiдповiдь: нi; нi; нi; так, причому в залежностi вiд спiввiдношень, в яких пе-
ребувають величини даних елементiв: два, один або жодного паралелограма.)
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2.3. «Розташуваня» основ висот та бiсектрис паралелограма
1) Нехай ∠A – гострий кут паралелограма ABCD , A , A – основи висот

опущених з вершини гострого кута A на прямi, що мiстять бiльшу (BC )
та вiдповiдно меншу (CD ) сторони паралелограма — рис. 2 a) ; B , B –
основи висот опущених з вершини тупого кута B на прямi, що мiстять
бiльшу (AD ) та вiдповiдно меншу (CD ) сторони паралелограма — рис. 2
c)–d) . Тодi мають мiсце твердження:

(a) A завжди належить продовженню сторони CB (за точку B );
(b) A завжди належить продовженню сторони CD (за точку D );
(c) B завжди належить сторонi AD (B ∈ [AD] );
(d) B належить сторонi CD тодi i лише тодi, коли ∠ABD = ∠CDB є

гострим (або, що теж саме, тодi i лише тодi, коли a · cosα < b < a );
(e) B спiвпадає з вершиною D тодi i лише тодi, коли ∠ABD = ∠CDB

є прямим (або, що теж саме, тодi i лише тодi, коли a · cosα = b < a );
(f) B належить продовженню сторони CD (за точку D ) тодi i лише

тодi, коли ∠ABD = ∠CDB є тупим (або, що теж саме, тодi i лише
тодi, коли b < a · cosα < a ). 
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Рис. 2:

? Чи iснує такий паралелограм, що основи всiх його висот належать сто-
ронам (спiвпадають з його вершинами)? (Вiдповiдь: так.)
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2) Нехай ∠A – гострий кут паралелограма ABCD , A′ , B′ , C ′ , D′ – основи
бiсектрис кутiв A , B , C i D вiдповiдно, AD = a > b = AB . Тодi мають
мiсце твердження:

(a) якщо a = b , то A′ ≡ C , C ′ ≡ A , B′ ≡ D , D′ ≡ B (i навпаки);
(b) якщо a > b , то A′ ∈ [BC] , B′ ∈ [AD] (i навпаки);

а «точка перетину бiсектрис внутрiшнiх кутiв при меншiй сторонi зав-
жди є внутрiшньою вiдносно паралелогрма»;

(c) якщо b < a < 2b , то A′ ∈ [BC] , D′ ∈ [BC] , причому саме точка D′

«лежить» мiж точками B та A′ (i навпаки);
а «точка Q перетину бiсектрис внутрiшнiх кутiв при бiльшiй сторонi
є внутрiшньою вiдносно паралелогрма»;

(d) якщо a = 2b , то A′ ≡ D′ ≡ Q ∈ [BC] (i навпаки);
а «точка Q перетину бiсектрис внутрiшнiх кутiв при бiльшiй сторонi
спiвпадає iз серединою протилежної сторони паралелогрма»;

(e) якщо a > 2b , то A′ ∈ [BC] , D′ ∈ [BC] , причому саме точка A′

«лежить» мiж точками B та D′ (i навпаки);
а «точка Q перетину бiсектрис внутрiшнiх кутiв при бiльшiй сторонi
є зовнiшньою вiдносно паралелогрма». 
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Рис. 3:

? Чи iснує такий паралелограм, що всi точки попарних перетинiв бiсек-
трис його внутрiшнiх кутiв лежать зовнi паралелограма? (Вiдповiдь: нi.)
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2.4. Навколо «середнiх лiнiй» та «медiан» паралелограма 
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Рис. 4:

Нехай A0 , B0 , C0 i D0 — середини сторiн AB , BC , CD i DA (вiдпо-
вiдно) паралелограма ABCD — рис. 4. Тодi:

1) чотирикутник A0B0C0D0 є паралелограмом:

(a) PA0B0C0D0
= AC +BD ; (b) 2SA0B0C0D0

= SABCD .

2) двi «чудовi» точки на дiагоналi AC :
(a) прямi BC0 i BD0 дiлять дiагональ AC на три рiвнi частини;
(b) прямi DA0 i DB0 дiлять дiагональ AC на три рiвнi частини;
(c) прямi BD0 i DB0 дiлять дiагональ AC на три рiвнi частини;
(d) точки A2 = BD0 ∩ A0D i C2 = BC0 ∩ DB0 належать дiагоналi AC

та дiлять її на три рiвнi частини;

3) двi «чудовi» точки на дiагоналi BD :
точки B2 = AB0 ∩ A0C i D2 = CD0 ∩ C0A належать дiагоналi BD та
дiлять її на три рiвнi частини;

4) три «чудовi» точки на середнiй лiнiї A0C0 :
точки A1 = AB0 ∩ BD0 , O = AC ∩ BD i C1 = B0D ∩ CD0 належать
середнiй лiнiї A0C0 та дiлять її на чотири рiвнi частини;

5) три «чудовi» точки на середнiй лiнiї B0D0 :
точки B1 = A0C ∩ BC0 , O = AC ∩ BD i D1 = C0A ∩ DA0 належать
середнiй лiнiї B0D0 та дiлять її на чотири рiвнi частини;

6) точки перетину «медiан» – 1-2:
(a) точки A1 , B1 , C1 i D1 є серединами «медiан» AB0, BD0 ; BC0, CA0 ;

CD0, DB0 i DA0, AC0 вiдповiдно;
(b) точки A2 , B2 , C2 i D2 дiлять кожну з вiдповiдних медiан (BD0

i DA0 ; AB0 i CA0 ; BC0 i DB0 ; CD0 i AC0 ) у вiдношеннi 2 : 1
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(рухаючись вiд вершини паралелограма), тобто:
BA2 : A2D0 = 2 : 1 , DA2 : A2A0 = 2 : 1 i т.д.

7) точки перетину «медiан» – 3-4:
(a) AA3 : A3B0 = BB3 : B3C0 = CC3 : C3C0 = DD3 : D3A0 = 4 : 1 ;
(b) AA4 : A4C0 = BB4 : B4D0 = CC4 : C4A0 = DD4 : D4B0 = 4 : 1 ;
(c) AD3 : D3B0 = BA3 : A3C0 = CB3 : B3D0 = DC3 : C3A0 = 2 : 3 ;
(d) AB4 : B4C0 = BC4 : C4D0 = CD4 : D4A0 = DA4 : A4B0 = 2 : 3 ;

8) Теорема [чудова властивiсть «медiан» паралелограма] На кожнiй з 8-ми
медiан паралелограма розташовано 4 точки її перетину з 4-ма iншими
медiанами. Кожна iз 8-ми зазначених четвiрок точок дiлить вiдповiдну
медiану, рухаючись вiд вершини паралелограма, у вiдношеннi

12 : 3 : 5 : 4 : 6 .
Наприклад: AD3 : D3A1 : A1B2 : B2A3 : A3B0 = 12 : 3 : 5 : 4 : 6 i т.д.

9) Чотирикутники AB0CD0 , BB0DD0 , AA0CC0 , BC0DA0 та A1B0C1D0 ,
B1C0D1A0 є паралелограмами:
(a) SAB0CD0

= SBB0DD0
= SAA0CC0

= SBC0DA0
= 1

2SABCD ;
(b) SA1B0C1D0

= SB1C0D1A0
= 1

4SABCD .
10) Чотирикутники A1B1C1D1 , A2B2C2D2 є паралелограмами:

(a) 2PA1B1C1D1
= AC +BD ,

(b) 8SA1B1C1D1
= SABCD ;

(c) 3PA2B2C2D2
= PABCD ,

(d) 9SA2B2C2D2
= SABCD .

11) Чотирикутники A3B3C3D3 , A4B4C4D4 є паралелограмами:
(a) 5SA3B3C3D3

= SABCD ; (b) 5SA4B4C4D4
= SABCD .

12) Чотирикутники D3C4B3A4 , B4A3D4C3 є паралелограмами:
(a) PD3C4B3A4

= 3
5AD + 1

5AB ,
(b) SD3C4B3A4

= 3
25SABCD ;

(c) PB4A3D4C3
= 1

5AD + 3
5AB ,

(d) SB4A3D4C3
= 3

25SABCD ;

13) Чот-ки AD3B3C3 , BA3C3D3 , CB3D3A3 i DC3A3B3 є паралелограмами:
(a) SAD3B3C3

= SBA3C3D3
= SCB3D3A3

= SDC3A3B3
= 1

5SABCD .
14) Чот-ки AC4D4B4 , BD4A4C4 , CA4B4D4 i DB4C4A4 є паралелограмами:

(a) SAC4D4B4
= SBD4A4C4

= SCA4B4D4
= SDB4C4A4

= 1
5SABCD .

15) Якщо S – площа паралелограма, то площа трикутника, вершинами якого
є одна з вершин паралелограма та ...
(a) середини двох несумiжних iз нею сторiн, становить 3

8S ;
(b) середини двох сумiжних iз нею сторiн, становить 1

8S ;
(c) середини двох послiдовних за нею сторiн, становить 1

8S ;
(d) середини двох паралельних сторiн, становить 1

4S ;
16) 6 · SA1B2B1C2C1D2D1A2

= SABCD .
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2.5. Ознаки рiвностi паралелограмiв
? Чи можуть два нерiвних паралелограма мати по рiвнiй сторонi й по

рiвнiй дiагоналi? (Вiдповiдь: так, можуть.)

Теореми-ознаки рiвностi паралелограмiв (та тi, що до них зводяться).
Якщо виконується одна з наступних умов

1) двi сторони та кут мiж ними одного паралелограма дорiвнюють двом
сторонам та куту мiж ними iншого паралелограма;

(a) середнi лiнiї та кут мiж ними одного паралелограма дорiвнюють
середнiм лiнiям та куту мiж ними iншого паралелограма;

(b) сторона, нерiвна їй середня лiнiя та кут мiж ними одного парале-
лограма дорiвнюють сторонi, нерiвнiй їй середнiй лiнiї та куту мiж
ними iншого паралелограма;

2) двi сторони та кут мiж дiагоналями одного паралелограма дорiвню-
ють двом сторонам та куту мiж дiагоналями iншого паралелограма;

3) двi дiагоналi та кут мiж сторонами одного паралелограма дорiвню-
ють двом дiагоналям та куту мiж сторонами iншого паралелограма;

4) дiагоналi та кут мiж ними одного паралелограма дорiвнюють дiаго-
налям та куту мiж ними iншого паралелограма;

5) сторона, дiагональ та кут мiж ними одного паралелограма дорiвню-
ють сторонi, дiагоналi та куту мiж ними iншого паралелограма;

6) сторона та двi дiагоналi одного паралелограма дорiвнюють сторонi
та двом дiагоналям iншого паралелограма;

7) непаралельнi сторони та дiагональ одного паралелограма дорiвню-
ють непаралельним сторонам та дiагоналi iншого паралелограма;

(a) середнi лiнiї та дiагональ одного паралелограма дорiвнюють сере-
днiм лiнiям та дiагоналi iншого паралелограма;

(b) дiагональ та два кути, якi вона утворює з непаралельними сторона-
ми одного паралелограма дорiвнюють дiагоналi та двом кутам, якi
вона утворює з непаралельними сторонами iншого паралелограма;

8) лiнiйний елемент, кут мiж дiагоналями та кут мiж сторонами
одного паралелограма дорiвнюють вiдповiдному лiнiйному елементу,
куту мiж дiагоналями та куту мiж сторонами iншого паралелограма;

то такi паралелограми є рiвними.
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2.6. Ознаки подiбностi паралелограмiв
? Чи можуть два неподiбних паралелограма мати вiдповiдно паралельнi

сторони? (Вiдповiдь: так, можуть.)

Теореми-ознаки подiбностi паралелограмiв (тi, що до них зводяться).
Якщо виконується одна з наступних умов

1) два кути, якi бiльша (менша) дiагональ утворює з непаралельними сто-
ронами одного паралелограма, вiдповiдно дорiвнюють двом кутам, якi
бiльша (менша) дiагональ утворює з непаралельними сторонами iншого
паралелограма;

2) двi (непаралельнi) сторони одного паралелограма вiдповiдно пропорцiй-
нi двом (непаралельним) сторонам iншого паралелограма i кути мiж
цими сторонами рiвнi мiж собою;

3) двi дiагоналi одного паралелограма вiдповiдно пропорцiйнi двом дiаго-
налями iншого паралелограма i кути мiж цими дiагоналями рiвнi;

4) бiльша (менша) сторона та бiльша (менша) дiагональ вiдповiдно про-
порцiйнi бiльшiй (меншiй) сторонi та бiльшiй (меншiй) дiагоналi iншого
паралелограма i кути мiж ними рiвнi мiж собою;

5) двi (непаралельнi) сторони та дiагональ одного паралелограма вiдпо-
вiдно пропорцiйнi двом (непаралельним) сторонам та дiагоналi iншого
паралелограма;

6) нетупий кут мiж сторонами та нетупий кут мiж дiагоналями одного
паралелограма вiдповiдно дорiвнюють нетупому куту мiж сторонами та
нетупому куту мiж дiагоналями iншого паралелограма;

то такi паралелограми є подiбними.

2.7. Паралелограм: задачi на обчислення.
Перелiк умовних позначень:

a i b – довжини сторiн паралелограма, причому a > b ;
α – нетупий, а β – негострий кут мiж його сторонами;
d1, d2 – довжини дiагоналей (d1 > d2 ), а φ – нетупий кут мiж ними;
ha, hb – довжини висот, проведених до сторiн a i b вiдповiдно;
h1, h2 – довжини перпендикулярiв, опущених iз вершин паралелограма

на дiагоналi d1 i d2 вiдповiдно;
la, lb – довжини бiсектрис нетупого та негострого кутiв вiдповiдно;
ma,m

′
a – довжини («медiан») вiдрiзкiв, що сполучають середину бiльшої

сторони з вершинами нетупого та негострого кутiв вiдповiдно;
mb,m

′
b – довжини («медiан») вiдрiзкiв, що сполучають середину меншої

сторони з вершинами нетупого та негострого кутiв вiдповiдно;
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α1, α2 – кути, якi утворює бiльша дiагональ з бiльшою та меншою сторо-
нами паралелограма вiдповiдно; β1, β2 – кути, якi утворює менша дiагональ
з бiльшою та меншою сторонами паралелограма вiдповiдно;

P , S – периметр та площа паралелограма вiдповiдно.

2.7.1. «Основнi метричнi спiввiдношення» в паралелограмi

1) hb = a sinα , ha = b sinα , звiдки: ha : hb = b : a ;

(a) sin2 α =
hahb
ab

, звiдки: ab > hahb, cos2 α =
ab− hahb

ab
;

2) h1 =
1
2d2 sinφ , h2 = 1

2d1 sinφ , звiдки: h1 : h2 = d2 : d1 ;

(a) sin2 φ =
4h1h2
d1d2

, звiдки: d1d2 > 4h1h2, cos2 φ =
d1d2 − 4h1h2

d1d2
;

3) la = 2b cos α2 , lb = 2b sin α
2 , звiдки:

l2a − l2b = 4b2 cosα , l2a + l2b = 4b2 , la · lb = 2b2 sinα , ctgα =
l2a − l2b
2lalb

.

4) кути, що утворенi дiагоналями зi сторонами паралелограма:

(a) ha = d1 sinα1 , hb = d1 sinα2 , звiдки: ha : hb = sinα1 : sinα2 ;

(b)
a

sinα2
=

b

sinα1
=

d1
sinα

,
a

sin β2
=

b

sin β1
=

d2
sinα

;

(c) cosα1 =
a+b cosα

d1
, cosα2 =

b+a cosα
d1

, cos β1 =
a−b cosα

d2
, cos β2 =

b−a cosα
d2

;

(d) ctgα1 =
a+ b cosα

b sinα
, ctgα2 =

b+ a cosα

a sinα
;

ctg β1 =
a− b cosα

b sinα
, ctg β2 =

b− a cosα

a sinα
.

5) S =
1

2
d1d2 sinφ ; S = a · ha = b · hb ; S = d1 · h1 = d2 · h2 ;

(a) S = ab sinα ;

(b) S =
d21 sinα1 sinα2

sin(α1 + α2)
;

(c) S =
√
abhahb ;

(d) S =
ha · hb
sinα

;

(e) S =
√
d1d2h1h2 ;

(f) S =
2h1 · h2
sinφ

;

(g) sinα · sinφ =
2hahb
d1d2

=
2h1h2
ab

,
sinα

sinφ
=
d1d2
2ab

=
hahb
2h1h2

;

«навколо теореми косинусiв»:
6) d21 = a2 + b2 + 2ab cosα, d22 = a2 + b2 − 2ab cosα :

(a) d21 + d22 = 2
(
a2 + b2

)
— «рiвнiсть паралелограма»;

(b) «проти бiльшого кута лежить бiльша дiагональ i навпаки»;
(c) «проти меншого кута лежить менша дiагональ i навпаки»;
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(d) «до нерiвностей паралелограма»:√
a2 + b2 6 d1 < a+ b, a− b < d2 6

√
a2 + b2 ;

(e) d21 − d22 = 4ab cosα :
i. «до нерiвностей паралелограма»:

4ab > d21 − d22 , cosα > d21 − d22
d21 + d22

, ctg α
2 =

la
lb

> d1
d2

;

ii. d1 = d2 ⇔ α = 900 ,
iii. d21 − d22 = 2ab⇔ α = 600 ,
iv. d21 − d22 = 2ab

√
2 ⇔ α = 450 ,

v. d21 − d22 = 2ab
√
3 ⇔ α = 300 ,

vi.
(
d21 − d22

)
· sinα = 4S · cosα ,

vii. a
(
l2a − l2b

)
= b

(
d21 − d22

)
,

viii. sinα = 1
4ab

√
16a2b2 − (d21 − d22)

2 , S = 1
4

√
16a2b2 − (d21 − d22)

2 ;

(f) d21d
2
2 =

(
a2 + b2

)2 − 4a2b2 cos2 α =

=
(
a2 − b2

)2
+ 4abhahb =

(
a2 − b2

)2
+ 4S2 :

i. d1 · d2 = a2 + b2 ⇔ α = 900 ;
ii. d21 · d22 = a4 + b4 ⇔ α = 450 ;

iii. d21 ·d22 = a4+b4+a2b2 ⇔ α = 600 ;
iv. d21 ·d22 = a4+b4−a2b2 ⇔ α = 300 ;

7) a2 =
1

4
d21 +

1

4
d22 +

1

2
d1d2 cosφ, b2 =

1

4
d21 +

1

4
d22 −

1

2
d1d2 cosφ ;

(a) «до нерiвностей паралелограма»:
1

2

√
d21 + d22 6 a <

1

2
(d1 + d2),

1

2
(d1 − d2) < b 6 1

2

√
d21 + d22 ;

(b) a2 − b2 = d1d2 cosφ :

i. «до нерiвностей паралелограма»:

d1d2 > a2 − b2 , cosφ > a2 − b2

a2 + b2
, ctg φ

2 > a

b
;

ii. a = b⇔ φ = 900 ,

iii. a2 − b2 = 1
2d1d2 ⇔ φ = 600 ,

iv. a2 − b2 =
√
2
2 d1d2 ⇔ φ = 450 ,

v. a2 − b2 =
√
3
2 d1d2 ⇔ φ = 300 ,

vi. a2 − b2 = 2S · ctgφ ,

vii. sinφ = 1
d1d2

√
d21d

2
2 − (a2 − b2)2 , S = 1

2

√
d21d

2
2 − (a2 − b2)2 ;

(c) 16a2b2 =
(
d21 + d22

)2 − 4d21d
2
2 cos

2 φ =

=
(
d21 − d22

)2
+ 16d1d2h1h2 =

(
d21 − d22

)2
+ 16S2 :

i. 4ab = d21 + d22 ⇔ a = b⇔ φ = 900 ,
ii. 16a2b2 = d41 + d42 + d21d

2
2 ⇔ φ = 600 ,

iii. 16a2b2 = d41 + d42 − d21d
2
2 ⇔ φ = 300 ,

iv. 16a2b2 = d41 + d42 ⇔ φ = 450 ,
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«навколо рiвностi паралелограма»:

8) 2

(
1

h2a
+

1

h2b

)
=

1

h21
+

1

h22
;

9) 4m2
a = 2(b2 + d21)− a2 , 4m′2

a = 2(b2 + d22)− a2 ;
4m2

b = 2(a2 + d21)− b2 , 4m′2
b = 2(a2 + d22)− b2 ;

(a) 2(m2
a −m′2

a ) = d21 − d22 = 4ab cosα , звiдки ma > m′
a ;

(b) 2(m2
b −m′2

b ) = d21 − d22 = 4ab cosα , звiдки mb > m′
b ;

(c) m2
a +m′2

b = m2
b +m′2

a ;
(d) 2(m2

a +m′2
a ) = 4b2 + a2 , 2(m2

b +m′2
b ) = 4a2 + b2 ;

(e) m2
a +m′2

a +m2
b +m′2

b = 5
2(a

2 + b2) = 5
4(d

2
1 + d22) ,

m2
a +m′2

b = m2
b +m′2

a = 5
4(a

2 + b2) = 5
8(d

2
1 + d22) ;

(f) 4(m2
b −m2

a) = 3(a2 − b2) = 3d1d2 cosφ , звiдки mb > ma ;
(g) 4(m′2

b −m′2
a ) = 3(a2 − b2) = 3d1d2 cosφ , звiдки m′

b > m′
a ;

10) «навколо формули Герона»:
(a) 4S2 =

[
(a+ b)2 − d2i

] [
d2i − (a− b)2

]
=

=
[
2ab+

(
a2 + b2 − d2i

)] [
2ab−

(
a2 + b2 − d2i

)]
=

= 4a2b2 −
(
a2 + b2 − d2i

)2
= 4a2b2 − 1

4

(
d21 − d22

)2
= d21d

2
2 −

(
a2 − b2

)2 ;
(b) 16S2 =

[
(d1 + d2)

2 − 4a2
] [
4a2 − (d1 − d2)

2
]
=

=
[
2d1d2 −

(
4a2 − d21 − d22

)] [
2d1d2 +

(
4a2 − d21 − d22

)]
=

= 4d21d
2
2 −

(
4a2 − d21 − d22

)2
= 4d21d

2
2 −

(
d21 + d22 − 4b2

)2
=

= 4d21d
2
2 − 4

(
a2 − b2

)2
= 16a2b2 − (d21 − d22)

2 .
11) «додатковi формули для знаходження площi паралелограма»:

(a) якщо m — добуток довжин непаралельних сторiн, n — добуток дов-
жин двох непаралельних висот паралелограма (m > n ), то

S =
√
mn .

(b) якщо m — добуток довжин дiагоналей, а n — добуток довжин двох
непаралельних перпендикулярiв, опущених на дiагоналi (m > 4n ), то

S =
√
mn .

(c) якщо a ̸= b⇔ φ < 900 , то S = 1
2

(
a2 − b2

)
tgφ =

2h2ah
2
b

h2b − h2a
ctgφ ;

(d) якщо d1 ̸= d2 ⇔ α < 900 , то S = 1
4

(
d21 − d22

)
tgα =

4h21h
2
2

h22 − h21
ctgα ;

(e) S = Phahb
2(ha+hb)

, S = 1
8

√
(P 2 − 4d21) (P

2 − 4d22) ;

(f) S =
d21

ctgα2 + ctgα1
=

d21hahb

ha
√
d21 − h2b + hb

√
d21 − h2a

;
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12) «навколо тригонометричних тотожностей»:

(a)
hahb
ab

+

(
a2 + b2

)2 − d21d
2
2

4a2b2
= 1 ;

4h1h2
d1d2

+

(
d21 + d22

)2 − 16a2b2

4d21d
2
2

= 1 ;

(b) sin(α∓ φ) =
S

2abd1d2
·
(
2(a2 − b2)∓ (d21 − d22)

)
;

i. якщо α+ φ = 900 , то S =
2abd1d2

2(a2 − b2) + (d21 − d22)
;

ii. якщо α = φ , то d21 − d22 = 2a2 − 2b2 ⇔ d1 = a
√
2 ⇔ d2 = b

√
2 ;

(c) cos(α∓ φ) =
(a2 − b2)(d21 − d22)± 8abhahb

4abd1d2
=

(a2 − b2)(d21 − d22)± 8S2

4abd1d2
;

i. якщо α+ φ = 900 , то 8S2 = (d21 − d22)(a
2 − b2) ;

ii. якщо α = φ , то 8S2 = 4abd1d2−(d21−d22)(a2−b2) = 12a2b2−2(a4+b4) ;
13) «навколо рiвностi кутiв мiж сторонами та дiагоналями»:

(a) Якщо d1 = a
√
2 ⇔ d2 = b

√
2 ⇔ d21 − d22 = 2a2 − 2b2 , то:

cosα =
d21 − d22
4ab

=
a2 − b2

2ab
, cosφ =

a2 − b2

d1d2
=
a2 − b2

2ab
, звiдки α = φ .

(b) Якщо α — гострий кут паралелограма, а φ — гострий кут мiж його
дiагоналями, то має мiсце рiвнiсть

ctgφ
(
d21 − d22

)
= ctgα

(
2a2 − 2b2

)
:

i. якщо ж α = φ , то d21 − d22 = 2a2 − 2b2 ⇔ d1 = a
√
2 ⇔ d2 = b

√
2 ;

(c) Якщо довжини дiагоналей пропорцiйнi довжинам непаралельних сто-
рiн, то кути мiж сторонами та дiагоналями рiвнi (α = φ ).

14) якщо у паралелограма одна з дiагоналей перпендикулярна до
його сторони, то мають мiсце рiвностi:
(a) φ = 900 − α2 ;
(b) hb = d2 ;
(c) h2 = b ;
(d) aha = b · d2 ;

(e) a2 = b2 + d22 ;
(f) 4b2 = d21 − d22 ;
(g) 4a2 = d21 + 3d22 ;
(h) S = 1

2d2
√
d21 − d22 ;

(i) S = b
√
a2 − b2 ;

(j) cosα = b
a ;

(k) cos β1 =
d2
a ;

(l) cosφ = sinα2 =
d2
d1

;

15) залежнiсть мiж сторонами a > b та нетупими кутами φ, α :
b

a
= sinα(

√
1 + ctg2 α+ ctg2 φ− ctgφ) ,

a

b
= sinα(

√
1 + ctg2 α + ctg2 φ+ ctgφ) ;

16) залежнiсть мiж дiагоналями d1 > d2 та нетупими кутами φ, α :
d2
d1

= sinφ(
√

1 + ctg2 α+ ctg2 φ− ctgα) ,

d1
d2

= sinφ(
√

1 + ctg2 α+ ctg2 φ+ ctgα) .
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2.7.3. «Зведенi таблицi»
для величин основних елементiв паралелограма

за вiдомими a, b, α (a > b) :
1) P = 2(a+ b) ;
2) S = ab sinα ;

3) ha = b sinα , hb = a sinα ;
4) la = 2b cos α2 , lb = 2b sin α

2 ;

5) d1 =
√
a2 + b2 + 2ab cosα , d2 =

√
a2 + b2 − 2ab cosα ;

6) h1 =
ab sinα√

a2 + b2 + 2ab cosα
, h2 =

ab sinα√
a2 + b2 − 2ab cosα

;

7) cosφ =
a2 − b2√

a4 + b4 − 2a2b2 cos 2α
, sinφ =

2ab sinα√
a4 + b4 − 2a2b2 cos 2α

;

8) ma =
1
2

√
4b2 + a2 + 4ab cosα , m′

a =
1
2

√
4b2 + a2 − 4ab cosα ;

9) mb =
1
2

√
4a2 + b2 + 4ab cosα , m′

b =
1
2

√
4a2 + b2 − 4ab cosα ;

10) cosα1 =
a+ b cosα√

a2 + b2 + 2ab cosα
, cosα2 =

b+ a cosα√
a2 + b2 + 2ab cosα

;

11) cos β1 =
a− b cosα√

a2 + b2 − 2ab cosα
, cos β2 =

b− a cosα√
a2 + b2 − 2ab cosα

;

за вiдомими d1, d2, φ (d1 > d2) :

1) S = 1
2d1d2 sinφ ; 2) h1 =

d2
2 sinφ , h2 = d1

2 sinφ ;

3) a = 1
2

√
d21 + d22 + 2d1d2 cosφ , b = 1

2

√
d21 + d22 − 2d1d2 cosφ ;

4) P =
√
d21 + d22 + 2d1d2 cosφ+

√
d21 + d22 − 2d1d2 cosφ ;

5) ha =
d1d2 sinφ√

d21 + d22 + 2d1d2 cosφ
, hb =

d1d2 sinφ√
d21 + d22 − 2d1d2 cosφ

;

6) cosα1 =
d1 + d2 cosφ√

d21 + d22 + 2d1d2 cosφ
, cosα2 =

d1 − d2 cosφ√
d21 + d22 − 2d1d2 cosφ

;

7) cos β1 =
d2 + d1 cosφ√

d21 + d22 + 2d1d2 cosφ
, cos β2 =

d2 − d1 cosφ√
d21 + d22 − 2d1d2 cosφ

;

8) cosα =
d21 − d22√

(d21 + d22)
2 − 4d21d

2
2 cos

2 φ
, sinα =

2d1d2 sinφ√
(d21 + d22)

2 − 4d21d
2
2 cos

2 φ
;

9) ma =
1
4

√
9d21 + d22 − 6d1d2 cosφ , m′

a =
1
4

√
9d22 + d21 − 6d1d2 cosφ ;

10) mb =
1
4

√
9d21 + d22 + 6d1d2 cosφ , m′

b =
1
4

√
9d22 + d21 + 6d1d2 cosφ ;

11) l2a = 2b2+
2b2(d21 − d22)√

(d21 + d22)
2 − 4d21d

2
2 cos

2 φ
, l2b = 2b2− 2b2(d21 − d22)√

(d21 + d22)
2 − 4d21d

2
2 cos

2 φ
;

152 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кадубовська В.М., Кадубовський О.А. Систематизацiя фактiв геометрiї паралелограмiв

за вiдомими a, b, d1 (a > b) :
1) P = 2(a+ b) ; 2) d2 =

√
2(a2 + b2)− d21 ;

3) S = 1
2

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2 ;
4) ha =

1
2a

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2 , hb =
1
2b

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2 ;

5) h1 =

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2

2d1
, h2 =

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2

2
√

2(a2 + b2)− d21
;

6) cosα = 1
2ab(d

2
1 − a2 − b2) , sinα = 1

2ab

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2 ;

7) cosφ =
a2 − b2

d1
√
2(a2 + b2)− d21

, sinφ =

√
4a2b2 − (a2 + b2 − d21)

2

d1
√
2(a2 + b2)− d21

;

8) l2a = 2b2
(
1 +

d21 − a2 − b2

2ab

)
, l2b = 2b2

(
1− d21 − a2 − b2

2ab

)
;

9) m2
a =

1
4(2d

2
1 + 2b2 − a2) , m2

b =
1
4(2d

2
1 + 2a2 − b2) ;

10) m′2
a = 1

4(3a
2 + 6b2 − 2d21) , m′2

b = 1
4(6a

2 + 3b2 − 2d21) ;
11) cosα1 =

1
2ad1

(a2 + d21 − b2) , cosα2 =
1

2bd1
(b2 + d21 − a2) ;

12) cos β1 =
3a2 + b2 − d21

2a
√

2(a2 + b2)− d21
, cos β2 =

a2 + 3b2 − d21

2a
√

2(a2 + b2)− d21
.

за вiдомими d1, d2, a (d1 > d2) :

1) b = 1√
2

√
d21 + d22 − 2a2 ; 2) P = 2a+

√
2
√
d21 + d22 − 2a2 ;

3) S = 1
4

√
4d21d

2
2 − (4a2 − d21 − d22)

2 ;

4) ha =
1
4a

√
4d21d

2
2 − (4a2 − d21 − d22)

2 , hb = 1
2
√
2

√
4d21d

2
2 −

(
4a2 − d21 − d22

)2
d21 + d22 − 2a2

;

5) h1 =
1
4d1

√
4d21d

2
2 − (4a2 − d21 − d22)

2 , h2 =
1
4d2

√
4d21d

2
2 − (4a2 − d21 − d22)

2 ;
6) 4m2

a = 3d21 + d22 − 3a2 , 4m′2
a = d21 + 3d22 − 3a2 ;

7) 4m2
b = 3a2 + 3

2d
2
1 − 1

2d
2
2 , 4m′2

b = 3a2 − 1
2d

2
1 +

3
2d

2
2 ;

8) sinφ = 1
2d1d2

√
4d21d

2
2 − (4a2 − d21 − d22)

2 , cosφ = 1
2d1d2

(4a2 − d21 − d22) ;

9) sinα = 1
2
√
2a

√
4d21d

2
2 −

(
4a2 − d21 − d22

)2
d21 + d22 − 2a2

, cosα = 1
2
√
2

d21 − d22

a
√
d21 + d22 − 2a2

;

10) l2a = 2b2 + 1√
2

b2(d21 − d22)

a
√
d21 + d22 − 2a2

, l2b = 2b2 − 1√
2

b2(d21 − d22)

a
√
d21 + d22 − 2a2

;

11) cosα1 =
1

4ad1
(4a2 + d21 − d22) , cos β1 =

1
4ad2

(4a2 + d22 − d21) ;

12) cosα2 =
3d21 + d22 − 4a2

2
√
2d1
√
d21 + d22 − 2a2

, cos β2 =
d21 + 3d22 − 4a2

2
√
2d2
√
d21 + d22 − 2a2

.
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2.7.3. «Найбiльш типовi задачi на обчислення»
Якщо у паралелограма вiдомими є:

1) вiдношення кутiв m : n (m > n ), то α = n
m+n · 180

0, β = m
m+n · 180

0 ;
2) рiзниця кутiв q ( q > 0 ), то α = 1

2(180
0 − q), β = 1

2(180
0 + q) ;

3) сума кутiв q ( q < 1800 ), то α = q
2 , β = 1800 − q

2 ;
4) сума кутiв q ( q > 1800 ), то α = 1800 − q

2 , β = q
2 ;

5) кут ψ мiж бiсектрисою тупого кута та висотою, опущеної з цiєї вершини,
то α = 2ψ, β = 1800 − 2ψ ;

6) кути ω1 i ω2 , якi утворюють (непаралельнi) висоти паралелограма з пев-
ною дiагоналлю, то його кути становлять

ω1 + ω2 та 1800 − (ω1 + ω2) ;
7) гострий кут α та довжини m i n вiдрiзкiв, на якi основа бiсектриси

тупого (гострого) кута дiлить сторону рухаючись вiд вершини гострого
(вiдповiдно тупого) кута, то S = m(m+ n) sinα ;

8) периметр P та ...
(a) сторона a (сторона b ), то

b = P−2a
2

(
a = P−2b

2

)
;

(b) рiзниця (нерiвних) сторiн q , то
a = P+2q

4 , b = P−2q
4 ;

(c) вiдношення сторiн m : n (m > n ), то

a =
P ·m

2(m+ n)
, b =

P · n
2(m+ n)

;

(d) вiдношення m : n , у якому основа бiсектриси тупого кута дiлить сто-
рону рухаючись вiд вершини гострого кута, то

a =
P (m+ n)

2(2m+ n)
, b =

Pm

2(2m+ n)
;

(e) довжини вiдрiзкiв m i n (m 6 n ), на якi бiсектриса гострого кута
дiлить дiагональ рухаючись вiд вершини тупого кута, то

a =
Pn

2(m+ n)
, b =

Pm

2(m+ n)
;

(f) довжини m i n (m < n ) вiдрiзкiв, на якi основа висоти, опущеної з
вершини гострого кута, дiлить (меншу) дiагональ, то

a =
1

P

(
P 2

4
+ n2 −m2

)
, b =

1

P

(
P 2

4
− n2 +m2

)
;

(g) дiагоналi d1 , d2 , то
a = 1

4

(
P +

√
4(d21 + d22)− P 2

)
, b = 1

4

(
P −

√
4(d21 + d22)− P 2

)
;

(h) висоти ha , hb (ha 6 hb ), то

a =
P · hb

2(ha + hb)
, b =

P · ha
2(ha + hb)

, S =
Phahb

2(ha + hb)
, sinα =

2(ha + hb)

P
;
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(i) вiдношення висот m : n (m > n ), то

a =
P ·m

2(m+ n)
, b =

P · n
2(m+ n)

;

(j) площа S i висота ha (висота hb ), то

hb =
2Sha

Pha − 2S

(
ha =

2Shb
Phb − 2S

)
;

9) сторони a , b та ...
(a) бiльша (менша) дiагональ di ( i = 1, 2 ), то

dj =
√

2(a2 + b2)− di, j ̸= i ;
(b) вiдношення дiагоналей m : n (m > n ), то

d1 = m

√
2a2 + 2b2

m2 + n2
, d2 = n

√
2a2 + 2b2

m2 + n2
;

(c) рiзниця дiагоналей q , то
d1 =

1
2

(√
4(a2 + b2)− q2 + q

)
, d2 =

1
2

(√
4(a2 + b2)− q2 − q

)
;

(d) висота ha (висота hb ), то

ctgφ =
a2 − b2

2aha

(
ctgφ =

a2 − b2

2bhb

)
;

(e) гострий кут φ мiж дiагоналями (φ < 900 ⇔ a ̸= b) , то:

i. S = 1
2

(
a2 − b2

)
tgφ ; ha =

a2 − b2

2a
tgφ , hb =

a2 − b2

2b
tgφ ;

ii. d21 = a2 + b2 + 1
cosφ

√
(a2 + b2)2 cos2 φ− (a2 − b2)2 ,

d22 = a2 + b2 − 1
cosφ

√
(a2 + b2)2 cos2 φ− (a2 − b2)2 ;

iii. cosα =

√
(a2 + b2)2 cos2 φ− (a2 − b2)2

2ab cosφ
, sinα =

a2 − b2

2ab
· tgφ ;

(f) гострий кут β1 , який менша дiагональ утворює з бiльшою стороною
мiж дiагоналями, причому з меншою стороною вона утворює саме ту-
пий кут, то

d21 = a2 + b2 + 2a(cos β1
√
b2 − a2 sin2 β1 + a sin2 β1) ;

(g) непрямий кут ψ , пiд яким iз середини бiльшої сторони a видно про-
тилежну до неї сторону, то

SABCD = 1
2(4b

2 − a2) tgψ ;
10) менша сторона b та довжини m i n вiдрiзкiв, на якi основа висоти, опу-

щеної з точки перетину дiагоналей, дiлить бiльшу сторону рухаючись вiд
вершини гострого кута, то

ha =
√
b2 − (m− n)2, S = (m+ n)

√
b2 − (m− n)2 ;

11) рiзниця сторiн q та довжини m i n (m < n ) вiдрiзкiв, на якi основа
висоти, опущеної з вершини тупого кута, дiлить (бiльшу) дiагональ, то

a = 1
2q

(
n2 −m2 + q2

)
, b = 1

2q

(
n2 −m2 − q2

)
;
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12) дiагоналi d1 , d2 та ...
(a) сторона a (сторона b ), то

b =

√
d21+d

2
2−2a2

2 ,
(
a =

√
d21+d

2
2−2b2

2

)
;

(b) вiдношення сторiн m : n (m > n ), то

a = m

√
d21 + d22

2m2 + 2n2
, b = n

√
d21 + d22

2m2 + 2n2
;

(c) рiзниця сторiн q , то
a = 1

2

(√
d21 + d22 − q2 + q

)
, b = 1

2

(√
d21 + d22 − q2 − q

)
;

(d) перпендикуляр h1 (перпендикуляр h2 ), то

ctgα =
d21 − d22
4d1h1

(
ctgα =

d21 − d22
4d2h2

)
;

(e) гострий кут α мiж сторонами (α < 900 ⇔ d1 ̸= d2) , то:

i. S = 1
4

(
d21 − d22

)
tgα ; h1 =

d21 − d22
4d1

tgα , h2 =
d21 − d22
4d2

tgα ;

ii. a2 = 1
4(d

2
1 + d22) +

1
4 cosα

√
(d21 + d22)

2 cos2 α− (d21 − d22)
2 ,

b2 = 1
4(d

2
1 + d22)− 1

4 cosα

√
(d21 + d22)

2 cos2 α− (d21 − d22)
2 ;

iii. cosφ =

√
(d21 + d22)

2 cos2 α− (d21 − d22)
2

2d1d2 cosα
, sinφ =

d21 − d22
2d1d2

· tgα ;

13) вiдношення сторiн m : n (бiльшої до меншої) та вiдношення дiаго-
налей p : q (бiльшої до меншої), то

cosα =
(p2 − q2)(m2 + n2)

2mn(p2 + q2)
, cosφ =

(m2 − n2)(p2 + q2)

2pq(m2 + n2)
;

14) висоти ha, hb та ...
(a) перпендикуляр h1 (перпендикуляр h2 ), то

1
h2

=
√

2
h2a

+ 2
h2b

− 1
h21

(
1
h1

=
√

2
h2a

+ 2
h2b

− 1
h22

)
;

(b) гострий кут α мiж сторонами (α < 900 ⇔ d1 ̸= d2) , то:

i. a =
hb

sinα
, b =

ha
sinα

; S =
hahb
sinα

;

ii. d1 =
√
h2b + h2a + 2hbha cosα

sinα
, d2 =

√
h2b + h2a − 2hbha cosα

sinα
;

iii. cosφ =
h2b − h2a√

h4a + h4b − 2h2ab
2
a cos 2α

, sinφ =
2hbha sinα√

h4a + h4b − 2h2ab
2
a cos 2α

;

(c) площа S , то:

a =
S

ha
, d21 =

S2

h2ah
2
b

(
h2a + h2b

)
+

2S

hahb

√
S2 − h2ah

2
b ;

b =
S

hb
, d22 =

S2

h2ah
2
b

(
h2a + h2b

)
− 2S

hahb

√
S2 − h2ah

2
b ;
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(d) гострий кут φ мiж дiагоналями (φ < 900 ⇔ a ̸= b) , то:

i. S =
2h2ah

2
b

h2b − h2a
ctgφ ; a =

2hah
2
b

h2b − h2a
ctgφ , b =

2h2ahb
h2b − h2a

ctgφ ;

ii. d21 =
4h2ah

2
b

(h2b − h2a)
2
· ctg2 φ ·

(
h2a + h2b +

√
(h2b + h2a)

2 −
(
h2b−h2a
cosφ

)2)
,

d22 =
4h2ah

2
b

(h2b − h2a)
2
· ctg2 φ ·

(
h2a + h2b −

√
(h2b + h2a)

2 −
(
h2b−h2a
cosφ

)2)
;

iii. cosα =

√
(h2b + h2a)

2 cos2 φ− (h2b − h2a)
2

2hahb cosφ
, sinα =

h2b − h2a
2hahb

· tgφ ;

15) менша висота ha та довжини m i n вiдрiзкiв, на якi основа висоти, опуще-
ної з вершини тупого кута, дiлить бiльшу сторону рухаючись вiд вершини
гострого кута, то

b =
√
m2 + h2a, S = ha(m+ n), hb =

ha(m+ n)√
m2 + h2a

;

16) площа S та довжини m i n вiдрiзкiв, на якi основа висоти, опущеної
з вершини тупого кута, дiлить бiльшу сторону рухаючись вiд вершини
гострого кута, то

ha =
S

m+ n
, tgα =

S

m(m+ n)
.

17) перпендикуляри h1, h2 та ...
(a) висота ha (висота hb ), то

1
hb

=
√

1
2h21

+ 1
2h22

− 1
h2a

(
1
ha

=
√

1
2h21

+ 1
2h22

− 1
h2b

)
;

(b) гострий кут φ мiж дiагоналями (φ < 900 ⇔ a ̸= b) , то:

i. d1 =
2h2
sinφ

, d2 =
2h1
sinφ

; S =
2h1h2
sinφ

.

ii. a = 1
sinφ

√
h22 + h21 + 2h1h2 cosφ ,

b = 1
sinφ

√
h22 + h21 − 2h1h2 cosφ ;

iii. cosα =
h22 − h21√

h41 + h42 − 2h21h
2
2 cos 2φ

,

sinα =
2h1h2 sinφ√

h41 + h42 − 2h21h
2
2 cos 2φ

;

(c) площа S , то:

d1 =
S

h1
, a2 =

S2

4h21h
2
2

(
h21 + h22

)
+

S

2h1h2

√
S2 − 4h21h

2
2 ;

d2 =
S

h2
, b2 =

S2

4h21h
2
2

(
h21 + h22

)
− S

2h1h2

√
S2 − 4h21h

2
2 ;
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(d) гострий кут α мiж сторонами (α < 900 ⇔ d1 ̸= d2) , то:

i. S =
4h21h

2
2

h22 − h21
ctgα ; d1 =

4h1h
2
2

h22 − h21
ctgα , d2 =

4h21h2
h22 − h21

ctgα ;

ii. a2 =
4h21h

2
2

(h22 − h21)
2
· ctg2 α ·

(
h21 + h22 +

√
(h21 + h22)

2 −
(
h22−h21
cosα

)2)
,

b2 =
4h21h

2
2

(h22 − h21)
2
· ctg2 α ·

(
h21 + h22 −

√
(h21 + h22)

2 −
(
h22−h21
cosα

)2)
;

iii. cosφ =

√
(h21 + h22)

2 cos2 α− (h22 − h21)
2

2h1h2 cosα
, sinφ =

h22 − h21
2h1h2

· tgα ;

18) бiсектриси la, lb ( la ̸= lb ) —

(a) sinα = 2lalb
l2a+l

2
b
;

(b) ctg α
2 = la

lb
;

(c) cosα =
l2a−l2b
l2a+l

2
b
;

(d) ha =
lalb√
l2a+l

2
b

;
(e) ctgα =

l2a−l2b
2lalb

;
(f) b = 1

2

√
l2a + l2b ;

та ...
(g) сторона a , то:

i. P = 2a+
√
l2a + l2b , S =

alalb√
l2a + l2b

,

ii. d21 = a2 + 1
4(l

2
a + l2b) +

a(l2a − l2b)√
l2a + l2b

, d22 = a2 + 1
4(l

2
a + l2b)−

a(l2a − l2b)√
l2a + l2b

;

iii. ctgφ =
4a2 − l2a − l2b

8alalb

√
l2a + l2b ;

(h) висота hb , то:

i. a =
hb(l

2
a + l2b)

2lalb
, P =

hb(l
2
a + l2b)

lalb
+
√
l2a + l2b , S = 1

2hb
√
l2a + l2b ;

ii. d21 =
h2b(l

2
a + l2b)

2

4l2al
2
b

+ 1
4(l

2
a + l2b) +

hb(l
2
a − l2b)

2lalb

√
l2a + l2b ,

d22 =
h2b(l

2
a + l2b)

2

4l2al
2
b

+ 1
4(l

2
a + l2b)−

hb(l
2
a − l2b)

2lalb

√
l2a + l2b ;

iii. ctgφ =
h2b(l

2
a + l2b)

2 − l2al
2
b(l

2
a + l2b)

4halalb
√
l2a + l2b

.

(i) гострий кут φ мiж дiагоналями (φ < 900 ⇔ a ̸= b) , то:

i. a =
1

2
√
l2a + l2b

(
2lalb ctgφ+

√
4l2al

2
b ctg

2 φ+ (l2a + l2b)
2
)

;

ii. S =
lalb

2(l2a + l2b)

(
2lalb ctgφ+

√
4l2al

2
b ctg

2 φ+ (l2a + l2b)
2
)

;

iii. hb =
lalb

(l2a + l2b)
3
2

(
2lalb ctgφ+

√
4l2al

2
b ctg

2 φ+ (l2a + l2b)
2
)

.

158 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кадубовська В.М., Кадубовський О.А. Систематизацiя фактiв геометрiї паралелограмiв

19) нетупий кут α мiж сторонами, нетупий кут φ мiж дiагоналями
паралелограма та найбiльша його сторона a (висота hb ), то:
(a) b = a sinα(

√
1 + ctg2 α + ctg2 φ− ctgφ) = a sinα ·∆ = hb ·∆ , де

∆ = ∆(α, φ) =
√

1 + ctg2 α+ ctg2 φ− ctgφ

(b) P = 2a(1 + ∆ sinα) ;
(c) S = a2 sin2 α ·∆ = h2b ·∆ ;
(d) ha = a sin2 α ·∆ = hb sinα ·∆ ;
(e) d1 = a sinα

√
1 + [∆ + ctgα]2 = hb

√
1 + [∆ + ctgα]2 ;

(f) d2 = a sinα
√

1 + [∆− ctgα]2 = hb
√

1 + [∆− ctgα]2 ;
(g) la = 2 cos α2 · a sinα ·∆ = 2 cos α2 · hb ·∆ ;
(h) lb = 2 sin α

2 · a sinα ·∆ = 2 sin α
2 · hb ·∆ ;

(i) h1 =
1
2a sinα sinφ

√
1 + [∆− ctgα]2 = 1

2hb sinφ
√
1 + [∆− ctgα]2 ;

(j) h2 =
1
2a sinα sinφ

√
1 + [∆ + ctgα]2 = 1

2hb sinφ
√

1 + [∆ + ctgα]2 ;

(k) ma =
1
2a sinα

√
1 + [2∆ + ctgα]2 = 1

2hb
√

1 + [2∆ + ctgα]2 ,

(l) m′
a =

1
2a sinα

√
1 + [2∆− ctgα]2 = 1

2hb
√

1 + [2∆− ctgα]2 ;

(m) mb =
1
2a sinα

√
4 + [∆ + 2 ctgα]2 = 1

2hb
√

4 + [∆ + 2 ctgα]2 ,

(n) m′
b =

1
2a sinα

√
4 + [∆− 2 ctgα]2 = 1

2hb
√
4 + [∆− 2 ctgα]2 ;

Зауваження 3. Наведеними формулами зручно користуватися в обох
напрямках, бо за трiйкою a (hb), α, φ легко знайти довжини решти лi-
нiйних елементiв; з iншого боку – за кутами α, φ та одним з лiнiйних
елементiв можна знайти довжину сторони a , а потiм довжини решти
лiнiйних елементiв.

20) нетупий кут α мiж сторонами та нетупий кут φ мiж дiагоналя-
ми, то:
(a) ctgα1 = ∆+ 2 ctgφ+ ctgα =

√
1 + ctg2 α+ ctg2 φ+ ctgφ+ ctgα ,

(b) ctgα2 = ∆+ ctgα =
√
1 + ctg2 α+ ctg2 φ− ctgφ+ ctgα ;

(c) ctg β1 = ∆+ 2 ctgφ− ctgα =
√

1 + ctg2 α+ ctg2 φ+ ctgφ− ctgα ,
(d) ctg β2 = ∆− ctgα =

√
1 + ctg2 α + ctg2 φ− ctgφ− ctgα .

Зауваження 4. Безпосереднiм наслiдком з чотирьох останнiх спiввiд-
ношень є досить яскравий факт геометрiї паралелограмiв, а саме —
ознака подiбностi двох паралелограмiв за рiвнiстю нетупих кутiв мiж їх
сторонами та дiагоналями.
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2.8. Паралелограм: задачi на доведення.
2.8.1. «Навколо бiсектрис» в паралелограмi

Доведiть, що:
1) бiсектриси внутрiшнiх та зовнiшнiх кутiв, прилеглих до певної сторони,

утворюють прямокутник, дiагоналi якого паралельнi сторонам паралело-
грама i довжини яких дорiвнюють довжинi зазначеної сторони;

2) бiсектриси внутрiшнiх кутiв паралелограма (що не є ромбом) при перетинi
утворюють прямокутник, дiагоналi якого паралельнi сторонам паралело-
грама i довжина яких дорiвнює модулю рiзницi двох нерiвних його сторiн;

3) якщо Q — площа прямокутника, утвореного бiсектрисами внутрiшнiх ку-
тiв паралелограма, а S — площа паралелограма, то вiдношення сторiн
(a > b ) паралелограма становить
a : b = (S +Q+

√
Q2 + 2SQ) : S , b : a = (S +Q−

√
Q2 + 2SQ) : S ;

4) бiсектриси зовнiшнiх кутiв паралелограма при перетинi утворюють пря-
мокутник, дiагоналi якого паралельнi сторонам паралелограма i довжини
яких дорiвнюють сумi довжин двох нерiвних сторiн;

5) якщо точка перетину бiсектрис двох сусiднiх кутiв паралелограма нале-
жить його сторонi, то вiдношення довжин його сторiн становить 2 : 1 ;

6) якщо бiльша сторона паралелограма вдвiчi бiльша за меншу сторону, то
бiсектриси протилежних кутiв дiлять дiагональ на три рiвнi вiдрiзки.

7) Бiсектриса зовнiшнього кута при вершинi A гострого кута паралелограма
ABCD перетинає продовження сторiн CB i CD у точках B′ i D′ вiдпо-
вiдно, а периметр паралелограма становить P . Доведiть що сума довжин
вiдрiзкiв CB′ i CD′ також становить P .

8) Бiсектриси кутiв A i D при бiльшiй сторонi AD = a паралелограма
ABCD перетинаються в точцi I та перетинають протилежну сторону
BC у точках M i N вiдповiдно, b ̸= a

2 — менша сторона. Доведiть, що:
(a) довжина вiдрiзка MN = |a− 2b| ;
(b) має мiсце вiдношення AI : IM = DI : IN = a : |a− 2b| .

9) Бiсектриса ∠A паралелограма ABCD перетинає сторону BC в точцi K ,
а продовження сторони DC – в точцi M . Вiдомо, що BK = n , CM = m .
Доведiть, що AB = n , AD = m+ n .

10) Дано паралелограм ABCD . Пряма l , яка паралельна до прямої AB ,
перетинає бiсектриси кутiв A i C в точках P i Q вiдповiдно. Доведiть,
що ∠ADP = ∠ABQ .

11) На сторонах BC i DC паралелограма ABCD обрано точки D1 и B1

так, що BD1 = DB1 . Вiдрiзки BB1 i DD1 перетинаються в точцi Q .
Доведiть, що AQ — бiсектриса кута BAD .
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12) Бiсектриса кута A паралелограма ABCD перетинає сторону BC в точцi
A′ , а дiагональ BD – в точцi Q . Вiдомо, що AB : AD = m : n < 1 .
Доведiть, що SBQA′ : SABCD = m2 : 2n(m+ n) .

2.8.2. «Навколо перпендикулярiв» в паралелограмi
1) Доведiть, що якщо висоти BB1 i DD1 , опущенi iз вершин тупих кутiв

паралелограма, перетинаються в точцi H , то BH ·HB1 = DH ·HD1 .
2) Доведiть, що якщо на сторони BC i CD паралелограма ABCD (або

ж на їх продовження) опустити висоти AM i AN вiдповiдно, то
△MAN v△ ABC .

3) Через вершини A,B i D паралелограма ABCD проведено прямi перпен-
дикулярно до прямих BD , BC i CD вiдповiдно. Доведiть, що проведенi
прямi перетинаються в однiй точцi.

4) З вершини B паралелограма ABCD опустили перпендикуляр BE на
дiагональ AC . Через точку A проведено пряму m перпендикулярно до
прямої AD , а через точку C — пряму n перпендикулярно до прямої CD .
Доведiть, що точка перетину прямих m i n належить прямiй BE .

5) Через кожну вершину паралелограма проведено пряму, перпендикулярну
до дiагоналi, яка не проходить через цю вершину. Доведiть, що дiагона-
лi чотирикутника, утвореного перетинами чотирьох проведених прямих,
перпендикулярнi до сторiн паралелограма.

6) Нехай AC — бiльша з дiагоналей паралелограма ABCD . З довiльної
точки P променя AC на прямi, що мiстять сторони AB та AD , опущено
перпендикуляри PE i PF вiдповiдно. Доведiть, що AB ·PE = AD·PF .

7) Нехай AC — бiльша з дiагоналей паралелограма ABCD . З точки C на
продовження сторiн AB та AD опущено перпендикуляри CE i CF вiд-
повiдно. Доведiть, що виконується рiвнiсть

AB · AE + AD · AF = AC2 .
8) Довести, що вiдстанi вiд довiльної точки дiагоналi паралелограма до не-

паралельних сторiн обернено пропорцiйнi довжинам цих сторiн.
9) Точка Q належить прямiй, що мiстить дiагональ AC паралелограма
ABCD . Доведiть, що площi трикутникiв AQB i AQD є рiвними.

10) З вершини B паралелограма ABCD проведено його висоти BK i BH .
Вiдомо, що KH = t i BD = d . Доведiть, що вiдстань вiд точки B до
точки перетину висот трикутника BKH становить

√
d2 − t2 .

11) У паралелограмi ABCD CC1 – перпендикуляр, опущений на дiагональ
BD . Доведiть, що перпендикуляри до сторiн BC i CD , проведенi з вер-
шин D i B вiдповiдно, перетинаються на прямiй CC1 .
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12) Дiагоналi AC i BD паралелограма ABCD перетинаються в точцi O .
Точка M належить прямiй AB , причому ∠AMO = ∠MAD . Доведiть,
що точка M є рiвновiддаленою вiд точок C i D .

13) Всерединi паралелограма ABCD обрали таку точку E , що CD = CE .
Доведiть, що пряма DE перпендикулярна до прямої, яка проходить через
середини вiдрiзкiв AE i BC .

14) Пряма l має з паралелограмом ABCD єдину спiльну точку B . Вершини
A i C вiддаленi вiд прямої l на вiдстанях a i c вiдповiдно. Доведiть, що
вершина D вiдстоїть вiд цiєї прямої на вiдстанi d = a+ c .

15) Дано паралелограм ABCD з гострим ∠A = α та сторонами AD = a ,
AB = b ; BK – висота, а KM – перпендикуляр, опущений на продовже-
ння сторони CD . Доведiть, що

SBKM = 1
2b(a− b cosα) sin3 α .

16) Доведiть, що якщо прямi, якi мiстять вершини тупих кутiв i є перпенди-
кулярними до сторiн паралелограма (зi сторонами a , b та гострим кутом

α ), утворюють паралелограм подiбний до даного, то cosα =
2ab

a2 + b2
.

2.8.3. «Мiшаного» типу
1) В паралелограмi вiдношення сторiн та вiдношення дiагоналей спiвпадають

i становлять m : n (m > n ). З вершини тупого кута B опущено висоту
BB′ на бiльшу сторону AD . Доведiть, що

AA′ : A′D = (m2 − n2)(m2 + n2) .
2) Дано паралелограм ABCD з гострим кутом α при вершинi A . На про-

менях AB i CB вiдмiчено точки H i K вiдповiдно так, що CH = BC i
AK = AB . Доведiть, що:
(a) DH = DK ; (b) △ DKH v△ ABK .

3) Сторона BC паралелограма ABCD вдвiчi бiльша за сторону CD , P
— проекцiя вершини C на прямую AB , M — середина сторони AD .
Доведiть, що ∠DMP = 3∠APM .

4) Всерединi паралелограма ABCD обрано таку точку O , що
∠OAD = ∠OCD . Доведiть, що ∠OBC = ∠ODC .

5) На сторонах AB i AD паралелограма ABCD обрано точки M i N так,
що прямi CM i CN дiлять паралелограм на три фiгури рiвних площ.
Знайдiть MN , якщо BD = d .

6) Через довiльно обрану точку на однiй зi сторiн паралелограма та кiнцi про-
тилежної сторони зроблено два розрiзи. Площi «вiдрiзаних» трикутникiв
становлять S1 та S2 . Доведiть, що площа паралелограма становить

2 · (S1 + S2) .
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7) Нехай ABCD — паралелограм, точка E належить прямiй AB , F —
прямiй AD (B – на вiдрiзку AE , D – на вiдрiзку AF ), K — точка
перетину прямих ED i FB . Доведiть, що SABKD = SCEKF .

8) На сторонi AB паралелограма ABCD обрано таку т. M , що AD = DM ,
а на AD — точку N , таку що AB = BN . Доведiть, що CM = CN .

9) S — площа чотирикутника. Доведiть, що площа паралелограма, сторони
якого паралельнi та рiвнi дiагоналям цього чотирикутника, становить 2S .

10) Через вершину C паралелограма ABCD проведено пряму, яка перетинає
продовження сторiн (променi) AB i AD в точках B′ i D′ вiдповiдно.
Доведiть, що

(a) BB′ ·DD′ = BC · CD ; (b) S2
ABCD = 4S△BB′C · S△DD′C .

11) На дiагоналi BD паралелограма ABCD обрано точку K . Пряма AK
перетинає прямi BC i CD в точках L i M вiдповiдно. Доведiть, що

AK2 = LK ·KM .
12) Пряма l перетинає сторони AB i AD в точках E i F вiдповiдно. Нехай

G — точка перетину прямої l з дiагоналлю AC . Доведiть, що
AB
AE + AD

AF = AC
AG .

«Класичнi задачi на доведення»:
13) Нехай X — довiльна точка в площинi паралелограма ABCD . Доведiть

справедливiсть наступних тверджень:
(a) має мiсце рiвнiсть AX2 + CX2 −BX2 −DX2 = AC2 −BD2 ;

(b) якщо X є внутрiшньою вiдносно паралелограма, то має мiсце рiвнiсть
SABX + SCDX = SBCX + SADX .

14) Нехай M — довiльна точка площини паралелограма ABCD . Доведiть
справедливiсть наступних тверджень:
(a) якщо M є внутрiшньою вiдносно паралелограма, то має мiсце рiвнiсть

SACM = |SABM − SADM | ;

(b) якщо M є зовнiшньою вiдносно паралелограма, то має мiсце рiвнiсть
SACM = |SABM + SADM | .

15) [2 теорема Тебо] На сторонах BC i CD паралелограма ABCD зовнi-
шнiм чином побудовано правильнi трикутники BCK i CDL . Доведiть,
що трикутник ALK є правильним.

16) На сторонах AB i BC паралелограма ABCD зовнiшнiм чином побудо-
вано квадрати ABFE i BCKM . Доведiть, що ∠EDK = 900 .

17) [1 теорема Тебо] На сторонах паралелограма зовнiшнiм чином побудовано
квадрати. Доведiть, що їх центри утворюють квадрат.
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18) Доведiть, що якщо два паралелограма рiвних площ мають спiльну сторону,
то один з них можна розрiзати на частини та «скласти» з них iнший.

2.9. Задачi на: «паралельнiсть», «iнцидентнiсть» та «вiдношення»
1) Через вершину A паралелограма ABCD проведено пряму, яка перетинає

пряму BD та променi CD i CB у точках M , N i P вiдповiдно. Доведiть,
що вiдрiзок AM є середнiм геометричним для вiдрiзкiв MN i MP .

2) Доведiть, що прямi, якi мiстять сторони паралелограма, вiдтинають на
прямiй, яка є паралельною до однiєї з його дiагоналей, рiвнi вiдрiзки.

3) В паралелограмi ABCD проведено пряму l паралельно до AB ; l пере-
тинає сторону BC i дiагональ AC у точках N i K вiдповiдно. Доведiть,
що трикутники ADK i ABN мають рiвнi площi.

4) На кожнiй сторонi паралелограма взято по однiй точцi. Одна з дiагона-
лей чотирикутника з вершинами в цих точках є паралельною до сторони
паралелограма. Доведiть, що площа одержаного чотирикутника дорiвнює
половинi площi паралелограма.

5) Через точку Q на дiагоналi AC паралелограма ABCD проведено двi
прямi l i m паралельно до його сторiн; пряма l перетинає сторони AB

i CD у точках A′ i C ′ вiдповiдно, а пряма m перетинає сторони BC i
DA — у точках B′ i D′ вiдповiдно. Доведiть, що:
(a) SA′BB′Q = SC ′DD′Q ,

(b) SA′BCC ′ = SD′DCB′ ,

(c) SA′BB′D′ = SADC ′A′ ,

(d) SAA′QD′ : SQB′CC ′ = AQ2 : QC2 ;

6) Сторону AB паралелограма ABCD продовжено на вiдрiзок BE , а сто-
рону AD — на вiдрiзок DK , причому точка C не належить прямiй KE .
Прямi ED i BK перетинаються в точцi Q . Доведiть, що

SABQD = SCEQK .
7) Через середину M сторони BC паралелограма ABCD та вершину A

проведено пряму, яка перетинає дiагональ BD в точцi Q . Доведiть, що
SQMCD : SABCD = 5 : 12 .

8) В паралелограмi ABCD точки P i K дiлять дiагональ BD на три рiвнi
частини, а M i E — середини сторiн CD i BC вiдповiдно. Доведiть, що

SMEPK : SABCD = 5 : 24 .
9) В паралелограмi ABCD точки M i K — середини сторiн CD i AD

вiдповiдно, P — точка перетину вiдрiзкiв AM i BK . Доведiть, що
SAPK : SABCD = 1 : 20 .

10) Доведiть, що якщо через вершини опуклого чотирикутника провести прямi
паралельно до його дiагоналей, то площа паралелограма, який визначає-
ться цими прямими, вдвiчi бiльша за площу даного чотирикутника.
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11) На сторонах AD i CD паралелограма ABCD обрано точки M i N так,
що MN ||AC . Доведiть, що має мiсце рiвнiсть SABM = SCBN .

12) На дiагоналi AC паралелограма ABCD обрано точки P i Q так, що
AP = CQ . Точка M така, що PM ||AD и QM ||AB . Доведiть, що точка
M належить дiагоналi BD .

13) На сторонах AB , BC i CD паралелограма ABCD обрано точки K ,
L i M , якi дiлять цi сторони в однакових вiдношеннях. Прямi b , c , d
проходять через точки B , C , D паралельно до прямих KL , KM i ML
вiдповiдно. Доведiть, що прямi b , c , d проходять через одну точку.

14) Дано паралелограм ABCD i точка M . Через точки A , B , C i D про-
ведено прямi паралельно до прямих MC , MD , MA i MB вiдповiдно.
Доведiть, що вони перетинаються в однiй точцi.

15) В паралелограмi ABCD точка M дiлить сторону AD у вiдношеннi m : n
(AM : MD = m : n ) а точка N дiлить сторону DC у вiдношеннi p : q
(DN : NC = p : q ). Вiдрiзки BM i AN перетинаються у точцi Q .
Доведiть, що мають мiсце вiдношення

AQ : QN =
m(p+ q)

mp+ n(p+ q)
, BQ : QM =

nq(m+ n)(p+ q)

mp
.

16) В паралелограмi ABCD точки P i K дiлять сторони BC i CD у
вiдношеннi m : n , рухаючись вiд вершин B i C вiдповiдно. Знайдiть
вiдношення, у якому вiдрiзки PD i AK дiляться точкою їх перетину.

17) Через точку M , яка належить сторонi AB паралелограма ABCD , про-
ведено пряму MP паралельно до AC (P ∈ (BC) ), а через точку B —
пряму BN паралельно до MD (N ∈ (DC) ). Доведiть, що точки D , P
i Q = (AC) ∩ (BN) , належать однiй прямiй.

18) Дано паралелограм ABCD . Точки K , L , M i N належать сторонам
AB , BC , CD i DA вiдповiдно, причому вiдрiзки KM i LN паралельнi
до сторiн паралелограма та перетинаються в точцi Q . Доведiть, що:
(a) прямi BN , DK i CQ перетинаються в однiй точцi;
(b) NK , DB i ML перетинаються в однiй точцi або ж є паралельними;
(c) площi паралелограмiв KBLQ i MDNQ рiвнi тодi i лише тодi, коли

точка Q належить дiагоналi AC .
19) Дано паралелограм ABCD . На прямiй AB обрано точку M . Пряма, що

проходить через M i середину BC , перетинає пряму AC в точцi K .
Пряма, що проходить через K i середину AD , перетинає пряму CD в
точцi P . Доведiть, що прямi BC та MP є паралельними.

20) Точка M центрально-симетрично вiдображається послiдовно вiдносно
вершин паралелограма ABCD в точки M1 , M2 , M3 , M4 . Доведiть, що
точка M4 спiвпадає з точкою M .
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2.10. Ознаки паралелограма
2.10.1. «Паралелограми в паралелограмi та навколо нього»

1) Через точку O перетину дiагоналей паралелограма ABCD проведено
двi прямi, якi перетинають сторони AB , CD i BC , DA у точках A′ ,
C ′ i B′ , D′ вiдповiдно. Доведiть, що:
(a) чотирикутник A′B′C ′D′ є паралелограмом, а його центр симетрiї

спiвпадає з точкою O ;
(b) чотирикутник, утворений прямими AB′ , BC ′ , CD′ i DA′ , є пара-

лелограмом, а його центр симетрiї спiвпадає з точкою O .
2) На сторонах AB , BC , CD i DA паралелограма ABCD вiдмiчено

вiдповiдно точки E , F , K i L так, що AE : EB = CK : KD ,
BF : FC = DL : LA . Доведiть, що EFKL є паралелограмом.
(a) На сторонах AB , BC , CD i DA паралелограма ABCD вiдклали

рiвнi вiдрiзки AE , BF , CK i DL . Доведiть, що чотирикутники
BKDE та EFKL є паралелограмами.

3) На дiагоналi AC паралелограма ABCD вiдклали вiдрiзки AM = CK

(2AM < AC ). Доведiть, що чотирикутник MBKD є паралелограмом.
4) З вершин тупих кутiв B i D паралелограма ABCD опущено перпен-

дикуляри BM i DK до дiагоналi AC . Доведiть, що чотирикутник
BKDM є паралелограмом.

5) З вершин тупих кутiв паралелограма опущено висоти на його сторони.
Доведiть, що основи зазначених висот є вершинами паралелограма.

6) Бiсектриси кутiв A i C паралелограма ABCD перетинають сторони
BC i AD в точках A′ i C ′ , а дiагональ BD — в точках A′′ i C ′′

вiдповiдно. Доведiть, що AA′CC ′ та AA′′CC ′′ є паралелограмами.
7) Через вершини A i C паралелограма ABCD проведено двi паралельнi

прямi, якi перетинають дiагональ BD в точках A′ i C ′ , а сторони CD

i AB — в точках A′′ i C ′′ вiдповiдно. Доведiть, що чотирикутники
AC ′CA′ та AC ′′CA′′ є паралелограмами.

8) З точки перетину дiагоналей паралелограма опущено перпендикуляри
на всi його сторони. Доведiть, що чотирикутник, вершинами якого є
основи зазначених перепендикулярiв, є паралелограмом та обидва вони
мають спiльний центр симетрiї.

9) На продовженнях сторiн AB , BC , CD , DA паралелограма ABCD

вiдклали вiдрiзки BM = AB , CN = BC , DK = CD , AL = DA .
Доведiть, що чотирикутник MNKL є паралелограмом.

10) Чотирикутники ABCD , AEFG , ADFH , FIJE i BIJC є паралело-
грамами. Доведiть, що чотирикутник AFHG також є паралелограмом.
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2.10.2. Основнi та найбiльш поширенi ознаки паралелограма
Теореми-ознаки паралелограма (та тi, що до них зводяться).
Якщо для опуклого чотирикутника виконана одна з наступних з умов

1) протилежнi кути попарно рiвнi,

(a) сума кутiв, прилеглих до кожної з двох сусiднiх сторiн, — 1800 ,
(b) бiсектриси двох протилежних кутiв перпендикулярнi бiсектрисi

третього кута,
2) протилежнi сторони попарно рiвнi,

(a) кожна з дiагоналей дiлить його периметр навпiл,
3) дiагоналi точкою перетину дiляться навпiл,

(a) двi протилежнi сторони паралельнi, а одна з дiагоналей дiлить iншу
дiагональ навпiл,

(b) вершини протилежних кутiв однаково вiддаленi вiд вiдповiдних дi-
агоналей,

(c) двi сторони паралельнi та однаково вiддаленi вiд точки перетину
дiагоналей,

(d) дiагоналi дiлять його на чотири трикутники рiвних площ,
(e) два протилежнi кути рiвнi, а дiагональ з кiнцями в їх вершинах

дiлить iншу дiагональ навпiл,
(f) кожна з дiагоналей дiлить його на два трикутники рiвних площ,

4) двi протилежнi сторони паралельнi i рiвнi,
(a) двi протилежнi сторони паралельнi, а одна з дiагоналей дiлить його

периметр навпiл,
(b) двi протилежнi сторони паралельнi та два протилежнi кути рiвнi,
(c) середина середньої лiнiї спiвпадає з точкою перетину дiагоналей,

5) має центр симетрiї,
6) сума квадратiв сторiн дорiвнює сумi квадратiв дiагоналей,
7) сума довжин середнiх лiнiй дорiвнює напiвпериметру,
8) сума вiдстаней вiд вершини до сторiн є однаковою для всiх його

вершин,
то такий чотирикутник є паралелограмом.

? В опуклому чотирикутнику ABCD сторони AB i CD рiвнi, кути A
i C також рiвнi. Чи обов’язково такий чотирикутник буде паралелограмом?
(Вiдповiдь: нi, не обов’язково.)

? Чи обов’язково чотирикутник, у якого двi сторони паралельнi а двi
iншi рiвнi, буде паралелограмом? (Вiдповiдь: нi, не обов’язково.)

? Чи обов’язково чотирикутник ABCD , у якого ∠ABC = ∠ADC та
∠BAD = ∠BCD , буде паралелограмом? (Вiдповiдь: нi, не обов’язково.)
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Теорема 1. (Варiньона) Середини сторiн довiльного (в тому числi
неопуклого та просторового) чотирикутника є вершинами паралелограма
(який називають паралелограмом Варiньона).

Наслiдок 1. Якщо чотирикутник ABCD не є просторовим, A0B0C0D0

— його паралелограм Варiньона, то:
1) сторони паралелограма A0B0C0D0 є паралельними до вiдповiдних дiа-

гоналей чотирикутника ABCD ;
2) периметр паралелограма A0B0C0D0 дорiвнює сумi довжин дiагоналей

чотирикутника ABCD ;
3) площа паралелограма A0B0C0D0 дорiвнює половинi площi чотирику-

тника ABCD .

Наслiдок 2. Якщо чотирикутник є прямокутником, ромбом або ж ква-
дратом, то його паралелограм Варiньона є ромбом, прямокутником та ква-
дратом вiдповiдно.

Наслiдок 3. Якщо чотирикутник не є паралелограмом, то середини двох
протилежних сторiн та середини дiагоналей є вершинами паралелограма.
2.10.3. Додатковi ознаки паралелограма
1) В опуклому чотирикутнику ABCD AE i CF – перпендикуляри, опущенi

на дiагональ BD . Доведiть, що якщо AE = CF i ∠BAC = ∠ACD , то
ABCD є паралелограмом.

2) Чотирикутник розрiзано дiагоналями на чотири трикутника. Доведiть, що
їх точки перетину медiан утворюють паралелограм.

3) В опуклому чотирикутнику ABCD BC||AD , C0 i D0 – середини сторiн
CD i DA вiдповiдно. Доведiть, що якщо точка перетину вiдрiзкiв AC0 i
CD0 належить дiагоналi BD , та ABCD є паралелограмом.

Прикiнцевi висновки та зауваження
Наведена система фактiв геометрiї паралелограмiв, звiсно ж, носить

орiєнтовно-суб’єктивний характер. Проте автори мають щиру надiю, що
запропонований матерiал допоможе майбутнiм та молодим вчителям матема-
тики пiд час цiлiсного усвiдомлення змiстової лiнiї «Паралелограми» в курсi
елементарної геометрiї та сприятиме формуванню необхiдних фахових ком-
петентностей взагалi.

Також слiд зазначити, що подальша робота в цьому напрямку потребує:
по-перше — доповнення наведеної системи фактiв задачами на побудову па-
ралелограма за його елементами, вiдповiдними задачами з векторної алгебри
та задачами на комбiнацiї кiл та паралелограма;
по-друге — перегляду та виокремлення нової низки (опорних) ключових задач;
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по-третє — класифiкацiй поповненої системи задач за: темами, методами
розв’язання, ступенем складностi.

Також вважаємо, що наведену систему фактiв доцiльно не лише пропагу-
вати як (в певному розумiннi) цiлiсний матерiал, а й пропонувати (принаймнi
фрагментарно) для ознайомлення пiд час проведення курсiв пiдвищення ква-
лiфiкацiї вчителiв математики.
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Systematization and generalization of facts of parallelograms’
geometry.

The article highlights the author’s experience to a possible approach of
systematization and generalization of facts of parallelograms’ geometry. Series
of well known and little-known metric relations in a parallelogram, properties
and statements, in particular affine, signs of equality and similarity and signs of
parallelogram, etc is stated in the work through consolidation of didactic units
and extension of basic linear elements of a parallelogram.

Keywords: convex quadrangle, parallelogram, properties, signs, well known
and little-known statements, systematization and generalization.
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