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СКIНЧЕННI ЛАНЦЮГОВI ГАУСОВI ДРОБИ

У статтi розглядається можливiсть представлення довiльного комплексного числа у ви-
глядi ланцюгових гаусових дробiв. Автори сформулювали твердження, що рацiональнi
гаусовi числа i тiльки вони представляються у виглядi скiнченного ланцюгового гаусового
дробу.
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Вступ
В теорiї чисел широке застосування знайшли ланцюговi дроби. Вони вико-

ристовуються для представлення дiйсних чисел, при розв’язуваннi дiофанто-
вих рiвнянь, при наближених обчисленнях рацiональних дробiв, квадратних
коренiв та iн. [5]. Так як дiофантовi рiвняння можна застосовувати для лi-
нiйного представлення найбiльшого спiльного дiльника двох чисел, то можна
говорити про застосування ланцюгових дробiв при вирiшеннi таких задач.
Основним пiдґрунтям для побудови ланцюгового дробу рацiонального числа
є iснування алгоритму Евклiда в кiльцi цiлих чисел. В свою чергу, алгоритм
Евклiда iснує в довiльному евклiдовому кiльцi [4].

Оскiльки кiльце цiлих гаусових чисел Z[i] є евклiдовим [3], то природно
виникають питання 1) про можливiсть аналогiчного представлення елементiв
поля часток Z[i] , а, можливо, i довiльних комплексних чисел, у виглядi лан-
цюгових дробiв, 2) про властивостi такого аналогу ланцюгових дробiв, 3) про
застосування таких дробiв. В данiй статтi вводиться поняття ланцюгового
гаусового дробу та розглядається питання про представлення елементiв поля
часток Z[i] у виглядi таких дробiв.

Основна частина
Зауважимо, що довiльна частка цiлих гаусових чисел є комплексне число

з рацiональними коефiцiєнтами:

a+ bi

c+ di
=

ac+ bd

c2 + d2
+

ad+ bc

c2 + d2
i.

c⃝Пащенко З.Д., Вагнер Г.О., 2016
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З iншого боку довiльне комплексне число з рацiональними коефiцiєнтами
представляється у виглядi частки цiлих гаусових чисел:

a1
a2

+
b1
b2
i =

a1b2 + b1a2i

a2b2
.

Тому полем часток Z[i] буде поле Q[i] . Назвемо числа цього поля гаусовими
дробами або рацiональними гаусовими числами.

Нагадаємо означення евклiдового кiльця. Область цiлiсностi K (кому-
тативне кiльце з одиницею без дiльникiв нуля) називається евклiдовим
кiльцем, якщо iснує таке вiдображення δ : K−0 → N0 , (воно називається
нормою) яке задовольняє умовам:

1. δ(ab) > δ(a),∀a, b ̸= θ ∈ K

2. ∀a, b ∈ K, b ̸= θ ∃q, r ∈ K , що
a) a = bq + r ,
б) δ(r) < δ(b) або r = θ .

Виконання умови 2) найчастiше називають теоремою про дiлення з остачею.
Якщо в областi цiлiсностi Z[i] обрати норму δ(a + bi) = a2 + b2 , то Z[i]

задовольняє означенню евклiдового кiльця [1]. Зауважимо, що для довiльних
комплексних чисел

δ(z) = |z|2, δ(z1z2) = δ(z1)δ(z2), δ(
z1
z2
) = δ(z1)

δ(z2)
,

δ(z) = 0 ⇔ z = 0, δ(z) < n ⇐⇒ |z| <
√
n, δ(z) 6 1 ⇐⇒ |z| 6 1 .

Цiла [z] та дробова {z} частини комплексного числа z = s + ti обчис-
люються таким чином, щоб [z] було найближчим цiлим гаусовим числом до
числа z , a {z} = z−[z] . Тодi z = [z]+{z}, [z] ∈ Z[i] i δ({z}) 6 1

2 . В залежно-
стi вiд значень s i t , цiла частина [z] може мати значення [s]+[t]i , [s]+1+[t]i ,
[s] + ([t] + 1)i , [s] + 1 + ([t] + 1)i .

Коротко опишемо алгоритм дiлення числа α = a+ bi на число β = c+di
з остачею в Z[i] . Вiн полягає в пiдборi q як цiлої частини α

β та обчисленнi
r = α− βq .

Тодi r
β є дробовою частиною α

β i δ( rβ ) 6
1
2 , звiдки δ(r) 6 1

2δ(β) < δ(β) .

Дрiб вигляду q0 +
1

q1+
1

q2+
1...

,

де qk ∈ Z[i] ,k = 0, 1, 2, ... , будемо називати ланцюговим гаусовим
дробом. Такий дрiб позначається [q0; q1, q2, q3, ...] .

Розглянемо скiнченнi ланцюговi гаусовi дроби [q0; q1, q2, q3, ..., qs] s -
го порядку. Зрозумiло, що qs ̸= 0 . Зауважимо, що кожний ланцюговий дрiб
[q0; q1, q2, q3, ...] можна привести до рiвнозначного, у якого нульовим може
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бути лише перший коефiцiєнт. Для позбавлення вiд нульового коефiцiєнту
застосовуються деякi перетворення, якi ми опишемо.

Якщо α = [q0; q1, q2, ...] , то α = [q0; q1, q2, ..., qk−1, β] , де β = [qk, qk+1, ...] .
Тодi ∀k > 0 маємо: [qk, 0, qk+2, qk+3, qk+4, ...] = [qk + qk+2, qk+3, qk+4, ...] ;
[0, 0, qk+2, qk+3, qk+4, ...] = [qk+2, qk+3, qk+4, ...] .

Тобто,
1) якщо ланцюговий дрiб α мiстить один нульовий коефiцiєнт qk+1 = 0 мiж

ненульовими qk , qk+2 , то три коефiцiєнти замiнюються одним qk+ qk+2 ,
2) якщо ланцюговий дрiб α мiстить два сусiднiх нульових коефiцiєнти, то

цi коефiцiєнти вилучаються.
Застосовуючи цi два перетворення, довiльний ланцюговий дрiб α може

бути приведений до вигляду α = [t0, t1, t2, ...] , tj ̸= 0 , j = 1, 2, ... .
Не можна позбутися нульового коефiцiєнту t0 = 0 , якщо t1 ̸= 0 , бо до

цього випадку не можна застосувати жодного з описаних перетворень.

1) Скiнченний ланцюговий гаусiв дрiб 0-го порядку α = [q0] = q0 ∈ Z[i] .
Якщо α = [q0; q1] — скiнченний ланцюговий дрiб 1-го порядку, то
α = q0 +

1
q1
= q0q1+1

q1
∈ Q[i] .

2) Припустимо, що довiльний скiнченний гаусовий дрiб (s− 1) -го порядку
представляється у виглядi гаусового дробу a′

b′ ∈ Q[i] .

Нехай α = [q0; q1, q2, q3, ..., qs] , qi ̸= 0, i = 1, 2, 3, ...– скiнченний ланцюго-
вий гаусiв дрiб s -го порядку. Тодi, за припущенням, скiнченний ланцюговий
гаусiв дрiб (s − 1) -го порядку [q1; q2, q3, ..., qs] представляється у виглядi
гаусового дробу a′

b′ , причому його цiла частина q1 ̸= 0 , тому a′ ̸= 0 , а також

α = q0+
1

q1+
1...+ 1
qs

= q0+
1

[q1;q2,...,qs]
= q0+

1
a′
b′
= q0+

b′

a′ =
q0a

′+b′

a′ = a
b ∈ Q[i] .

Отже, нами одержано

Твердження 1. Довiльний скiнченний ланцюговий гаусовий дрiб представ-
ляється у виглядi гаусового дробу a

b .

Зауваження 1. Ми також одержали залежнiсть чисельника a i
знаменника b скiнченного ланцюгового гаусового дробу s -го порядку
α = [q0; q1, q2, q3, ..., qs] вiд чисельника a′ i знаменника b′ скiнченного лан-
цюгового гаусового дробу α = [q1; q2, q3, ..., qs] (s − 1) -го порядку, яка вира-
жається формулами: a = q0a

′ + b′ , b = a′ .

З iншого боку, довiльне рацiональне гаусове число може бути представ-
лене у виглядi скiнченного ланцюгового гаусового дробу. Це представлення
може бути одержане за допомогою алгоритму Евклiда.
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Нехай α = a
b , a, b ∈ Z[i], b ̸= 0 . Застосуємо до a i b алгоритм Евклiда.

Нехай вiн має остачi вiд послiдовного дiлення r0, r1, r2, ..., rk, rk+1 = 0 , а його
неповнi частки q0, q1, q2, ..., qk, qk+1 . Тодi маємо наступне:

1. a = bq0 + r0, δ(r0) 6 1
2δ(b), 1. a

b = q0 +
r0
b = q0 +

1
b
r0

, δ( b
r0
) > 2

q0 = [ab ]

2. b = r0q1 + r1, δ(r1) 6 1
2δ(r0), 2. b

r0
= q1 +

r1
r0
= q1 +

1
r0
r1

, δ(r0r1 ) > 2

q1 = [ br0 ]

3. r0 = r1q2 + r2, δ(r2) 6 1
2δ(r1), 3. r0

r1
= q2 +

r2
r1
= q2 +

1
r1
r2

, δ(r1r2 ) > 2

q2 = [r0r1 ]

k + 1. rk−2 = rk−1qk + rk, k + 1. rk−2

rk−1
= q2 +

1
rk−1
rk

, δ(rk−1

rk
) > 2

δ(rk) 6 1
2δ(rk−1), qk = [rk−2

rk−1
]

k. rk−1 = rkqk+1 + θ, qk+1 = [rk−1

rk
]. k. rk−1

rk
= qk+1.

Зауважимо, що δ( b
r0
) > 2 , δ(

rj−1

rj
) > 2 , j = 1, 2, ... . Тобто модуль цих

комплексних чисел не менше
√
2 . Отже, вони знаходяться на комплекснiй

площинi за межами кола з центром в початку координат i радiусом
√
2 ,

включаючи саме коло. Оскiльки неповнi частки qj, j = 1, 2, ... знаходяться
як цiлi частини вiд чисел, що знаходяться в цiй областi, то найменша норма
цих неповних часток буде 1. Ця норма досягається на числах 1, i,−1,−i .
Взагалi, всi значення qj, j = 1, 2, ... знаходяться за межами квадрата цiлих
гаусових чисел з вершинами ±1±i , тобто можуть приймати довiльнi, вiдмiннi
вiд нуля, значення ( qj ̸= 0, j = 1, 2, ... ) в кiльцi Z[i] .

Поступова пiдстановка виразiв iз правої частини (аналiзу) алгоритму Ев-
клiда дає наступний i теоретичний, i практичний результат:

a

b
= q0 +

1

q1 +
1

...+ 1

qk+
1

qk+1

= [q0; q1, q2, ..., qk+1] −

довiльне рацiональне гаусове число α = a
b , a, b ∈ Z[i], b ̸= 0 може бути

представлене у виглядi скiнченного ланцюгового гаусового дробу, який скла-
дається iз неповних часток алгоритму Евклiда, застосованого до a i b .

Таким чином маємо
Твердження 2. Рацiональнi гаусовi числа i тiльки вони представляються
у виглядi скiнченного ланцюгового гаусового дробу.

Для довiльного комплексного числа z можна розглядати процес посту-
пового видiлення цiлої частини цього числа та чисел, обернених до дробової
частини попереднього: q0 = [z]; {z} ̸= 0,
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z1 =
1

{z} , q1 = [z1], {z1} ≠ 0 , z2 =
1

{z1} , q2 = [z2], {z2} ̸= 0, ...

Тодi z = [q0; q1, q2, ...] .
Якщо ∃zs , що {zs} = 0 , то z = [q0; q1, q2, ..., qs] ∈ Q[i] .

Твердження 3. Довiльне комплексне число можна представити у виглядi
ланцюгового гаусового дробу.

Висновки
Отримане твердження дає позитивну вiдповiдь на поставлене в цiй роботi

питання. Аналiзуючи перспективи продовження даного дослiдження, цiкаво
одержати вiдповiдь на питання про однозначнiсть представлення довiльного
комплексного числа у виглядi ланцюгових гаусових дробiв, про властивостi
пiдхiдних дробiв ланцюгових гаусових дробiв, про застосування ланцюгових
гаусових дробiв. В межах даної статтi не розглядалися пiдхiднi дроби лан-
цюгових гаусових дробiв та рекурентнi формули для обчислення чисельникiв
та знаменникiв цих дробiв. Та зазначене зауваження 1 дає право сподiва-
тись, що цi рекурентнi формули будуть спiвпадати з такими формулами для
ланцюгових дробiв цiлих чисел.
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Gaussian finite continued fraction
The article deals with the possibility of representing arbitrary complex

numbers as Gaussian continued fractions. The authors formulated a statement
that the Gaussian rational numbers, and only them are presented as a Gaussian
finite continued fraction.
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