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ПЕРЕРАХУВАННЯ
ДВОКОЛЬОРОВИХ ХОРДОВИХ O -ДIАГРАМ РОДУ 1,
ЯКI МАЮТЬ ОДИН ЧОРНИЙ (АБО СIРИЙ) ЦИКЛ,

ВIДНОСНО ДIЇ ЦИКЛIЧНОЇ ТА ДIЕДРАЛЬНОЇ ГРУП

Для натуральних n > 3 встановлено формули пiдрахунку числа нееквiвалентних 2 -
кольорових хордових O -дiаграм (з n хордами), якi мають лише один чорний (сiрий)
та (n− 2) сiрих (вiдповiдно чорних) циклiв вiдносно дiї дiедральної групи (порядку 2n ).
Крiм того, для початкових 3 6 n 6 10 в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi та
нееквiвалентнi дiаграми iз зазначених класiв, а для 3 6 n 6 40 — точнi значення числа
неiзоморфних та вiдповiдно нееквiвалентних таких дiаграм.

Ключовi слова: 2 -кольорова хордова O -дiаграма з n хордами, род дiаграми, цикл
дiаграми, група дiедра.

Вступ
Добре вiдомо, що хордовi дiаграми ефективно використовують в багатьох

галузях науки, зокрема математицi (топологiї, теорiї вузлiв), фiзицi, бiологiї,
генетицi тощо.

Нагадаємо, що хордовою дiаграмою порядку n або, коротко, n -дiагра-
мою називають конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на
ньому (якi є вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають
вказанi точки. Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна
одержати з iншої в результатi повороту. Дiаграми називають еквiвалентними,
якщо їх можна сумiстити за допомогою повороту, дзеркального вiдбиття, або
ж їх композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових n -дiаграм (вiдносно дiї цик-
лiчної групи порядку 2n та дiедральної групи порядку 4n ) займалась цiла
низка вiдомих математикiв та сучасникiв, зокрема автори робiт [10], [8], [3],
[7], [2], [9], [6], [1]. Задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвален-
тних n -дiаграм були повнiстю розв’язанi в роботах [7], [2], [9], [6].
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Слiд вiдзначити, що вперше число хордових n -дiаграм фiксованого роду
g було пiдраховано ще у 1972 р. в [10], бiльш елегантну рекурентну формулу
для пiдрахунку числа таких дiаграм було встановлено у 1986 р. в [3]. Проте,
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних планарних (роду 0 ), торої-
дальних (роду 1 ) n -дiаграм та 2m -дiаграм максимального роду m було
встановлено лише у 2000 р. в роботi [2]. Iншi результати, крiм зазначених
випадкiв, авторам статтi є невiдомими.

Крiм того, слiд констатувати, що одержання явних формул для пiдрахун-
ку числа неiзоморфних (а тому i нееквiвалентних), зокрема двокольорових,
n -дiаграм фiксованого роду виявилося досить складною задачею i в загаль-
ному випадку до сьогоднi нерозв’язаною проблемою.

Для двокольорових дiаграм найбiльш вагомими є наступнi результати:
задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних O - i N -

дiаграм (вiдповiдно) повнiстю розв’язано в роботi [13];
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -

дiаграм (вiдповiдно N -дiаграм), якi мають точно один цикл певного кольору
(чорний або ж сiрий) одержано в [14] та вiдповiдно в [15];

формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних планар-
них O -дiаграм (з n хордами) було встановлено у 2000 р. в [1]; проте питання
про узагальнення цiєї задачi на випадок фiксованого числа чорних (або ж
сiрих) циклiв було повнiстю розв’язано лише у 2014 р. в [16];

задача про пiдрахунок числа неiзоморфних O -дiаграм максимального ро-
ду (з одним чорним та одним сiрим циклом) була розв’язана у 2006 р. в [12],
а про число нееквiвалентних таких дiаграм — лише у 2015 р. в [17].

Навiть для випадку O -дiаграм (з n хордами) фiксованого роду g > 1
(крiм O -дiаграм максимального роду), якi мають точно один чорний (або ж
сiрий) цикл питання залишається вiдкритим.

Встановленню формул для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiва-
лентних O -дiаграм роду g = 1 , якi мають точно один чорний (або ж сiрий)
цикл й присвячена дана стаття.

1. Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому (що є вершинами правильного
2n -кутника), дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i сi-
рий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном — рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.
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Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хор-
ди, що сполучає вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) — рис. 1 c), b) .

Означення 3. «Чорним» («сiрим») циклом 2 -кольорової дiаграми назива-
тимемо послiдовнiсть хорд та чорних (сiрих) дуг, якi утворюють гомео-
морфний образ (орiєнтованого) кола — рис. 1 b)− c) .
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Рис. 1:
a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 сiрих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 сiрих та 3 чорних циклiв

Якщо проiгнорувати колiр, то кожен чорний (сiрий) цикл 2 -кольорової O -
дiаграми спiвпадає з вiдповiдним циклом непофарбованої дiаграми. Тодi нас-
лiдуючи [2], природнiм чином визначається рiд O -дiаграми, а саме

Означення 4. Родом 2 -кольорової O -дiаграми будемо називати цiле число
g , яке визначається рiвнiстю

g =
n+ 1− λ

2
, (1)

де λ — сумарне число чорних i сiрих циклiв дiаграми.

Означення 5. Множину O -дiаграм з n хордами (побудованих на 2 -кольо-
ровому 2n -шаблонi), якi мають точно 1 чорний та k сiрих циклiв будемо
позначати ℑO

1,k;n .

Зауваження 1. З урахуванням рiвностi (1) та введених позначень, дiа-
грами з класу ℑO

1,n−2;n є O -дiаграмами (з n хордами) роду 1. Тобто, для
O -дiаграм роду 1 з одним чорним (або ж сiрим) циклом число k сiрих (вiд-
повiдно чорних) циклiв визначається однозначно i становить k = n− 2 .
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2. Основна частина
2.1. Число дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n

Приклад 1. При n = 3 iснує єдина дiаграма з класу ℑO
1,1;3 – рис. 2 a) ;

при n = 4 — п’ять дiаграм з класу ℑO
1,2;4 – рис. 2 b) .
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Рис. 2: a) єдина дiаграма з класу ℑO
1,1;3 , b) всi дiаграми з класу ℑO

1,2;4

Лема 1. Число d(n) дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n можна знайти за формулою

d(n) = C4
n+1 =

(n− 2) · (n− 1) · n · (n+ 1)

24
. (2)

Доведення. За визначенням кожна дiаграма з класу ℑO
1,n−2;n має точно

1 чорний та n − 2 сiрих циклiв. Очевидно, що кожен з (n − 2) сiрих цик-
лiв мiстить щонайменше 1 сiру дугу, решта (2 сiрi дуги) можуть потрапити
або до 2 рiзних циклiв та сформувати точно два 2-цикли, або ж до одного
циклу сформувавши точно один 3-цикл. Таким чином, всi O -дiаграми (з n
хордами) якi мають (n−2) сiрi цикли можна умовно роздiлити двi множини:

перша множина дiаграм характеризується наявнiстю точно двох 2-циклiв
та (n− 4) 1-циклiв – рис. 3 a), b) ;

друга множина дiаграм — наявнiстю точно одного 3-циклу та (n − 3)
1-циклiв – рис. 3 c), d) .

Проте:
1) якщо хорди, якi утворюють два 2-цикли не перетинаються (так, як це
показано на рис. 3 b) ), то така дiаграма має точно три чорнi цикли, i тому
не належить класу ℑO

1,n−2;n ;
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2) якщо хорди, якi утворюють єдиний 3-цикл не перетинаються (так, як це
показано на рис. 3 d) ), то така дiаграма також має точно три чорнi цикли, i
тому не належить класу ℑO

1,n−2;n .

)a  )b  )c  )d  

 

Рис. 3: a), b) — два можливi типи O -дiаграм (з n хордами), якi мають два сiрi 2-цикли
та (n−4) сiрих 1-циклiв, c), d) — два можливi типи O -дiаграм (з n хордами), якi мають

один сiрий 3-цикл та (n− 3) сiрих 1-циклiв

З урахуванням зазначеного, всi дiаграми з класу ℑO
1,n−2;n можна роздiли-

ти на два характеристичнi пiдкласи A i B , а саме:
дiаграми з множини A характеризуються наявнiстю точно (n− 4) сiрих

1-циклiв та двох сiрих 2-циклiв, утворених хордами, що перетинаються – рис.
3 a) , а

дiаграми з множини B — наявнiстю точно (n − 3) сiрих 1-циклiв та
одного сiрого 3-циклу, утвореного хордами, що перетинаються – рис. 3 c) .

Очевидно, що кожна дiаграма з пiдкласу A однозначно визначається ви-
бором 4-ох (з n ) сiрих дуг, i тому |A| = C4

n ;
так само, кожна дiаграма з пiдкласу B однозначно визначається вибором

3-ох (з n ) сiрих дуг, i тому |B| = C3
n .

Таким чином
∣∣ℑO

1,n−2;n

∣∣ = |A|+ |B| = C4
n + C3

n = C4
n+1. 2

Зауваження 2. Як з’ясувалося, для натуральних n = n′ + 1 початковi
значення величини d(n) =

∣∣ℑO
1,n−2;n

∣∣ спiвпадають зi значеннями величини
SH(n

′;n′ − 1) — «Hultman number» [4] (послiдовнiсть A164652 в [11]).

Бiльше того, з урахуванням результатiв роботи [17], має мiсце

Теорема 1. [17] Для натуральних g та n > 2g + 1 має мiсце рiвнiсть∣∣ℑO
1,n−2g;n

∣∣ = SH (n− 1;n− 2g) , (3)

а величину SH (n− 1;n− 2g) можна обчислити так, як це зроблено в [4]
(Theorem 14) або ж в [5] (Theorem 4.1).
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2.2. Iлюстративнi приклади до числа нееквiвалентних дiаграм з
класу ℑO

1,n−2;n для початкових n

Нижче для натуральних n = 5; 6; 7; 8 в явному виглядi наведено всi неi-
зоморфнi дiаграми з вiдповiдних класiв ℑO

1,n−2;n .
 

   

1 2 3 

 

Рис. 4: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,3;5
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Рис. 5: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,4;6
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6 7 8 9 10 

 

Рис. 6: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,5;7
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1 2 3 4 5 
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14 15 16 17  

 

 Рис. 7: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,6;8

Не важко бачити, що:
у випадку n = 5 (рис. 4 вище) всi неiзоморфнi (вiдносно повороту)

дiаграми є також i нееквiвалентними (вiдносно дiї дiедральної групи);
у випадку n = 6 (рис. 5) серед 7 неiзоморфних дiаграми 6 i 7 є еквiва-

лентними, а тому iснує лише 7− 2 + 1 = 6 нееквiвалентних дiаграм з класу
ℑO

1,4;6 ;
у випадку n = 7 (рис. 6) серед 10 неiзоморфних дiаграми 7 i 8 та 9

i 10 є еквiвалентними, а тому iснує лише 10 − 4 + 2 = 8 нееквiвалентних
дiаграм з класу ℑO

1,5;7 ;
у випадку n = 8 (рис. 7) серед 17 неiзоморфних дiаграми 10 i 11 , 12 i

13 , 14 i 15 та 16 i 17 є еквiвалентними, а тому iснує лише 17− 8 + 4 = 13
нееквiвалентних дiаграм з класу ℑO

1,6;8 .
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2.3. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n

За лемою Бернсайда (див. напр. [2], [13], [14]) число d∗(n) неiзоморфних
(нееквiвалентних вiдносно дiї циклiчної групи) дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n мо-
жна знайти за допомогою спiввiдношення

d∗(n) =
1

n

d(n) +
∑

i|n, i̸=n

ϕ
(n
i

)
· ρ (n, i)

 , (4)

де d(n) =
∣∣ℑO

1,n−2;n

∣∣ ; ϕ(q) — функцiя Ейлера (кiлькiсть натуральних менших
за q чисел, взаємнопростих iз ним), а ρ (n, i) — число тих дiаграм з класу
ℑO

1,n−2;n , якi самосумiщуються при поворотi (за годинниковою стрiлкою) на
кут ω(n, i) = 2π

2n · 2i = 2π · i
n .

Очевидно, що для дiльникiв i ̸= n числа n кут ω(n, i) 6 π . Бiльше того,
поклавши j = n

i , спiввiдношення (4) можна подати у виглядi

d∗(n) =
1

n

d(n) +
∑

j|n, j ̸=1

ϕ(j) · ρ
(
n, nj

) , (5)

де ρ
(
n, nj

)
— число тих дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n , якi самосумiщуються при

поворотi (за годинниковою стрiлкою) на кут ω
(
n, nj

)
= 2π

j .

Теорема 2. Для натуральних n > 3 число d∗(n) неiзоморфних (нееквi-
валентних вiдносно дiї циклiчної групи) дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n можна
обчислити за формулами

d∗(n) =
1

n

C4
n+1 +

∑
j|n,

j∈{2,3,4}

ϕ(j) · ρ
(
n, nj

) , (6)

ρ
(
n, n2

)
=

n(n− 2)

8
, ρ

(
n, n3

)
=

n

3
, ρ

(
n, n4

)
=

n

4
. (7)

Доведення. Як було показано вище, всi дiаграми з класу ℑO
1,n−2;n подiля-

ються на два характеристичнi пiдкласи A (рис. 8 a), b) ) i B (рис. 8 c) ).
Дiаграми з пiдкласу B самосумiщуються при поворотi на певний кут

ω
(
n, nj

)
=

2π

j
, j ∈ {2, ..., n} (8)

лише за умов, коли n дiлиться на 3, а поворот здiйснюється на кут кратний
куту ω = 2π

3 (при j = 3 ) — рис. 8 c) .
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Для n = 3k число таких дiаграм становить C1
k , або, що теж саме, для

цiлих n
3 число зазначених дiаграм становить ρ

(
n, n3

)
= C1

n
3
= n

3 .
 

 

 

 

 

 

)a   )b   )c  

 

 Рис. 8: всi типи дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n , якi самосумiщуються при поворотi на кути

π
2

, π та 2π
3

вiдповiдно

Дiаграми з пiдкласу A самосумiщуються при поворотi на певний кут (8)
лише за умов, коли n дiлиться на 4 або ж на 2 . Причому:

в першому випадку поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π
2

(при j = 4 ) — рис. 8 a) ,
в другому випадку — на кут кратний куту ω = π (при j = 2 ) — рис. 8 b) .

Крiм того, не важко перевiрити, що:
в першому випадку для n = 4k число вiдповiдних дiаграм становить C1

k ;
звiдки для цiлих n

4 число зазначених дiаграм становить ρ
(
n, n4

)
= n

4 ,
в другому випадку для n = 2k число вiдповiдних дiаграм також

становить C1
k ; звiдки для цiлих n

2 число зазначених дiаграм становить
ρ
(
n, n2

)
= n

2 . �
2.4. Число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n

Застосовуючи лему Бернсайда (див. напр. [2], [13], [14]), не важко вста-
новити, що число d∗∗(n) нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи)
дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n можна визначити за допомогою спiввiдношення

d∗∗n =
1

2
(d∗(n) + S(n)) , (9)

де d∗(n) — число неiзоморфних дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n ,

S(n) =

{
s0(n), n = 2m+ 1
1
2(s1(n) + s2(n)), n = 2m,

(10)

s0(n) – число тих дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n , що є симетричними вiдносно фiк-

сованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та
сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону;
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s1(n) ( s2(n) ) –– число тих дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n , що є симетричними вiд-

носно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних
чорних (вiдповiдно сiрих) дуг 2 -кольорового 2n -шаблону.

Таким чином, з урахуванням спiввiдношень (9), (10) та встановлених
формул (6), (7) для обчислення величини d∗(n) , задача про пiдрахунок чис-
ла d∗∗(n) нееквiвалентних дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n зводиться до задач про
пiдрахунок величин s0(n) , s1(n) , s2(n) .

Зауваження 3. В подальшому з метою бiльшої наочностi та уникнен-
ня непотрiбних нагромаджень (при вiзуалiзацiї вiдповiдних типiв дiаграм)
дуги дiаграми, якi мiстять виключно сiрi 1-цикли, будемо зображати у виг-
лядi «прозорої» дуги, яку стягує пунктирна «дуга-хорда» – рис. 9 c) .

 

  

 

 

)a  )b  )c  )d  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

|||  

|||  

Рис. 9:

Лема 2. Нехай n = 2m+1 . Тодi число s0(n) дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n , що є

симетричними вiдносно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через сере-
дини протилежних чорної та сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону, можна
обчислити за формулою.

s0(n) =
1

8
(n− 1)(n+ 1). (11)

Доведення. Всi дiаграми з класу ℑO
1,n−2;n , що є симетричними вiдносно

фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної
та сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону (n = 2m+ 1 ), вичерпуються дiагра-
мами двох типiв – першого i другого, зображених на рис. 9 a) та рис. 9 b)
вiдповiдно.

Оскiльки n = 2m+ 1 , то число дiаграм першого типу становить
C1

(2m+1)−1
2

= C1
m . Число дiаграм другого типу становить C2

(2m+1)−1
2

= C2
m .

I тому s0(n) = s0(2m+ 1) = C1
m + C2

m = C2
m+1 =

m·(m+1)
2 = 1

8(n− 1)(n+ 1) .
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Лема 3. Нехай n = 2m . Тодi мають мiсце рiвностi

s1(n) = C2
n
2
=

1

8
n(n− 2), s2(n) =

1

8
(n− 2)(n+ 8); (12)

1

2
(s1(n) + s2(n)) =

1

8
(n− 2)(n+ 4). (13)

Доведення. Всi дiаграми з класу ℑO
1,n−2;n , що є симетричними вiдносно

фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорних
дуг 2 -кольорового 2n -шаблону (n = 2m ), вичерпуються дiаграмами виду,
зображених на рис. 9 d) . Число таких дiаграм становить C2

2m
2

= C2
m .

Звiдки s1(n) = C2
n
2
= 1

8n(n− 2) .
 

    

)a  )b  )c  )d  

 

 

 

Рис. 10:

Дiаграми з класу ℑO
1,n−2;n , що є симетричними вiдносно фiксованої осi си-

метрiї, яка проходить через середини протилежних сiрих дуг 2 -кольорового
2n -шаблону, вичерпуються дiаграмами чотирьох типiв – першого, другого,
третього i четвертого, зображених на рис. 10 a), b), c) i d) вiдповiдно.

Оскiльки n = 2m , то
число дiаграм першого типу становить C1

2m−2
2

= C1
m−1 ;

число дiаграм другого типу також становить C1
m−1 ;

число дiаграм третього типу – C1
2m−2

2

= C1
m−1 , а

четвертого типу – C2
2m−2

2

= C2
m−1 .

I тому
s2(n) = s2(2m) = 3C1

m−1 + C2
m−1 = 2C1

m−1 + C2
m = 1

8(n− 2)(n+ 8) .
Крiм того,

1
2 (s1(n) + s2(n)) =

1
16(n− 2) (n+ n+ 8) = 1

8(n− 2)(n+ 4).
�

З урахуванням спiввiдношень (9), (10) та лем 1 i 2, має мiсце
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Теорема 3. Для натуральних n > 3 число d∗∗(n) нееквiвалентних (вiд-
носно дiї дiедральної групи) дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n можна обчислити за
формулою

d∗∗(n) =
1

2
(d∗(n) + S(n)) , (14)

де d∗(n) визначається за формулами (6), (7) , а

S(n) =

{
1
2m(m+ 1), n = 2m+ 1
1
2(m− 1)(m+ 2), n = 2m.

(15)

3. Додатки та прикiнцевi зауваження
Нижче (на рис. 11 та 12) в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi дiа-

грами з класiв ℑO
1,7;9 та ℑO

1,8;10 вiдповiдно.
 

      

1 2 3 4 5 6 

      

7 8 9 10 11 12 

      

13 14 15 16 17 18 

      

19 20 21 22 23 24 

 

 

 

 

Рис. 11: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,7;9

Не важко перевiрити, що серед 24 неiзоморфних дiаграм з класу ℑO
1,7;9 є

7 пар еквiвалентних дiаграм. I тому d∗∗(9) = 17 .
Серед 34 неiзоморфних дiаграм з класу ℑO

1,8;10 є 10 пар еквiвалентних
дiаграм. I тому d∗∗(10) = 24 .
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1 2 3 4 5 

     
6 7 8 9 10 

    

 

11 12 13 14  

     
15 16 17 18 19

     
20 21 22 23  24 

     
25 26 27 28 29

     
30 31 32 33  34 

 

Рис. 12: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,8;10
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Повторюючи мiркування, аналогiчнi наведеним в роботi [6], не важко
встановити справедливiсть наступного твердження

Твердження 1. При n → ∞ величини d∗∗(n) та d(n)
2n = (n−2)·(n−1)·(n+1)

48 є
еквiвалентними нескiнченно великими величинами.

n d(n) d∗(n) s(n) d∗∗(n) d∗∗(n) =
[
d(n)
2n

]
4 5 2 2 2 1
5 15 3 3 3 2
6 35 7 5 6 3
7 70 10 6 8 5
8 126 17 9 13 8
9 210 24 10 17 12
10 330 34 14 24 17
11 495 45 15 30 23
12 715 62 20 41 30
13 1 001 77 21 49 39
14 1 365 99 27 63 49
15 1 820 122 28 75 61
16 2 380 151 35 93 74
17 3 060 180 36 108 90
18 3 876 218 44 131 108
19 4 845 255 45 150 128
20 5 985 302 54 178 150
21 7 315 349 55 202 174
22 8 855 405 65 235 201
23 10 626 462 66 264 231
24 12 650 531 77 304 264
25 14 950 598 78 338 299
26 17 550 678 90 384 338
27 20 475 759 91 425 379
28 23 751 852 104 478 424
29 27 405 945 105 525 473
30 31 465 1 053 119 586 524
40 101 270 2 537 209 1 37 1 266
100 4 082 925 40 842 1 274 21 058 20 415
200 65 998 350 330 017 5 049 167 533 164 996
300 335 246 275 1 117 526 11 324 564 425 558 744
400 1 061 326 700 2 653 367 20 099 1 336 733 1 326 658
500 2 593 739 625 5 187 542 31 374 2 609 458 2 593 740
1 000 41 583 291 750 41 583 417 125 249 20 854 333 20 791 646
2 000 665 999 833 500 333 000 167 500 499 166 750 333 166 499 958
3 000 3 372 749 625 250 1 124 250 251 1 125 749 562 688 000 562 124 938
4 000 10 661 332 667 000 2 665 333 667 2 000 999 1 333 667 333 1 332 666 583
5 000 26 031 248 958 750 5 206 250 417 3 126 249 2 604 688 333 2 603 124 896

Табл. 1: початковi значення величин d(n) , d∗(n) та d∗∗(n)
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Висновки
Таким чином, в представленiй роботi для натуральних n > 3 повнiс-

тю розв’язана задача про пiдрахунок числа неiзоморфних (нееквiвалентних
вiдносно дiї циклiчної групи) та нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної
групи) дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n . Крiм того, для початкових n ∈ {3, 5, ..., 10}
в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi та нееквiвалентнi дiаграми з вiд-
повiдних класiв, а для n ∈ {3, 5, ..., 40} – точнi значення числа неiзоморфних
та нееквiвалентних таких дiаграм.

Бiльше того, з урахуванням зауваження 2. та теореми 1., iснує тiсний
зв’язок мiж дiаграмами з класу ℑO

1,n−2g;n та перестановками певного виду,
чиї «breakpoint» графи розкладаються у k = n− 2g циклiв [4, 5, 17].

На нашу думку, цiлком досяжною здається подальша робота, пов’язана з
одержанням аналогiчних результатiв для дiаграм з класу ℑO

1,n−4;n (роду 2).
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Kadubovs’kyi Оleksandr А., Balyasa Nataliya P.
Donbas State Teachers’ Training University, Slovians’k, Ukraine.

Enumeration of 2-color chord O -diagrams of the genus one that
have one black (or grey) face under rotation and reflection

In this paper we consider 2 -color chord O -diagrams (of order n ) with one
black and (n− 2) grey faces under the action of (i) the rotation group (cyclic of
the order n ) and of (ii) the rotation/reflection group (dihedral of the order 2n ).

For natural 3 6 n 6 10 we have illustrated all non-isomorphic and non-
equivalent of such diagrams. We have established explicit formulas for counting
the number of non-isomorphic and non-equivalent diagrams from the specified
class. In addition, for natural 3 6 n 6 40 we have also listed the exact value of
the number of non-isomorphic and non-equivalent such diagrams accordingly.

Keywords: 2 -color chord O -diagrams, genus of a diagram, faces of a di-
agram, cyclic and dihedral groups.
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