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Ми звертаємо увагу на те, що належне використання методу координат дозволить набагато
спростити розумiння як природностi, так i деталей доведення важливих тверджень, для
яких при дiючому пiдходi використовується теорема Фалеса – теореми Пiфагора, введення
тригонометричних функцiй гострого кута та доведення ознак подiбностi трикутникiв.
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Вступ
При роботi зi школярами в рiзних формах, враховуючи викладання в

школi, керування шкiльними та позашкiльними гуртками математичного
спрямування, читання лекцiй в лiтнiх школах ми звернули увагу на досить
неприємне явище – учнi, котрi закiнчили 8-й клас, не усвiдомлюють важливо-
стi теореми Фалеса як такої, що без перебiльшення можна назвати ключовою
теоремою курсу геометрiї 8-го класу. Так, з “наслiдку з теореми Фалеса” в
дiючих пiдручниках геометрiї виводять:

1. Ознаки подiбностi трикутникiв;
2. Можливiсть введення тригонометричних функцiй гострого кута;
3. Теорему Пiфагора.
Будь-який з перерахованих трьох пунктiв гiдний того, щоб учень оцiнив

теорему Фалеса як дуже важливу. Втiм, за нашими спостереженнями учнi,
котрi закiнчили 8-й клас, цю теорему навiть не згадують у вiдповiдь на про-
хання назвати 5 найважливiших фактiв з геометрiї, котрi вони вивчили у
8-му класi. Теорема Фалеса, за нашими спостереженнями, губиться, на дум-
ку учнiв, мiж властивостями паралелограма та ромба, теоремою Пiфагора,
властивостями дотичних та хорд, тощо.
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При цьому доведення теореми Фалеса в сучасних пiдручниках є або за-
вiдомо неповним, або одним з найскладнiших серед тверджень, котрi дово-
дяться в курсi геометрiї. Наявнi в пiдручниках доведення явно чи неявно
використовують граничний перехiд та щiльнiсть множини додатних рацiо-
нальних чисел в множинi дiйсних додатних чисел, але при цьому не надають
належних означень i, вiдповiдно, не наводять строгих викладок, що, зрештою,
навряд чи доцiльно робити, орiєнтуючись на учнiв 8-х класiв середньої шко-
ли.

Як викладачам геометрiї, так i школярам, котрi геометрiю лише почина-
ють вивчати, вiдомо, що поняття теорем та аксiом як структурних елементiв
курсу геометрiї походить з працi “Початки геометрiї” давньогрецького ма-
тематика Евклiда. Серед досягнень бiльш пiзнiх геометрiв, порiвняльних за
своєю значущiстю з роботою Евклiда, варто видiлити:

– працю Рене Декарта, де вiн запропонував координатний метод;
– неевклiдову геометрiю вiдкриту Лобачевським, Больяї, Гаусом i розви-

нуту бiльш пiзнiми математиками, та
– розвиток Уiльямом Гамiльтоном в першiй половинi 19-го столiття мето-

дiв використання векторiв при розв’язаннi геометричних задач.
Розумiння неевклiдової геометрiї потребує вiд учнiв нетривiального аб-

страктного мислення i або не згадується в шкiльних курсах геометрiї (що
природно), або згадується лише на рiвнi зауваження, що неевклiдова гео-
метрiя може бути побудована. Водночас, як векторний метод, так i метод
координат так чи iнакше вiдображений у всiх шкiльних курсах геометрiї.

Ми переконанi в тому, що усвiдомлення математиками - авторами пiдру-
чникiв iснування неевклiдової геометрiї схилило їх такого викладу матерiалу,
щоб не використовувати в якостi очевидних тi твердження, котрi рiвносильнi
5-му постулату Еквлiда (аксiомi паралельних).

Радянський математик Андрiй Миколайович Колмогоров писав в [12], що
метод координат повинен використовуватися лише як допомiжний - так, щоб
виклад геометрiї не ставав вiд використання цього методу менш “геометри-
чним”. Наводячи огляд сучасних (та, зрештою, i радянських) пiдручникiв
геометрiї ми покажемо, що всi вони вiдповiдають наведеному побажанню
А. Колмогорова.

Ми покажемо, що теорему Фалеса набагато природнiше доводити з ви-
користанням методу координат i, взагалi, використовувати цей метод не “як
допомiжний” i не як “засiб iлюстрацiї геометричних мiркувань”, а саме як
метод доведення геометричних тверджень, доведення яких без використання
методу координат стає суттєво складнiшим.
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Ми пропонуємо переглянути шкiльну програму з геометрiї таким чином,
щоб важливi теореми, такi як теорема Пiфагора, теорема про графiк лiнiйної
функцiї, подiбнiсть трикутникiв вивчалися як такi, що є простими i природни-
ми. Щоб простота i природнiсть доведення вiдповiдних тверджень слугувала
легкому розумiнню матерiалу учнями, а не ставала заручником структури
пiдручника, невдало вибраної його автором.

Ми покажемо, що теорему Пiфагора можна довести такими способами,
що їх може легко зрозумiти середнiй учень як 7-го, так i 6-го класу звичай-
ної школи. Використовуючи теорему Пiфагора, можна довести, що графiк
рiвняння y = ax , де a – деяка стала, є прямою. Використовуючи рiвняння
прямої, легко як довести ознаки подiбностi прямокутних трикутникiв, так i
ввести тригонометричнi функцiї гострих кутiв. Лише пiсля цього, використо-
вуючи введенi тригонометричнi функцiї, варто доводити ознаки подiбностi
трикутникiв “загального вигляду”.

Мотивацiя
Альберт Ейнштейн [8, с. 134] з приводу вивчення геометрiї писав:

У вiцi 12 рокiв я пережив одне диво: його джерелом була книжечка
з евклiдової геометрiї на площинi, котра потрапила менi до рук на по-
чатку навчального року. Там були твердження, наприклад, про перетин
трьох висот трикутника в однiй точцi, якi хоч i не були самi по собi
очевидними, але могли бути доведенi з впевненiстю, що вiдкидала будь-якi
сумнiви. Ця яснiсть i впевненiсть справили на мене велике враження.
Мене не турбувало те, що аксiоми повиннi бути прийнятi без доведення.
Взагалi, менi було цiлком достатньо, якщо я мiг в своїх доказах спиратися
на такi положення, котрi здавалися менi безспiрними. Я пам’ятаю,
наприклад, що теорему Пiфагора менi довiв мiй дядько ще до того, як
ця книжечка потрапила менi до рук. Великих зусиль менi вартувало
“довести” цю теорему з допомогою подiбних трикутникiв; при цьому менi
здавалося “очевидним”, що вiдношення сторiн прямокутного трикутника
повинно визначатися одним з його гострих кутiв. Взагалi менi здава-
лося, що доводити потрiбно лише те, що не “очевидно” саме в такому сенсi.

Звiсно, наведена цитата при уважному її прочитаннi викликає ряд неодно-
значних питань. Не ясно, яким саме чином доводилася теорема Пiфагора “з
допомогою подiбних трикутникiв”, якщо Ейнштейну подiбнiсть прямокутних
трикутникiв з однаковими кутами була очевидною, але при цьому довести
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теорему “вартувало великих зусиль”. Водночас, сама iдея всесвiтньо вiдомого
фiзика про необхiднiсть доведення лише тих тверджень, якi не очевиднi учне-
вi, має бути, на нашу думку, якщо не прийнята беззаперечно, то, принаймнi
взята до уваги як така, що природна за своїм походженням.

В серединi 1960-х рокiв в Радянському Союзi вiдбувалася, говорячи су-
часною мовою, модернiзацiя шкiльної системи математичної освiти, якою
керував А.М. Колмогоров. В статтi [12] вiн висловив таку програмну заса-
ду побудови геометрiї в старших класах: “Курс геометрiї в старших класах
будується на основi векторних уявлень (рос. - «векторных представлений»).
При цьому є природним i звернення до координатного методу, однак в якостi
допомiжного, так, що виклад вiд цього не стає менш геометричним”.

В 1960-х роках мала мiсце вiдображена в цитатi А. Колмогорова пере-
конанiсть, що векторна побудова геометрiї за Вейлем є бiльш простою за
традицiйну побудову геометрiї [6]. Тому суть реформи, котрою займався Кол-
могоров, багато в чому зводилася до питання про використання векторiв в
шкiльному курсi геометрiї, в першу чергу – стереометрiї.

На початку 1980-х рокiв були написанi пiдручники планiметрiї О.Д. Але-
ксандровим. В пiдручнику [1], написаному за його мотивами, теорема Пiфа-
гора доводиться з використанням площ прямокутних трикутникiв, шляхом
вписування прямокутного трикутника в квадрат, сторони якого дорiвнюють
сумi довжин катетiв трикутника. Так само, за допомогою площi трикутника
вводиться поняття тригонометричних функцiй гострого кута.

Обгрунтування коректностi введення тригонометричних функцiй у най-
поширенiших в Українi пiдручниках з геометрiї вводиться з допомогою уза-
гальненої теореми Фалеса. Тому наведемо доведення коректностi тригономе-
тричних функцiй за [1, с. 95].

Розглянемо прямокутний трикутник ABC (див. рис. 1) та вiзьмемо до-
вiльну точку M на катетi AC . Виразимо двома способами площу трикутника
ABM . З одного боку, S = 1

2ma , де a = BC та m = AM . З iншого маємо,
що S = 1

2ch , де h = MD – висота трикутника ABM , c – довжина гiпоте-
нузи первiсного прямокутного трикутника. Прирiвнявши двi рiзнi формули
для площi трикутника ABM отримуємо рiвнiсть

a

c
=

h

m
.

Водночас, нi рiвняння прямої, нi, навiть метод координат, не вводиться i
не використовується при доведеннi головних теорем планiметрiї.

Цiкаво, що в пiдручнику [1] взагалi вiдсутнiй роздiл, присвячений по-
дiбностi трикутникiв. Це пiдтверджує думку про те, що детальне вивчення
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подiбностi трикутникiв потрiбне авторам дiючих шкiльних пiдручникiв лише
з однiєю метою – введення тригонометричних функцiй. Якщо тригонометри-
чнi функцiї ввести без використання подiбностi, то це поняття саме по собi
не представляє iнтересу.

Огляд шкiльних пiдручникiв
Наведемо огляд шкiльних пiдручникiв, протягом якого вивчимо такi пи-

тання:
1. Чи доводить автор пiдручника (i якими засобами) узагальнену теорему

Фалеса (теорему «Про пропорцiйнi вiдрiзки» – про те, що якщо сторони кута
перетнути паралельними прямими, то вiдрiзки на сторонах кута виявляться
пропорцiйними).

2. Яким чином (з використанням узагальненої теореми Фалеса чи нi) ав-
тор пiдручника вводить тригонометричнi функцiї гострого кута.

3. Яким чином (з використанням узагальненої теореми Фалеса чи нi) ав-
тор пiдручника доводить ознаки подiбностi трикутникiв.

4. Яким чином (чи використовує подiбнiсть трикутникiв або теорему
Фалеса i чи використовує поняття площi трикутника) автор пiдручника до-
водить теорему Пiфагора.

5. Яким чином (на скiльки формально i аксiоматизовано) автор пiдру-
чника вводить поняття площi «взагалi», площi прямокутника та площi три-
кутника.

6. Яким чином в пiдручнику алгебри доводиться той факт, що графiк
рiвняння y = ax для фiксованого a є прямою.

Огляд шкiльних пiдручникiв геометрiї для 8-го класу
Вiдповiдi на описанi питання щодо пiдручника [15] авторiв А.Г. Мерзляк,

В.Б. Пололонський, М.С. Якiр виглядають так. Спершу автор доводить тео-
рему Фалеса (стор. 99). Вiдразу пiсля неї (стор. 100) дуже акуратно доводить
теорему «Про пропорцiйнi вiдрiзки», фактично користуючись граничним пе-
реходом, тобто спершу доводить теорему для випадку, коли вiдношення вiд-
рiзкiв є рацiональним числом, а потiм – у загальному виглядi, правда не
використовує явно поняття iррацiонального числа та граничного переходу.

Аналогiчним є виклад цими ж авторами питань, котрi нас цiкавлять, в
їх пiдручнику [16]. Так само, як i в [15], наведено iдею доведення, котре ви-
користовує граничний перехiд. Вiдмiннiсть мiж викладом в пiдручнику для
загальноосвiтнiх шкiл зводиться лише до того, що доведення узагальненої
теореми Фалеса обмежується випадком, коли вiдношення вiдрiзкiв є цiлим
числом i пропонується розглянути “на математичному гуртку” повне доведе-
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ння теореми (стор. 78).
Ознаки подiбностi трикутникiв введено з використанням доведеної теоре-

ми про пропорцiйнi вiдрiзки. Теорема Пiфагора доводиться з використанням
подiбностi трикутникiв – того, що частини прямокутного трикутника, якi
утворюються при проведеннi його висоти, подiбнi «великому» прямокутному
трикутнику.

Поняття площi в пiдручнику [15] вводиться аксiоматично (стор. 173) як
число, котре ставлять у вiдповiднiсть кожному многокутнику. Площа мно-
гокутника – це додатна величина, яка має перерахованi в пiдручнику вла-
стивостi (рiвнi многокутники мають рiвнi площi, вона адитивна та площа
квадрату зi стороною 1 дорiвнює 1). Пiсля цього вводиться поняття числове
значення площi як результат порiвняння того, у скiльки разiв площа дано-
го многокутника вiдрiзняється вiд площi одиничного квадрату. Формули для
площi квадрату (зi стороною, вiдмiнною вiд 1) та площi прямокутнику пере-
творюються в теореми та доводяться з використанням, фактично, граничного
переходу.

До обгрунтування
коректностi

тригонометричних
функцiй за

Александровим

Рис. 1:

До доведення формули
площi прямокутника

Рис. 2:

До доведення теореми
Пiфагора “за Евклiдом”

Рис. 3:

В пiдручнику [5] авторiв М.I. Бурда та Н.А. Тарасенкова, узагальнена те-
орема Фалеса не доводиться (стор. 88), точнiше наводиться схема доведення,
котра використовує граничний перехiд, i ця схема вiднесена до рубрики “Дi-
знайся бiльше”, тобто знання доведення вiд учнiв фактично не вимагається.
Ознаки подiбностi трикутникiв (стор. 96-97) автор доводить з використан-
ня теореми про пропорцiйнi вiдрiзки. Доведення теореми Пiфагора (стор.
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164) автор робить шляхом проведення з прямого кута висоти прямокутного
трикутника та використанням подiбностi утворених трикутникiв. Дивно те,
що вiдразу пiсля доведення теореми Пiфагора автор згадує те, що первин-
но ця теорема була сформульована як рiвнiсть суми площ двох квадратiв
площi третього квадрату та згадує про словосполучення “пiфагоровi штани”
як iлюстрацiю доведення теореми Пiфагора, втiм не наводить доведення цi-
єї теореми з використанням площi. Щодо площi, то спершу постулюється (з
припискою “з попереднiх класiв вiдомо”), що площа квадрата зi стороною
a дорiвнює a2 . Пiсля цього доводиться теорема про площу прямокутника
з використанням креслення, зображеного на малюнку 2 – прямокутник зi
сторонами a та b добудовується до квадрату зi сторонами a + b , пiсля
цього виходить, що площа прямокутника може бути виражена формулою
S = (a+b)2−a2−b2

2 .

В пiдручнику [2] автора Г.В. Апостолова, узагальнена теорема Фалеса до-
водиться, використовуючи граничний перехiд – сторони кута, перетнутого па-
ралельними прямими, щiльно розбиваються великою кiлькiстю паралельних
прямих, а потiм з аналiзу цiєї конструкцiї робляться потрiбнi висновки. Озна-
ки подiбностi трикутникiв в [2] вводяться з допомогою узагальненої теореми
Фалеса (стор. 120). Теорема Пiфагора доводиться з допомогою подiбностi
трикутникiв (стор. 139). Тригонометричнi функцiї гострих кутiв вводяться з
допомогою подiбностi трикутникiв (стор. 161).

В означеннi площi фiгури в пiдручнику [2] площа – це число, котре стави-
ться у вiдповiднiсть кожнiй обмеженiй фiгурi та має властивостi (невiд’ємна,
адитивна, площа квадрату зi стороною 1 дорiвнює 1). Написано, що “можна
довести”, що площа квадрату зi стороною a дорiвнює a2 (стор. 47). Теорема
про площу прямокутника доводиться, використовуючи граничний перехiд –
спершу доводиться формула для квадрата з натуральними сторонами, потiм
– з рацiональними, а потiм – з iррацiональними.

В пiдручнику [3] авторiв Г.П. Бевз, В.Г. Бевз, Н.Г. Владiмiрова, уза-
гальнена теорема Фалеса доводиться лише для випадку, коли вiдношення
вiдрiзкiв на сторонах кута рацiональне число (стор. 73). Далi написано, що
“загальнiше доведення можна здiйснити лише методами вищої математики”.
Подiбнiсть трикутникiв вводиться з допомогою узагальненої теореми Фале-
са (стор. 80). Цiкаво, що подiбнiсть прямокутних трикутникiв в [3] видiлено
в окремий параграф, але цей параграф iде пiсля вивчення подiбностi три-
кутникiв в загальному випадку, а тому, фактично, параграф присвячений
вивченню часткового випадку – пiдготовцi до доведення теореми Пiфагора
через подiбнiсть трикутникiв, що далi (стор. 177) i робиться. Пiсля доведе-
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ння теореми Пiфагора в пiдроздiлi “для допитливих” (стор. 118) наводиться
її доведення з використанням площi – те, яке ми для прикладу наведемо
в цiй статтi. Тригонометричнi функцiї гострих кутiв вводяться з допомо-
гою подiбностi прямокутних трикутникiв (стор. 190). Площа в пiдручнику [3]
вводиться через площу одиничного квадрату та формула для площi прямо-
кутника доводиться з використанням граничного переходу.

В пiдручнику [9] авторiв А.П. Єршова, В.В. Голобородько, О.Ф. Крижа-
новський та С.В. Єршов, як узагальнена теорема Фалеса, так i площа прямо-
кутника доводиться в “додатках” (стор. 235-238), причому цiкаво, що обидвi
теореми, котрi нас цiкавлять, доводяться в одному додатку. Всього додаткiв
два i другий з них – вiдомостi про Золотий перерiз. Подiбнi трикутники вивча-
ються з допомогою узагальненої теореми Фалеса (стор. 111). В пiдручнику [9]
наявний окремий роздiл, присвячений подiбностi прямокутних трикутникiв,
в якому доводяться “метричнi спiввiдношення в прямокутному трикутнику”,
котрi стосуються вiдрiзкiв трикутника, утворених пiсля проведення висоти з
прямого кута. Цi властивостi є наслiдком теорем про подiбнiсть трикутникiв
“загального вигляду”. Виходячи з цих “метричних спiввiдношень” доводи-
ться теорема Пiфагора (стор. 128). Тригонометричнi функцiї гострих кутiв
вводяться в останньому роздiлi пiдручника, використовуючи подiбнiсть три-
кутникiв.

В пiдручнику [9] площа вводиться практично без пояснень (не рахуючи
додаток). Спершу дається формула для площi прямокутника, а потiм — лише
як наслiдок з неї, формула для площi квадрата (стор. 166).

Пiдручник [17] автора О.В. Погорєлов виглядає як прототип всiх пiдру-
чникiв з геометрiї, розглянутих нами в цьому роздiлi. Зрештою, це i не дивно,
адже, навiдмiну вiд авторiв розглянутих пiдручникiв, Олексiй Погорєлов —
видатний харкiвський математик, чиї досягнення в геометрiї були визнанi на
найвищому рiвнi в той час, коли вiн почав займатися шкiльним пiдручником
геометрiї.

Для прикладу, пiдручник [11] автора А.П. Кисельов, за своєю структурою
суттєво вiдрiзняється вiд пiдручника за редакцiєю О.В. Погорєлова, втiм, так
само метод координат не використовується в ньому для доведення важли-
вих теорем. Бiльше того – в роздiлi пiд назвою “Застосування алгебри до
розв’язання геометричних задач” розглядаються побудови з циркулем i лi-
нiйкою та використання подiбностi трикутникiв чи iнших методiв для того,
щоб будувати вiдрiзки, чиї довжини заданi формулами через довжини да-
них вiдрiзкiв, заданих на малюнку безпосередньо (тобто побудови вигляду
ab
c ,

√
ab,

√
a2 ± b2 ).
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Першим нетривiальним роздiлом пiдручника [11] є подiбнiсть трикутни-
кiв. Цей роздiл починається з леми про те, що трикутник, котрий вiдсiкається
вiд трикутника прямою, паралельною до його сторони, подiбний до вихiдно-
го. Така теорема є у пiдручниках [2, 3, 5, 9, 16], Втiм там вона доводиться
з допомогою наслiдку з теореми Фалеса, котра, в свою чергу, доводиться з
допомогою або граничного переходу, або чиє доведення не є повним. Ця Лема
в пiдручнику [11] доводиться шляхом розбиття трикутника на велику кiль-
кiсть “маленьких” трикутникiв, проведенням багатьох прямих, паралельних
“основi” та однiй з “бокових сторiн” трикутника.

Тригонометричнi функцiї гострого кута вводяться в [11], використовуючи
подiбнiсть трикутникiв i роздiл, присвячений введенню тригонометричних
функцiй, є останнiм в главi, присвяченiй подiбним фiгурам.

Теорема про формулу площi прямокутника доводиться (стор. 97-100) з
використанням, фактично, граничного переходу та означення площi через
площу одиничного квадрату.

Теорема Пiфагора доводиться в пiдручнику [11] двiчi. Один раз – вiдразу
пiсля введення подiбностi трикутникiв (стор. 44-45) i доводиться приблизно
так, як в [2, 3, 5, 9, 16]. Втiм, пiсля введення поняття площi, зокрема, площi
трикутника, теорема Пiфагора доводиться вдруге (стор. 106-107) – з допомо-
гою площ i методом, названим “Доведення Евклiда”, оскiльки саме в такий
спосiб теорема Пiфагора доводиться в першiй книзi його Начал [7, стор. 58]
(книга 1, твердження 47). Наведемо це доведення.

Нехай маємо довiльний трикутник ABC з прямим кутом A . Розглянемо
квадрати BDEA , AFGC та BCKH , побудованi як на малюнку 3. Прове-
демо пряму AM перпендикулярну до BC . Тодi квадрат BCKH подiлиться
на два прямокутники. Доведемо, що площа прямокутника BLMH та ква-
драту BDEA збiгаються, а площа прямокутника LCKM дорiвнює площi
квадрату AFGC .

Проведемо допомiжнi вiдрiзки DC та AH . Розглянемо трикутники
DCB та ABH . Площа трикутника DCB дорiвнює половинi площi квадра-
ту BDEA , оскiльки площу цього трикутника можна записати як пiвдобуток
вiдрiзка BD (як основи трикутника) та AB (як висоти трикутника, проведе-
ної до основи BD ). Аналогiчно, площа трикутника DCB дорiвнює половинi
площi прямокутника BLMH .

З iншого боку, трикутники ABH та BDC рiвнi, оскiльки BD = DA та
BC = BH i ∠DBC = ∠BDC , оскiльки кожен з цих кутiв отримується до-
даванням прямого кута до кута ∠CBA . Таким чином, з рiвностi зазначених
трикутникiв та мiркувань про їх площу маємо, що площа квадрата BDEA
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дорiвнює площi прямокутника BLMH .
Рiвнiсть площ квадрату AFGC та прямокутника LCKM доводиться

аналогiчно.

Огляд шкiльних пiдручникiв алгебри для 7-го класу
Наведемо огляд останнього - шостого з поставлених нами питань з при-

воду пiдручникiв, котрi зараз використовуються в навчальному процесi в
Українi – про те, яким чином в пiдручнику алгебри доводиться той факт,
що графiк рiвняння y = ax для фiксованого a є прямою.

Розмаїття пiдходiв в пiдручниках алгебри, якi нам довелося опрацювати,
набагато вужча, нiж пiдручникiв геометрiї для 8-го класу.

Так, в усiх чотирьох пiдручниках [4, 10, 13, 14] є роздiл, присвячений
функцiям, пiдроздiл, присвячений графiкам функцiй та, пiсля нього – роздiл,
що стосується лiнiйних функцiй та їх графiкiв. Означення лiнiйної функцiї
майже дослiвно однакове i виглядає приблизно так : Функцiю, яку можна
задати формулою виду y = kx+ b , де k i b — деякi числа, а x — незалежна
змiнна, називають лiнiйною.

В пiдручнику [14] колективу авторiв А.Г. Мерзляк, Б.В. Полонський та
М.С. Якiр, на стор. 179 написано: “у старших класах ви доведете, що графiк
лiнiйної функцiї, область визначення якої – всi дiйснi числа, є пряма”. Пiсля
цього, фактично на прикладах, показано, як нахил прямої, що є графiком
функцiї вигляду y = ax , залежить вiд a .

В пiдручнику [10] написано (стор. 145): “У старших класах ви переконає-
теся, що графiком лiнiйної функцiї є пряма”.

У пiдручнику [4] авторiв Бевз Г.П. та Бевз В.Г. вiдразу пiсля означен-
ня лiнiйної функцiї накреслено графiки двох лiнiйних функцiй i написано,
що цi приклади можна узагальнити, сформулювавши правило: “Графiк ко-
жної лiнiйної функцiї – пряма. I кожна пряма на координатнiй площинi, не
перпендикулярна до осi абсцис, – графiк деякої лiнiйної функцiї”.

В пiдручнику [13] авторiв В. Кравчук та Г. Янченко твердження про те,
що графiк лiнiйної функцiї є прямою, не формулюється явним чином в жо-
днiй формi – розглядається деяка кiлькiсть прикладiв, на кожному з яких
будується пряма. Потiм вводиться поняття кутового коефiцiєнту прямої (лi-
нiйної функцiї), окремим випадком розглядається функцiя y = kx та без
доведення “отримується” залежнiсть чвертей координатної площини, в яких
знаходиться графiк, вiд знаку k (стор. 147).
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Теорема Пiфагора
Як ми бачили, доведення теореми Пiфагора з допомогою площ трикутни-

кiв вiдоме з часiв давньої Грецiї i один з варiантiв доведення наведено навiть
в “Началах” Евклiда. По-при те, що в багатьох сучасних пiдручниках геоме-
трiї поняття площi вводиться складно, i навiть формула площi квадрата на
думку деяких авторiв потребує, фактично, використання граничного перехо-
ду. Втiм, навiть в пiдручниках, виданих в 20-му столiттi (наприкл. [1, 3, 11]),
можна знайти доведення теореми Пiфагора з допомогою площi трикутникiв.

Таким чином, можливiсть доведення теореми Пiфагора з використанням
поняття площi, чи вiдмова вiд цього доведення – справа традицiї та уподобань
конкретних авторiв пiдручникiв, а зовсiм не справа припустимостi такого
доведення самого по собi.

Наведемо один з варiантiв доведення теореми Пiфагора, котре викори-
стовує поняття площi прямокутника трикутника i взяте з [3, стор. 118]. Цей
спосiб доведення теореми Пiфагора кращий за метод доведення, поданий в
Началах Евклiда.

Розглянемо прямокутний трикутник ABC з прямим кутом C (див.
рис. 4). На променях CA та CB вiдкладемо точки F та M так, щоб вiдрiзки
CF та CM дорiвнювали сумi катетiв трикутника ABC .

Розглянемо квадрат CFKM , та на його сторонах вiзьмемо точки G та L
так, щоб FG = KL = AB . Тодi утворенi чотири трикутники будуть рiвними,
а чотирикутник AGLB буде квадратом.

До доведення теореми
Пiфагора “через площi”

Рис. 4:

До введення
тригонометричних

функцiй

Рис. 5:

До обгрунтування подiбностi
трикутникiв

Рис. 6:

Теорему Пiфагора отримаємо, якщо вiднiмемо вiд площi “великого” ква-
драта площi чотирьох прямокутних трикутникiв.

Легко бачити, що наведене доведення теореми Пiфагора набагато простi-
ше за те, що є в “Началах” Евклiда. Це, найiмовiрнiше, пояснюється тим, що
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давнi Греки не вважали коректними операцiї з довжинами вiдрiзкiв так, як
це робимо ми, сучаснi європейцi, користуючись не лише Грецькою традицiєю,
але i традицiєю середньовiчних арабiв, розвинутою пiзнiше Франсуа Вiєтом
на його послiдовниками.

Поняття площi
По-при те, що доведення теореми Пiфагора вiдоме ще з “Начал” Евклi-

да, уявлення про математичну строгiсть суттєво змiнилися пiсля вiдкриття
диференцiального числення та, головне – пiзнiше, пiсля вiдкриття геометрiї
Лобачевського.

Ця змiна уявлень про математичну строгiсть полягає в тому, що деякi
з тверджень, котрi вважалися очевидними для Евклiда, в 20-му – 21-му
столiттях вже вважаються такими, що потребують або обгрунтування, або
аксiоматизацiї, або зауваження на зразок того, що “це твердження ми не бу-
демо доводити, а воно буде доведено в бiльш старших класах, на гуртках, i
т.д.”. Тобто в будь-якому разi, навiть в разi, коли автор пiдручника в 20-21
столiттi формулює деяке очевидне для давнього грека (Евклiда) твердження,
вiн повинен робити зауваження про неочевиднiсть цього твердження, а потiм
“викручуватися” на власний розсуд.

Для доведення теореми Пiфагора нам потрiбне не стiльки поняття площi
многокутника, як поняття про площу прямокутного трикутника. З форму-
ли для площi прямокутного трикутника легко можна отримати формулу для
площi непрямокутного трикутника як пiвдобуток сторони на висоту, проведе-
ну до неї. В такому разi, для трикутника зi сторонами a, b, c та проведеними
до них висотами ha, hb, hc маємо рiвностi

aha = bhb = chc.

Фактично, наявнiсть поняття площi дозволяє зробити висновок, що пе-
рерахованi рiвностi вiдношення вiдрiзкiв правильнi, оскiльки кожне з них
вiдношень дорiвнює подвоєнiй площi трикутника.

Якщо стати на позицiю, що вiдсилання до поняття площi при доведеннi
таких рiвностей є неприпустимим, тобто “не переконливим”, то це означає,
що дещо, стосовне поняття площi, має бути доведеним. Цим “дечим” може
бути лише формула для площi прямокутника як така, якою обгрунтовується
формула для площi трикутника.

Якщо акцентувати увагу на потребi доводити формулу для площi прямо-
кутника, то пропонуємо взяти за аксiому те, що площа квадрата за стороною
1 дорiвнює 1, пiсля чого довести, що площа квадрата зi стороною a дорiв-
нює a2 . Пiсля цього довести формулу для площi прямокутника так, як це
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зроблено в пiдручнику [5] (див вище мал.2). Звiсно, ми вважаємо недоцiль-
ним доведення з використанням граничного переходу формули для площi
прямокутника пiсля того, як граничний перехiд вже було використано для
доведення формули для площi квадрата.

Додатково зауважимо, що доведення площi прямокутника як таке, по-
треба якого виникає з нетривiальних формул, що мають бути правильнi для
будь-якого трикутника, може бути iлюстрацiєю геометричних мiркувань, ко-
ли, на перший погляд, неочевидний факт (з рiвностями добуткiв вiдрiзкiв у
трикутнику) доводиться простими мiркуваннями як наслiдок очевидних при-
пущень (про те, що поняття площi може бути використане в математицi i про
те, що площа квадрату дорiвнює квадрату його сторони).

Рiвняння прямої
За iснуючими програмами з математики, з рiвнянням прямої, так само

як з прямокутною системою координат, учнi знайомляться в 7-му класi – в
той рiк, коли починають вивчати геометрiю, котра, в свою чергу починається
з аксiоматики, яка в кiнцевому рахунку, походить вiд Евклiда. Питання про
те, чому множина точок декартової площини, якi задовольняють рiвняння
y = ax , де a = const є прямою не доводиться взагалi – на момент вивчення
цього рiвняння учнi ще не готовi розумiти доведення геометричних фактiв та
усвiдомлювати доведенiсть, чи недоведенiсть конкретної, фактично, теореми.

Питання про те, чому графiком конкретного рiвняння, наприклад, y = 3x
є пряма, бiльшiсть авторiв українських пiдручникiв не доводять, а “пояснюю-
ть”. При цьому “пояснення” виглядає приблизно так (див. огляд пiдручникiв 7
класу з алгебри, поданий вище): розглянемо точку з координатами (0, 0) . Во-
на належить графiку. Розглянемо, наприклад, точки з координатами (1, 3) ,
(2, 6) , (−1, −3) , (−2, −6) . Всi вони є точками шуканого графiку. Нанесе-
мо цi точки на координатну площину, прикладемо лiнiйку та побачимо, що
всi вони лежать на однiй прямiй. Так от, якщо взяти точку з координатами
(x, 3x) для довiльного iншого числа, то вона опиниться на цiй саме прямiй.

Можливо, не всi вчителi усвiдомлюють, що той факт, що графiк функцiї
y = 3x є прямою – це теорема, i її потрiбно не “пояснювати”, а або оголошу-
вати аксiомою (що доволi дивно), або формально доводити, або, принаймнi
самому собi пояснювати, чому цей факт не доводиться. Втiм, те, що вказаний
факт є саме теоремою, сподiваємося, добре розумiють автори пiдручникiв з
алгебри та геометрiї, рекомендованих в рiзнi роки мiнiстерством освiти (в рi-
зних варiантах його назви) для використання в навчальному процесi. Тому
в пiдручниках геометрiї в першi два роки (7-8 класи) вивчення геометрiї ме-
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тод координат не використовується, а в 9-му класi цьому методу присвячено
рiвно один параграф, пiсля чого до нього автори не повертаються.

Для доведення того, що зазначений графiк дiйсно є прямою, потрiбно
формалiзувати поняття прямої – зробити те, чого не робиться в дiючих пiд-
ручниках геометрiї. Нам буде достатньо такого означення.

Рiзнi точки A , B та C лежать на прямiй, якщо виконується одна з
трьох рiвностей:

1. AB +BC = AC ;
2. AC +BC = AB ;
3. BA+ AC = BC .
Пiсля цього пряма – це нескiнченна в обидва боки фiгура без розривiв,

кожнi три точки якої є такими, що лежать на однiй прямiй. Звiсно, словоспо-
лучення “без розривiв” в цьому “означеннi” приховує в собi граничний перехiд
(бо якщо будемо за двома точками будувати середини вiдрiзiв та новi “краї” за
кiнцем вiдрiзку i його серединою, то отримаємо лише злiченну, хоч i щiльну,
множину точок прямої). Втiм, цей граничний перехiд набагато зрозумiлiший
школярам, нiж доведення узагальненої теореми Фалеса в тих пiдручниках,
де ця теорема строго доводиться.

Зауважимо, що наслiдком теореми Пiфагора є формула для довжини вiд-
рiзка, кiнцi якого заданi декартовими координатами. Вiзьмемо довiльнi три
точки A(x1, ax1) , B(x2, ax2) та C(x3, ax3) графiку рiвняння y = ax . Не
обмежуючи загальностi мiркувань, можемо вважати, що x1 < x2 < x3 . Тодi
рiвнiсть AB+BC = AC є тривiальним наслiдком формули довжини вiдрiз-
ку.

Тригонометричнi функцiї гострих кутiв
Нехай маємо два прямокутнi трикутники A1B1C1 та A2B2C2 з прямими

кутами ∠C1 = ∠C2 = 900 та такi, що ∠A1 = ∠A2 .
Сумiстимо точки A1 та A2 цих трикутникiв та зробимо так, щоб точки

C1 та C2 лежали на одному променi. Введемо декартову систему координат
з початком в точцi A = A1 вiссю абсцис, направленою вздовж сторони A1C1

та такою, щоб точки B1 та B2 опинилися в першiй чвертi.
В цьому разi променi AB та A1B1 збiгатимуться. Пряма, котра їх мi-

ститиме, матиме рiвняння y = ax , де число a залежить вiд величини кута
∠A = ∠A1 .

Рисунок 5 виконано для випадку, коли A1C1 < A2C2 . Нехай A1C1 = x1 та
A2C2 = x2 . Тодi можемо знайти координати точок наших двох трикутникiв,
отримавши таке: A1(0, 0) , A2(0, 0) , B1(x1, ax1) , B2(x2, ax2) , C1(x1, 0) та
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C2(x2, 0) .
З формули для довжини вiдрiзка отримуємо довжини сторiн трикутникiв,

а саме A1C1 = x1 , A2C2 = x2 , B1C1 = ax1 , B2C2 = ax2 , A1B1 = x1
√
1 + a2

та A2B2 = x2
√
1 + a2 .

Враховуючи отриманi формули для довжин сторiн трикутникiв, рiвностi
вiдношень, котрi необхiднi для введення тригонометричних функцiй, є оче-
видними.

Подiбнiсть прямокутних трикутникiв
Пiсля введення системи координат та обгрунтувавши коректнiсть вико-

ристання рiвняння прямої, ознаки подiбностi трикутникiв виявляються три-
вiальними твердженнями, котрi випливають з методу координат. Наведемо
цi твердження.

Нагадаємо, що трикутники називаються подiбними, якщо їх вiдповiднi
кути рiвнi, а вiдповiднi сторони пропорцiйнi.

Сформулюємо ознаки подiбностi прямокутних трикутникiв.
1. За двома кутами (якщо два вiдповiднi кути прямокутних трикутникiв

рiвнi, то цi трикутники подiбнi);
2. За двома вiдповiдно пропорцiйними сторонами (якщо двi сторони одного

прямокутного трикутника пропорцiйнi двом вiдповiдним сторонам iншо-
го прямокутного трикутника, то цi прямокутнi трикутними подiбнi).

Перша зi сформульованих ознак подiбностi прямокутних трикутникiв ви-
пливає з мiркувань, цiлком аналогiчних до введення тригонометричних фун-
кцiй. Потрiбно ввести систему координат, сумiстивши два рiвнi гострi кути
в початку координат, розмiстивши прямi кути на однiй з осей координат та
сумiстивши гiпотенузи на одному променi, що виходить з початку координат.
Пiсля цього пропорцiйнiсть вiдповiдних сторiн прямокутних трикутникiв бу-
де випливати з формули довжини вiдрiзка та рiвняння прямої, яка проходить
через початок координат.

Друга ознака подiбностi прямокутних трикутникiв доводиться аналогi-
чно. Нехай у трикутникiв A1B1C1 та A2B2C2 сторони пропорцiйнi та кути
∠C1 та ∠C2 прямi. Так само, як i ранiше, сумiстимо вершини A1 та A2 , роз-
мiстимо вершини C1 та C2 на осi координат, а точки B1 та B2 розмiстимо в
першiй чвертi. Нехай рiвняння прямої A1B1 буде y = ax , а рiвняння прямої
A2B2 буде y = bx . Втiм,

a =
B1C1

A1C1
=

B2C2

A2C2
= b,

звiдки маємо рiвнiсть всiх вiдповiдних кутiв наших трикутникiв.
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Подiбнiсть трикутникiв загального вигляду
Питання про подiбнiсть трикутникiв “загального вигляду”, тобто таких,

про якi не дано, що вони є прямокутними, пропонуємо зводити до подiбностi
прямокутних трикутникiв.

Наведемо iдею доведення ознак подiбностi трикутникiв “загального ви-
гляду”.

Подiбнiсть за трьома кутами. Нехай про трикутники A1B1C1 та
A2B2C2 вiдомо, що їх вiдповiдi кути рiвнi. Доведемо пропорцiйнiсть сторiн
цих трикутникiв.

Опустимо висоту найбiльшого кута кожного з цих трикутникiв (див.
рис. 6). Будемо вважати, що найбiльший кут – це кут ∠C1 = ∠C2 . Те, що кут
є найбiльшим означає, що основа висоти буде лежати на сторонi трикутника,
а не на її продовженнi.

З подiбностi прямокутних трикутникiв за трьома кутами маємо, що
△B1C1H1 ∼ △B2C2H2 та △A1C1H1 ∼ △A2C2H2 , звiдки

a1
a2

=
x1
x2

=
h1

h2︸ ︷︷ ︸
△B1C1H1∼△B2C2H2

=
y1
y2

=
b1
b2
.

Тому x1 = h1x2

h2
та y1 = h1y2

h2
, звiдки x1+y1

x2+y2
= h1

h2
, що означає, що вiдповiднi

сторони трикутникiв A1B1C1 та A2B2C2 пропорцiйнi.

Подiбнiсть за кутом та двома пропорцiйними сторонами. Нехай
про трикутники A1B1C1 та A2B2C2 вiдомо, що ∠B1 = ∠B2 та що сторо-
ни кута B1 пропорцiйнi вiдповiдно сторонам кута B2 . Опустимо висоту з
вершини C1 та C2 вiдповiдних трикутникiв на протилежну сторону чи її
продовження.

Трикутники △B1C1H1 ∼ △B2C2H2 подiбнi за трьома кутами. Звiдси, та
з пропорцiйностi сторiн кутiв B1 та B2 вихiдних трикутникiв, отримуємо
такi рiвностi: 

h1

h2
=

x1
x2

=
a1
a2
,

a1
a2

=
x1 + y1
x2 + y2

.

З цих рiвностей маємо, що катети трикутникiв C1H1A1 та C2H2A2 про-
порцiйнi, що означає, що цi трикутники подiбнi.

З подiбностi вiдповiдних пар прямокутних трикутникiв маємо, що вiд-
повiднi кути трикутникiв A1B1C1 та A2B2C2 рiвнi i трикутники подiбнi за
попередньою ознакою.

128 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Плахотник М.В. Про доцiльнiсть вивчення Т. Фалеса

a) До доведення часткового випадку
узагальненої теореми Фалеса

Рис. 7:

б) До доведення узагальненої теореми
Фалеса для загального випадку

Рис. 8:

Подiбнiсть за пропорцiйними сторонами. Нехай у трикутникiв
A1B1C1 та A2B2C2 вiдповiднi сторони пропорцiйнi. Доведемо, що вiдповiднi
кути цих трикутникiв рiвнi.

Побудуємо трикутник Ã2B̃2C̃2 , який буде подiбним до трикутника
A1B1C1 з одного боку подiбним до трикутника A1B1C1 , а з iншого – рiв-
ним трикутнику A2B2C2 .

Для цього вiзьмемо довiльнi точки Ã2 та B̃2 , такi щоб Ã2B̃2 = A2B2 та
вiдкладемо в однi пiвплощину вiд прямої Ã2B̃2 променi пiд кутами ∠A1 та
∠B1 . Отримаємо точку перетину, котру позначимо C̃2 .

Трикутник Ã2B̃2C̃2 подiбний трикутнику A1B1C1 за трьома кутами,
звiдки маємо, що вiдповiднi сторони цих трикутникiв пропорцiйнi. З iншо-
го боку, трикутники Ã2B̃2C̃2 та A2B2C2 рiвнi за трьома сторонами, оскiльки
Ã2B̃2 = A2B2 за побудовою i вiдповiднi сторони цих трикутникiв пропорцiйнi
сторонами трикутника A1B1C1 .

Доведення узагальненої теореми Фалеса
Покажемо як, користуючись лише теоремою Пiфагора, можна довести

узагальнену теорему Фалеса.
Використаємо рис. 7, де малими латинськими буквами a, b, c, d позна-

чено, вiдповiдно, вiдрiзки AD = HF , DC , HB та AH = DF . Почнемо
з випадку, коли прямi BA та FD , якi перетинають сторони кута ∠BCA ,
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перпендикулярнi до однiєї з його сторiн, на малюнку – до сторони AC .
Якщо, користуючись теоремою Пiфагора, виразимо через катети FC з

прямокутного трикутника DFC , FB з прямокутного трикутника HFB та
BC з прямокутного трикутника ABC , то рiвнiсть

FC + FB = BC

може бути переписана як√
d2 + b2 +

√
a2 + c2 =

√
(a+ b)2 + (d+ c)2.

Пiсля очевидних спрощень ця рiвнiсть набуває вигляду (ad− bc)2 = 0.
Отримана рiвнiсть, очевидно, пiсля повторного застосування теореми Пi-

фагора, рiвносильна узагальненiй теоремi Фалеса:
√
a2 + c2

a
=

√
b2 + d2

b
.

Доведення узагальненої теореми Фалеса без припущення про те, що па-
ралельнi прямi перетинають одну зi сторiн кута пiд прямими кутами.

Скористаємося позначеннями, як на малюнку 8, котрий накреслений для
випадку, коли перпендикуляр з вершини кута до прямих, що його перети-
нають, знаходиться всерединi кута. Для випадку, коли не це так, доведення
цiлком аналогiчне.

Застосувавши узагальнену теорему Фалеса до кута BCH та до кута
HCA маємо рiвностi:

x2
x1

=
h2

h1
=

y2
y1
,

котрi i є формулюванням теореми узагальненої Фалеса.

Висновки
В оглядi пiдручникiв математики за 7-8 класи загальноосвiтнiх шкiл ми

дiйшли до висновку, що виклад алгебри в 7-му класi та геометрiї у 8-му мi-
стить ряд важливих теорем, котрi не доводяться. Так, в курсi алгебри за 7
клас вiдсутнє доведення того, що графiком лiнiйної функцiї є пряма, а в гео-
метрiї 8-го класу на належному рiвнi строгостi на доводиться узагальнена
теорема Фалеса при тому, що вона є основою для доведення теореми Пiфа-
гора, обгрунтування подiбностi трикутникiв та введення тригонометричних
функцiй гострих кутiв.

Причиною такого стану речей, як ми побачили, є те, що автори шкiльних
пiдручникiв математики, включаючи таких «класикiв» як А.М. Колмогоров,
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П.С. Александров, О.В. Погорєлов з одного боку не могли замовчати метод
координат як такий, що потягом столiть отримав свiтове визнання, а з iншо-
го — не вважали за потрiбне використовувати цей метод у всiй його повнотi
i на всю його потужнiсть. Через це метод координат в радянських, а пiзнi-
ше — сучасних українських пiдручниках використовують винятково як засiб
iлюструвати «чисто геометричнi» мiркування.

Ми намагалися переконати читачiв в тому, що використання методу коор-
динат для введення ключових фактiв шкiльної геометрiї робить її на багато
простiшою для iнтуїтивного розумiння. Втiм, для цiлковитого усвiдомлення
цього необхiдна також цiлковита переробка шкiльного курсу алгебри та гео-
метрiї в частинi послiдовностi тих понять i тверджень, яких стосується наша
робота – площа, теорема Пiфагора, рiвняння прямої, подiбнiсть.
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On the expediency of studying of Thales’ Theorem in the schol
course of Geometry

We claim that the proper use of the Cartesian method admits to simplify a lot
as understanding of the naturalness, as the details of the proof of the important
statements, which in nowadays approach use the Thale’s Theorem: Pythagorean
rule, trigonometric functions of the acute angle, and similarity of triangles.

Keywords: Pythagorean rule, Thale’s Theorem, Cartesian method, similari-
ty of triangles.
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