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ДО ПИТАННЯ ПРО ЗАСТОСУВАННЯ
АЛГОРИТМIЧНОГО ПIДХОДУ ПРИ РОЗВ’ЯЗУВАННI

РАЦIОНАЛЬНИХ НЕРIВНОСТЕЙ МЕТОДОМ IНТЕРВАЛIВ

В статтi висвiтлюється авторський досвiд навчання способам розв’язування дробово-
рацiональних нерiвностей на уроках математики в ЗОШ та пiд час формування необхiдних
компетентностей в процесi пiдготовки студентiв фiзико-математичних спецiальностей пе-
дагогiчних ВНЗ та пiдвищення квалiфiкацiї вчителiв математики. Наведено по-кроковий
алгоритм, iлюстративний приклад з деталiзованими поясненнями та методичнi поради
щодо дидактичного забезпечення в процесi оволодiння запропонованим пiдходом.
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Вступ
Змiстова лiнiя «Нерiвностi» є невiд’ємною складовою шкiльного курсу

алгебри та початкiв аналiзу. Традицiйно, «легко засвоюваними» для учнiв
нерiвностями є рацiональнi нерiвностi, зокрема лiнiйнi та квадратнi, розв’я-
зування яких методом iнтервалiв в достатнiй мiрi висвiтлено як в дiючих
пiдручниках (напр., [1]–[3]), так i численних навчально-методичних статтях
(напр., [4, 5], [12]–[14], [21]) й посiбниках (напр., [6]–[11], [15]–[19], [22]–[26]).

Однак, власний досвiд роботи з учнями та студентами свiдчить про те,
що останнiм часом певна частина учнiв (та й студентiв) припускає багато
помилок пiд час розв’язування нерiвностей, зокрема при застосуваннi методу
iнтервалiв. Останнє пiдтверджує й сумна статистика (останнiх рокiв) щодо
результатiв виконання учнями вiдповiдних завдань пiд час ДПА та ЗНО.

Крiм того, непоодинокими є випадки, коли навiть сумлiнний учень (сту-
дент), розв’язуючи квадратну нерiвнiсть у графiчний спосiб («за допомогою
параболи»), усвiдомлює його як єдиний можливий.

Звiсно ж, що такий стан справ не може не викликати занепокоєння.
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На нашу думку, причини сумної статистики (щодо розв’язування рацiо-
нальних нерiвностей методом iнтервалiв) можуть бути пов’язанi з наступним:

по-перше — зi значними обсягами роботи при виконаннi пiдготовчих
необхiдних крокiв та традицiйними помилками через неуважнiсть пiд час
визначення i вiдбору шуканих промiжкiв розв’язку нерiвностi.

по-друге — за лаштунками традицiйного алгоритму до методу iнтер-
валiв залишаються перетворення над самою нерiвнiстю. I як наслiдок —
неусвiдомлення учнями (студентами) сутi та змiсту (необхiдних) виконуваних
перетворень. Зокрема, виконуючи послiдовнiсть перетворень над нерiвнiстю,
далеко не завжди очевидним для багатьох є момент втрати розв’язку чи,
навпаки, виникнення зайвого.

по-третє — незнання та/або ж нерозумiння теоретичних основ «ме-
тоду iнтервалiв» розв’язування нерiвностей, з якими можна ознайомитися,
наприклад, в [18]. (Маємо на увазi властивiсть неперервної функцiї зберiгати
знак на промiжку мiж сусiднiми її нулями).

Оскiльки при атестацiї та тестуваннi важливим фактором є час, витраче-
ний учнем на виконання завдань, то природно й доцiльно було би опанувати
тi прийоми, якi б дозволили цей час заощадити. При розв’язуваннi нерiв-
ностей методом iнтервалiв й з’являється можливiсть значно скоротити час
за рахунок того, що знаходження-визначення знакiв функцiї на кожному з
одержаних iнтервалiв можна здiйснити майже автоматично.

Ще одним аргументом (на нашу думку — найбiльш значущим з усiх)√
на користь особливого статусу теми «дробово-рацiональнi нерiвностi» та√
на користь вибору саме методу iнтервалiв при їх розв’язуваннi

є, так званий, узагальнений метод iнтервалiв розв’язування нерiвностей, який
дозволяє за допомогою методу замiни множникiв «звести» майже будь-яку
нерiвнiсть зi шкiльного курсу математики (за винятком, можливо, тригоно-
метричних) до розв’язування вiдповiдної дробово-рацiональної нерiвностi.

Маємо своїм приємним обов’язком вiдзначити та повiдомити, що зазначе-
ний метод замiни множникiв, як один з ефективних способiв розв’язування
цiлого класу нерiвностей (шкiльного курсу математики), було фундаменталь-
но i достатньо детально описано В.I. Голубєвим та В.I. Тарасовим ще у 1992 р.
в роботi [9], та пiзнiше у 2007 р. в роботах [10], [18], [27] та iнших. Проте му-
симо визнати й прикро констатувати, що для бiльшостi учнiв та вчителiв цей
метод залишається невiдомим.

Метою ж самої статтi є виклад основних методичних рекомендацiй щодо
опанування методом iнтервалiв розв’язання рацiональних нерiвностей.
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Вирiшенню, принаймнi частково, зазначених проблем й присвячено да-
ну статтю, яку можна вважати логiчним продовженням матерiалу (самого
деталiзованого алгоритму), наведеного в [20] (C. 38–41).

Маючи на метi саме цiлiсний виклад матерiалу, який допоможе при ком-
плекснiй пiдготовцi випускникiв до ДПА та ЗНО, в першiй та другiй частинi
статтi авторами цiлком свiдомо наведено «загальновiдомий теоретичний мi-
нiмум», засвоєння та розумiння сутi якого є необхiдною складовою при фор-
муваннi не лише вiдповiдних навичок, а й компетенцiй взагалi.

1. Основнi поняття та визначення
1. Якщо два рацiональнi вирази зi змiнною сполучити одним iз знакiв

«>», «<», «>», «6», то одержуємо нерiвнiсть зi змiнною. У загальному
виглядi нерiвнiсть з однiєю змiнною x (наприклад, для випадку «бiльше»)
записують так: f(x) > g(x) .

2. Розв’язком нерiвностi з однiєю змiнною називають таке значення змiн-
ної, яке перетворює її в правильну числову нерiвнiсть. Усi розв’язки нерiвно-
стi утворюють множину розв’язкiв нерiвностi.

3. Розв’язати нерiвнiсть означає знайти всi її розв’язки, або ж довести,
що їх не iснує. Якщо нерiвнiсть розв’язкiв не має, то прийнято говорити, що
множиною її розв’язкiв є порожня множина (∅ ). Тому розв’язати нерiвнiсть
означає знайти множину її розв’язкiв.

4. Областю допустимих значень (або ж коротко, ОДЗ) змiнної нерiвностi
називають спiльну область визначення для всiх функцiй, що стоять у лiвiй i
правiй частинах нерiвностi.

5. Нерiвностi називають рiвносильними (або ж еквiвалентними), якщо
множини їх розв’язкiв рiвнi (спiвпадають).

6. Якщо множина розв’язкiв першої нерiвностi є пiдмножиною множини
розв’язкiв другої нерiвностi, то другу називають наслiдком першої нерiвностi.

7. Нехай ∨ — один зi знакiв нерiвностi: «<», «6», «>», «>», а ∧
— (суть) обернений до ∨ знак (тобто, «>», «>», «<», «6» вiдповiдно), а
c = const . Тодi мають мiсце наступнi рiвносильнi перетворення

1. f(x) ∨ g(x) ⇔ f(x)− g(x) ∨ 0 ;
2. f(x) ∨ g(x) ⇔ (f(x))2n−1 ∨ (g(x))2n−1 для будь-якого натурального n ;
3. f(x) ∨ g(x) ⇔ f(x) + c ∨ g(x) + c ;
4. f(x) ∨ g(x) ⇔ c · f(x) ∨ c · g(x) , якщо c > 0 ;
5. f(x) ∨ g(x) ⇔ c · f(x) ∧ c · g(x) , якщо c < 0 .

8. У практичному застосуваннi найбiльш дiєвими при виконаннi пере-
творень є наступнi теореми
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Теорема 1. Якщо обидвi частини нерiвностi помножити або подiлити на
один i той самий вираз, що визначений i є додатним на ОДЗ змiнної (для за-
даної нерiвностi), не змiнюючи знака нерiвностi, то одержимо нерiвнiсть,
рiвносильну заданiй (на ОДЗ заданої нерiвностi).

Теорема 2. Якщо обидвi частини нерiвностi помножити або подiлити на
один i той самий вираз, що визначений i є вiд’ємним на ОДЗ змiнної (для
заданої нерiвностi) i змiнити знак нерiвностi на протилежний, то одер-
жимо нерiвнiсть, рiвносильну заданiй (на ОДЗ заданої нерiвностi).

9. Якщо крiм змiнної та числових коефiцiєнтiв до запису нерiвностi вхо-
дять також буквенi коефiцiєнти — параметри, то при розв’язуваннi можна
користуватися таким орiєнтиром.

«Будь-яку нерiвнiсть з параметрами можна розв’язувати як звичайну не-
рiвнiсть до тих пiр, поки всi перетворення або мiркування, необхiднi для
розв’язування, можна виконати однозначно. Якщо якесь перетворення не
можна виконати однозначно, то розв’язування необхiдно розбити на кiль-
ка випадкiв, щоб у кожному з них вiдповiдь через параметри записувалася
однозначно.» Причому слiд пам’ятати, що вiдповiдь треба записати для всiх
можливих значень параметра.

10. Нагадаємо, що дробово-рацiональною (або ж, коротко, рацiональ-
ною) нерiвнiстю називають нерiвнiсть, яку можна привести до нерiвностi
виду

P (x)

Q(x)
∨ 0, (1)

де P (x) i Q(x) — многочлени з дiйсними коефiцiєнтами.
11. Многочлен виду

Pn(x) = an · xn + an−1 · xn−1 + ...+ a1 · x1 + a0, (2)

де ai ∈ R , an ̸= 0 , n ∈ N називають многочленом n -го степеня, а числовий
множник an — коефiцiєнтом при старшому членi xn многочлена Pn(x) .

12. Многочлен з дiйсними коефiцiєнтами називають незвiдним, якщо
його не можна розкласти у добуток многочленiв менших степенiв з дiйсними
коефiцiєнтами.

Добре вiдомо (див., напр., [333]), що незвiдними многочленами з дiй-
сними коефiцiєнтами можуть бути лише:
1) лiнiйнi (1-го степеня) двочлени ax+ b та
2) квадратичнi (2-го степеня) тричлени ax2+ bx+ c з вiд’ємним дис-
кримiнантом D = b2 − 4ac , зокрема виду ax2 + c , для яких a · c > 0 .
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2. Основна частина
Традицiйний пiдхiд до розв’язування нерiвностей виду (1) полягає у роз-

глядi рiвносильної конструкцiї, а саме
P (x)

Q(x)
< 0 ⇔ P (x) ·Q(x) < 0;

P (x)

Q(x)
6 0 ⇔

{
P (x) ·Q(x) 6 0
Q(x) ̸= 0;

(3)

P (x)

Q(x)
> 0 ⇔ P (x) ·Q(x) > 0;

P (x)

Q(x)
> 0 ⇔

{
P (x) ·Q(x) > 0
Q(x) ̸= 0.

(4)

Слiд зазначити, що при розв’язуваннi нерiвностей виду P (x) · Q(x) ∨ 0
можна використовувати рiвносильнi конструкцiї

P (x)·Q(x) > 0 ⇔


{

P (x) > 0
Q(x) > 0{
P (x) < 0
Q(x) < 0;

P (x)·Q(x) > 0 ⇔


{

P (x) > 0
Q(x) > 0{
P (x) 6 0
Q(x) 6 0;

(5)

P (x)·Q(x) < 0 ⇔


{

P (x) > 0
Q(x) < 0{
P (x) < 0
Q(x) > 0;

P (x)·Q(x) 6 0 ⇔


{

P (x) > 0
Q(x) 6 0{
P (x) 6 0
Q(x) > 0.

(6)

Для розв’язування нерiвностей виду P (x) ∨ 0 доцiльно використовувати
метод iнтервалiв, традицiйний алгоритм якого пропонують в бiльшостi пiдру-
чниках та навчально-методичних посiбниках у наступному виглядi:

1. Знайти ОДЗ змiнної нерiвностi.
2. Знайти нулi P (x) (розв’язати рiвняння P (x) = 0 )
3. Позначити нулi на ОДЗ i знайти знак функцiї (многочлену) P (x) в

кожному з промiжкiв, на якi розбивається ОДЗ.
4. Записати вiдповiдь, ураховуючи знак нерiвностi.
Проте, як вже зазначалося авторами у вступi, цей алгоритм є занадто

формалiзований. I в першу чергу, маємо на увазi формалiзм, пов’язаний iз
знаходженням знакiв функцiї на кожному з одержаних промiжкiв.

Тому авторами нижче пропонується бiльш деталiзований по-кроковий ал-
горитм методу iнтервалiв розв’язування дробово-рацiональних нерiвностей,
основна мета якого — спрямувати не на сам деталiзований алгоритм, а саме
на:

— процес розв’язування нерiвностей з акцентом на рiвносильнiсть необхi-
дних виконуваних перетворень;

— принципову можливiсть швидкого знаходження знакiв функцiї на всiх
одержаних промiжках.
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2.1. Алгоритмiчний пiдхiд до розв’язування дробово-рацiональ-
них нерiвностей методом «iнтервалiв»

1 етап. Знайти «ОДЗ» дробово-рацiональної нерiвностi.
По сутi — вилучити iз множини дiйсних чисел R (з iнтервалу (−∞; +∞) ) усi
«нулi знаменникiв», тобто всi тi значення h1, h2, ...., ht змiнної x , при яких
обертається в нуль хоча б один iз знаменникiв.

Зауваження 1. Прiоритетнiсть саме цього етапу є бiльш нiж виправда-
ною. Для переконання в останньому достатньо розглянути приклад нерiв-

ностi
1

x− 1
+ x 6 2− 1

1− x
, розв’язком якої є x ∈ (−∞; 1) ∪ (1; 2] .

2 етап. Звести вихiдну нерiвнiсть до її «канонiчно-
рiвносильного» виду.
2.1. «Перенести» (з дотриманням вiдповiдного правила) всi члени з правої
частини нерiвностi у лiву її частину. Тобто, привести нерiвнiсть до виду

P1(x)

Q1(x)
+ ...+

Pk(x)

Qk(x)
∨ 0. (7)

2.2. Звести всi доданки у лiвiй частинi нерiвностi до спiльного знаменника.
Тобто, привести нерiвнiсть до нерiвностi виду

P (x)

Q(x)
∨ 0. (8)

2.3. Розкласти чисельник P (x) на незвiднi множники (подати P (x) у ви-
глядi добутку незвiдних многочленiв).
2.4. Розкласти знаменник Q(x) на незвiднi множники.
2.5. Шляхом множення на число (−1)

або обох частин нерiвностi (не забуваючи при цьому знак нерiвностi змi-
нювати на протилежний)

або ж чисельника i знаменника лiвої частини нерiвностi
досягнути того, щоб коефiцiєнт при старшому членi в кожному з нез-
вiдних множникiв-многочленiв був додатнiм.

Зауваження 2. Слiд взяти до уваги, що, наприклад:
незвiднi множники виду (α − x)2n = (x − α)2n , (−3 + 2x) = (2x − 3) ,
(2x2 − x+ 3) не вимагають застосування до них зазначених процедур,

тодi як
незвiднi множники виду (α−x)2n+1 = −(x−α)2n+1 , (−2x+3) = −(2x−3) ,
(−2x2+x−3) = −(2x2−x+3) вимагають обов’язкове застосування до них
зазначених процедур.
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2.6. Кожен з незвiдних множникiв виду (ax+ b)n (пiсля кроку 2.5. a > 0 )
привести до стандартного виду an · (x+ b

a)
n .

Зауваження 3. Слiд взяти до уваги, що остаточний розклад на незвiднi
множники передбачає добуток степенiв двочленiв саме з рiзними основами.

2.7. «Позбутися» (вiд додатних та вiд’ємних) числових множникiв в чисель-
нику i знаменнику лiвої частини нерiвностi (наприклад, шляхом дiлення або
множення обох частин нерiвностi на такi числовi множники).

Таким чином, результатом виконання крокiв 2.1.–2.7. буде зведення ви-
хiдної нерiвностi до нерiвностi виду

(x− α1)
m1 · (x− α2)

m2 · ... · (x− αk)
mk · P̃ (x)

(x− β1)n1 · (x− β2)n2 · ... · (x− βl)nl · Q̃(x)
∨ 0, (9)

де α1, α2, ..., αk — (рiзнi) нулi чисельника; β1, β2, ..., βl — нулi знаменника;
P̃ (x) ( Q̃(x) ) — позначення для добутку (зокрема однократного) незвiдних
множникiв 2-го степеня (за умов наявностi таких в розкладах P (x) i Q(x) ).
2.8. Бiльше того, завдяки виконанню кроку 2.5., кожен з добуткiв P̃ (x) i
Q̃(x) при будь-яких дiйсних x (зокрема з ОДЗ вихiдної нерiвностi) приймає
виключно додатнi значення (а тому взагалi не впливає на знак лiвої частини
нерiвностi). Таким чином нерiвнiсть (9) є рiвносильною нерiвностi

f(x) ∨ 0, де (10)

f(x) =
(x− α1)

m1 · (x− α2)
m2 · ... · (x− αk)

mk

(x− β1)n1 · (x− β2)n2 · ... · (x− βl)nl
, (11)

яку i будемо називати «канонiчним» видом вихiдної нерiвностi.

Зауваження 4. В загальному випадку множина B = {β1, ..., βl} є пiдмно-
жиною множини H = {h1, ..., ht} . Якщо ж множини B i H спiвпадають,
то нерiвнiсть (10) є рiвносильною вихiднiй нерiвностi. Таким чином, у ви-
падку B  H вихiдна нерiвнiсть є рiвносильною системi{

f(x) ∨ 0,
x /∈ H \B.

3 етап. Виокремлення «подвiйних точок».
Пiд «подвiйною точкою» слiд розумiти таке значення змiнної x , для

якого виконується одна з трьох умов:
3.1) воно є нулем лише чисельника або лише знаменника, а показник сте-
пеня вiдповiдного двочлена є парним числом — подвiйна точка «першого»
типу ;
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3.2) воно є нулем i чисельника i знаменника, а сума показникiв степенiв
вiдповiдних двочленiв є парним числом — подвiйна точка «другого» типу ;
3.3) воно належить множинi H , але не належить множинi B — подвiйна
точка «третього» типу.

Зауваження 5. Кожна «подвiйна точка» p0 характеризується тим, що
вона є одночасно кiнцевою та початковою точкою двох «сусiднiх» iнтерва-
лiв знакосталостi функцiї f(x) .

4 етап. Визначення знакiв f(x) на iнтервалах координатної осi.
4.1. На координатнiй прямiй незалежно вiд знаку нерiвностi «виколюємо»
точки з координатами h1, h2, ...., ht — нулi знаменникiв вихiдної нерiвностi.
4.2. На тiй самiй координатнiй прямiй залежно вiд знаку нерiвностi «ви-
колюємо» (якщо знак нерiвностi строгий) або «замальовуємо» (у випадку не
строгого знаку нерiвностi) точки з координатами α1, α2, ...., αk — нулi чисель-
ника. Причому, якщо нуль чисельника спiвпадає iз вже виколотим на кроцi
4.1. нулем, то такий нуль не може бути замальованим.
4.3. Серед точок, вiдмiчених на координатнiй прямiй, помiтити тi, якi є
«подвiйними точками».
4.4. Завдяки крокам 2.5.–2.7. функцiя f(x) на крайньому правому про-
мiжку координатної осi (OX ) завжди приймає додатнi значення. Тому цей
iнтервал завжди помiчаємо позначкою «+».

На iнших iнтервалах координатної осi розстановку позначок «+» або
«−» доцiльно здiйснити рухаючись вiд правого крайнього iнтервалу лiво-
руч (до −∞ ) змiнюючи позначки на альтернативнi за винятком випадкiв
переходу через подвiйнi точки. При переходi через кожну з подвiйних точок
(рухаючись справа-налiво) позначка не змiнюється.

5 етап. Запис шуканого розв’язку вихiдної нерiвностi.
Якщо знак нерiвностi (10) «>», то у вiдповiдь слiд записати об’єднання

вiдкритих iнтервалiв, на яких стоїть позначка «+»;
якщо знак нерiвностi (10) «>», то у вiдповiдь слiд записати об’єднання

iнтервалiв, на яких стоїть позначка «+» включивши кiнцi, яким вiдповiд-
ають замальованi точки та замальованi точки, що не увiйшли у вiдмiченi
промiжки;

якщо знак нерiвностi (10) «<», то у вiдповiдь слiд записати об’єднання
вiдкритих iнтервалiв, на яких стоїть позначка «−»;

якщо знак нерiвностi (10) «6», то у вiдповiдь слiд записати об’єднання
iнтервалiв, на яких стоїть позначка «−» включивши кiнцi, яким вiдповiд-
ають замальованi точки та замальованi точки, що не увiйшли у вiдмiченi
промiжки.
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2.2. Iлюстративний приклад
Розв’язати нерiвнiсть

1

x− 3
+
(x− 3)x7(x− 2)4(10 + 2x)3(−x2 + 6x− 10)(2x− 3)4

(x4 − 4x2 + 5)(x+ 5)5(6− 3x)(4− x)6(x4 − 1)
> − 1

3− x
. (12)

1 етап. Знайдемо ОДЗ:

x− 3 ̸= 0
x4 − 4x2 + 5 ̸= 0
x+ 5 ̸= 0
6− 3x ̸= 0
4− x ̸= 0
x4 − 1 ̸= 0

⇒



x ̸= 3
(x2 − 2)2 ̸= −1
x ̸= −5
x ̸= 2
x ̸= 4
(x2 + 1)(x− 1)(x+ 1) ̸= 0

⇒



x ̸= 3
x ̸= −5
x ̸= 2
x ̸= 4
x ̸= 1
x ̸= −1

Звiдки x ∈ R\{−5;−1; 1; 2; 3; 4} .
2 етап. Приведемо дану нерiвнiсть до її «канонiчного» виду:

2.1. Пiсля перенесення членiв нерiвностi з правої у лiву її частину одержимо
1

x− 3
+

(x− 3)x7(x− 2)4(10 + 2x)3(−x2 + 6x− 10)(2x− 3)4

(x4 − 4x2 + 5)(x+ 5)5(6− 3x)(4− x)6(x4 − 1)
+

1

3− x
> 0 ;

2.2. У зведеннi доданкiв лiвої частини нерiвностi

(x− 3)x7(x− 2)4(10 + 2x)3(−x2 + 6x− 10)(2x− 3)4

(x4 − 4x2 + 5)(x+ 5)5(6− 3x)(4− x)6(x4 − 1)
> 0 (13)

до спiльного знаменника не має потреби;
2.3. Розкладемо чисельник у добуток незвiдних множникiв:

2.3.1. Оскiльки дискримiнант квадратичного тричлена −x2 + 6x − 10
становить D = 62 − 4 · (−1) · (−10) = 36− 40 = −4 i є вiд’ємним, то квадра-
тичний тричлен є незвiдним. I тому чисельник лiвої частини нерiвностi (13)
вже розкладено у добуток незвiдних множникiв.
2.4. Розкладемо знаменник у добуток незвiдних множникiв:

2.4.1. (x4 − 1) = (x2 − 1)(x2 + 1) = (x2 + 1)(x− 1)(x+ 1) ;
2.4.2. (x4−4x2+5) = (x2−

√
2
√
5 + 4 ·x+

√
5)(x2+

√
2
√
5 + 4 ·x+

√
5)

Не важко перевiрити, що кожен iз одержаних квадратичних тричленiв має
вiд’ємний дискримiнант, i тому вони є незвiдними. А наведений розклад мож-
на одержати, наприклад, за допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв.

Зауваження 6. Крок 2.4.2 далеко не завжди є доречним. Бiльш доцiльним
є розгляд (x4 − 4x2 + 5) як многочлена P1(x) = x4 − 4x2 + 5 , який при
всiх дiйсних x набуває додатних значень. Пояснимо останнє: якщо ввести
замiну x2 = t i розглянути квадратичну функцiю f(t) = t2−4t+5 , то через
вiд’ємнiсть дискримiнанта та додатнiсть коефiцiєнта при старшому її
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членi ця функцiя набуває додатних значень при всiх дiйсних t , зокрема при
невiд’ємних t = x2 .

2.5.–2.6. Досягнемо того, щоб коефiцiєнт при старшому членi в кожному з
незвiдних множникiв-многочленiв був додатнiм:

2.5-6.1. (10 + 2x)3 = 8(x+ 5)3 ;
2.5-6.2. (−x2 + 6x− 10) = −(x2 − 6x+ 10) ;
2.5-6.2. (2x− 3)4 = 16

(
x− 3

2

)4 ;
2.5-6.4. (6− 3x) = −3(x− 2) ;
2.5-6.5. (4− x)6 = (x− 4)6 .

Тому нерiвнiсть (13) набуває вид

− 8 · 16 · (x− 3)x7(x− 2)4(x+ 5)3
(
x− 3

2

)4
−3 · (x+ 5)5(x− 2)(x− 4)6(x− 1)(x+ 1)

· (x2 − 6x+ 10)

(x4 − 4x2 + 5)(x2 + 1)
> 0 (14)

2.7. «Позбавлення» вiд додатних та вiд’ємних числових множникiв

(x− 3)x7(x− 2)4(x+ 5)3
(
x− 3

2

)4
(x+ 5)5(x− 2)(x− 4)6(x− 1)(x+ 1)

· (x2 − 6x+ 10)

(x4 − 4x2 + 5)(x2 + 1)
> 0 (15)

2.8. Запис «канонiчно-рiвносильного» виду вихiдної нерiвностi

(x− 3)x7(x− 2)4(x+ 5)3
(
x− 3

2

)4
(x+ 5)5(x− 2)(x− 4)6(x− 1)(x+ 1)

> 0, x ̸= 3. (16)

3 етап. Виокремлення «подвiйних точок»:
3.1. x1 = 4 , x2 =

3
2 — подвiйнi точки («першого» типу);

3.2. x3 = −5 — подвiйна точка («другого» типу);
3.3. x4 = 3 — подвiйна точка («третього» типу);

4 етап. Визначення знакiв лiвої частини канонiчної нерiвностi (16) на iн-
тервалах координатної осi:

 

 

 

 

1−  1 2  3  4  5−  0  
3

2
 

Рис. 1: до визначення знакiв лiвої частини канонiчної нерiвностi (16) на вiдповiдних
iнтервалах

5 етап. Запис шуканого розв’язку вихiдної нерiвностi:
x ∈ (−∞;−5) ∪ (−5;−1) ∪ [0; 1) ∪ {3

2} ∪ (2; 3) ∪ (3; 4) ∪ (4;+∞) .
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3. Методичнi поради щодо дидактичного забезпечення
Пiд час проведення вiдповiдних урокiв (занять) однiєю з цiлей є:

домогтися засвоєння учнями (студентами) схеми розв’язування рацiональних
нерiвностей з однiєю змiнною методом iнтервалiв;

а одним iз завдань — виробити вмiння виконувати дiї вiдповiдно до
схеми розв’язування рацiональних нерiвностей методом iнтервалiв.

Серед публiкацiй, присвячених дидактичному (супроводу) забезпеченню
теми «Розв’язання нерiвностей методом iнтервалiв», мусимо вiдмiтити статтю
[14], в якiй запропоновано значну кiлькiсть рiзнорiвневих карток-варiантiв з
вiдповiдями, та посiбники [8], [18], [22], [25], [26].

I. Розв’язати нерiвнiсть

1. (a)
1

x− 2
< 0 ; (b)

2

x− 2
6 0 ; (c)

3

x− 2
> 0 ; (d)

4

x− 2
> 0 .

2. (a)
(x+ 1)(x− 2)

x− 3
< 0 ; (b)

(x+ 1)(x− 2)

x− 3
> 0 .

3. (a)
x− 2

2− x
< 0 ; (b)

x− 2

2− x
6 0 ; (c)

x− 2

2− x
> 0 ; (d)

x− 2

2− x
> 0 .

4. (a)
x+ 2

x2
< 0 ; (b)

x+ 2

x2 − 4
> 0 ; (c)

1

x− 2
− x+ 2

x2 + 4
> − 1

2− x
.

5. (a)
(x+ 1)(2− x)

2x− 6
< 0 ;(b)

(x+ 1)(2− x)

6− 2x
> 0 ;(c)

(x+ 1)(2− x)4

6− 2x
> 0 .

6. (a)
1

x2 − 4x+ 5
< 0 ; (b)

2

x4 − 4x2 + 5
6 0 ; (c)

−x8 + 4x4 − 5

x2 + 9
< 0 .

7. (a)
x− 2

x2 − 4x+ 5
< 0 ; (b)

x− 2

x4 − 4x2 + 5
6 0 ; (c)

−x8 + 4x4 − 5

x− 2
< 0 .

8. (a)
4x2 − 4x+ 1

x2 + x− 12
< 0 ; (b)

x2 − 5x+ 6

x2 + 2x− 8
6 0 ; (c)

(x− 1)(x+ 3)3

x2 + 6x+ 9
< 0 .

9. (a)
x3 − x2 + x− 1

x+ 8
6 0 ; (b)

x3 − 3x+ 2

6− x
6 0 .

10. (a)
1

x
6 −x ; (b)

1

x
> −x ; (c)

1

x
6 x ; (d)

1

x
> x .

11. (a)
x+ 5

x+ 3
> 1 ; (b)

3x+ 4

x+ 1
6 2 ; (c)

3

x
6 2

x+ 1
; (d)

3

x− 3
>

1

x+ 2
.
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II. Навести приклад рацiональної нерiвностi, розв’язками якої
була би множина

1. (a) x ∈ R ;

(b) ∅ ;

(c) x = 5 ;

(d) x ∈ {−5; 5} ;

(e) x ∈ (−5; 5) ;

(f) x ∈ (−5; 5] ;

(g) x ∈ [−5; 5) ;

(h) x ∈ [−5; 5] .

2. (a) x ∈ (2;+∞) ;

(b) x ∈ [2; +∞) ;

(c) x ∈ (−∞; 2) ;

(d) x ∈ (2;+∞) ∪ {−2} ;

(e) x ∈ [2; +∞) ∪ {−2} ;

(f) x ∈ (−∞;−2) ∪ {2} .

3. (a) x ∈ (−∞;−2) ∪ (2;+∞) ;

(b) x ∈ (−∞;−2] ∪ [2; +∞) ;

(c) x ∈ (−∞;−2) ∪ [2; +∞) ;

(d) x ∈ (−∞;−2] ∪ (2;+∞) ;

(e) x ∈ (−∞;−2) ∪ (2;+∞) ∪ {0} ;

(f) x ∈ (−∞;−2] ∪ [2; +∞) ∪ {0} ;

(g) x ∈ (−∞;−2) ∪ [2; +∞) ∪ {0} ;

(h) x ∈ (−∞;−2] ∪ (2;+∞) ∪ {0} .

III. Для кожного значення параметра a розв’яжiть нерiвнiсть

1. (a)
x− a

x− 1
> 0 ; (b)

x− a

x− 1
> 0 ; (c)

x− 1

x− a
< 0 ; (d)

x− 1

x− a
6 0 .

2. (a)
ax− 2

x− 1
> 0 ; (b)

ax− 2

x− 1
> 0 ; (c)

x− 1

ax+ 2
< 0 ; (d)

x− 1

ax+ 2
6 0 .

3. (a)
ax− 4a+ 5

x− 3
> 0 ;

(b)
(a− 1)x− (2a+ 1)

(a− 1)(x− 3)
> 0 ;

(c)
x+ 2a

(a− 2)(x− 4)
> 0 ;

(d)
x(a+ 3)− 2a

(a+ 3)(x− 3)
6 0 .

4. (a)
(x− a)2

x− 1
> 0 ;(b)

x2 − a2

x− 1
> 0 ; (c)

x− a

(x− 1)2
< 0 ;(d)

x2 − a2

(x− 1)2
6 0 .

5. (a)
(x− 1)(x2 − ax)

x
> 0 ;

(b)
x2 + x(3a− 1)− 3a

x− 1
> 0 ;

(c)
(x− 3)(x+ 4)

(x− a)2
< 0 ;

(d)
x2 − 3x+ 2

x2 + ax
> 0 .

IV. При яких значеннях параметра a друга нерiвнiсть є нас-
лiдком першої нерiвностi

(1)
2a− 10

x2 − a2
> 0 ; (2) −2 6 x 6 2 .
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V. Дано двi нерiвностi

(1) x2 > 4 ; (2) 1 + 2a
x−a > 0 .

При яких значеннях параметра a :
– нерiвностi (1) i (2) є рiвносильними?
– нерiвнiсть (1) є наслiдком нерiвностi (2)?
– нерiвнiсть (2) є наслiдком нерiвностi (1)?

VI. Доцiльно розглянути й приклади нерiвносильних перетворень, ко-
ли перетворення призводять до появи зайвих розв’язкiв нерiвностi, або ж
втрати розв’язкiв нерiвностi.

Зауважимо, що наведена вище система задач, звiсно ж, носить орiєнтовно-
суб’єктивний характер та не претендує на роль взiрця та загальне визнання.

Прикiнцевi висновки та зауваження
Не можна не погодитися з авторами роботи [17], якi стверджують, що

нерiвностi (так само як i рiвняння) необхiдно розглядати цiлiсно та з єдиної
точки зору, єдиної позицiї — процесу розв’язування нерiвностей, як процесу
їх послiдовних перетворень. Теж вважаємо, що саме такий пiдхiд дозволить
iнтегрувати всi типи нерiвностей в єдину сукупнiсть та допоможе:

з одного боку — сформувати в учнiв (студентiв) необхiднi навички, а
з iншого боку — сформувати уявлення не лише про iснуючi проблеми, а

й про принциповi можливостi розв’язування нерiвностей.
Цiлком також погоджуємося i з авторами [18], якi зазначають, що «...

розв’язувати всi нерiвностi методом iнтервалiв i тим бiльше методом замi-
ни множникiв зовсiм не обов’язково. У той же час метод iнтервалiв досить
унiверсальний, а метод замiни множникiв дозволяє звести складнi нерiвностi
до рацiональних ... .»

Пiдводячи пiдсумки, можна констатувати, що:
1) i метод iнтервалiв, i узагальнений метод iнтервалiв є застосовними до
нерiвностей, права частина яких дорiвнює нулевi, а лiва частина — добуток,
або ж частка декiлькох алгебраїчних множникiв;
2) зазначений у вступi узагальнений метод iнтервалiв (за допомогою замi-
ни множникiв) заснований на (так званiй) рацiоналiзацiї нерiвностi, суть якої
полягає у замiнi множникiв бiльш простими, якi мають такi самi промiжки
знакосталостi (що й вихiднi множники) [10], [18], [27];
3) особливiстю цього методу є принципова можливiсть зведення iррацiо-
нальних, логарифмiчних та показникових нерiвностей до рiвносильної рацiо-
нальної нерiвностi, яку не важко розв’язати методом iнтервалiв.

152 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кадубовський О.А., Беседiн Б.Б., Сторожилова Н.В. Метод iнтервалiв ...

4) проте слiд вiдмiтити, що узагальнений метод iнтервалiв може спричинити
й прикрi неприємностi (наприклад: буває складним знайти «пробну» точку,
або ж при з’ясуваннi знаку складної функцiї в «пробнiй» точцi обчислення
можуть виявитися громiздкими та в результатi арифметичної помилки знак
може виявитися невiрним).

З урахуванням зазначеного, мусимо зiзнатися, що супровiдною метою
представленої статтi є пропаганда саме цього (на превеликий жаль мало-
вiдомого) методу.

Вважаємо, що ключову роль вiдiграє помiркована методична та дидакти-
чна доповнюванiсть зазначених аспектiв, що в свою чергу поглибить знання
учнiв, розширить їх кругозiр, буде спонукати до творчостi навiть при розв’я-
зуваннi типових нерiвностей. Особливу увагу при цьому слiд придiляти зада-
чам з параметром. Бо розв’язування нерiвностей (рiвнянь) з параметрами вiд-
криває перед учнем (студентом) значне число евристичних прийомiв загаль-
ного характеру, цiнних для математичного розвитку дослiдникiв-початкiвцiв.

Гадаємо, що наведений матерiал допоможе випускникам старших класiв
пiд час комплексної пiдготовки до державної пiдсумкової атестацiї та зовнiш-
нього незалежного оцiнювання.

Також маємо надiю, що наведений матерiал допоможе молодим вчите-
лям математики пiд час цiлiсного усвiдомлення змiстової лiнiї «Нерiвностi»
в шкiльному курсi математики та може бути використаний (принаймнi фра-
гментарно) пiд час проведення курсiв пiдвищення квалiфiкацiї вчителiв ма-
тематики.
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To the question about the application of algorithmic approach while
solving of shot-rational inequalities with the method of intervals

In the article the authorial experience of teaching the decision methods of
shot-rational inequalities at the mathematics lessons at school and during the
forming of necessary competencies during the process of preparation of students
of mathematical specialities of pedagogical institutions of higher education and
in-plant training of teachers of mathematics is considered. An incremental algori-
thm, an illustrative example with detailed explanations and methodical advices
concerning the didactic providing during the process of mastering the offered
approach are brought.

Keywords: shot-rational inequities, method of intervals, methods of solving,
algorithmic approach.
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