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ЗАДАЧА КОЛМОГОРОВА-НIКОЛЬСЬКОГО ДЛЯ
ПОДВIЙНИХ ОПЕРАТОРIВ ФЕЙЄРА НА КЛАСАХ

IНТЕГРАЛIВ ПУАСОНА

Отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень подвiйних операторiв
Фейєра на класах iнтегралiв Пуасона, якi забезпечують розв’язки вiдповiдної задачi
Колмогорова-Нiкольського.
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Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x)

— ряд Фур’є функцiї f ∈ L . Позначимо через Sn(f ; x) частковi суми ряду
Фур’є порядку n . Суми Валле Пуссена функцiї f ∈ L задаються спiввiдно-
шенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

Застосовуючи метод пiдсумовування Валле Пуссена двiчi, отримуємо насту-
пний метод побудови тригонометричних полiномiв. Нехай p1 , p2 — довiльнi
натуральнi числа такi, що p1 + p2 6 n + 1 . Функцiї f ∈ L поставимо у
вiдповiднiсть послiдовнiсть подвiйних середнiх Валле Пуссена

Vn,p1,p2(f, x) = V
(2)
n,p (f, x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

Vk+1,p2(f, x) =
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=
1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

Sm(f, x).

Наслiдуючи О.I. Степанця [1], позначимо через S0
M множину функцiй

iстотно обмежених i таких, що мають нульове середнє значення на перiодi, i
через Cq

β,∞ – класи неперервних 2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна
подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

∫ π

−π
φ(x+ t)P q

β(t) dt,

в якiй P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) – ядро Пуасона, а φ ∈ S0

M .

Питанням наближення класiв Cq
β,∞ лiнiйними методами присвячено ряд

робiт спецiалiстiв з теорiї функцiй.
С.М. Нiкольський [2] показав, що для верхнiх граней вiдхилень часткових

сум Фур’є на цих класах має мiсце асимптотична формула

E
(
Cq
β,∞;Sn

)
=

8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+O(1)
qn

n
,

де величина O(1) не залежить вiд n ∈ N . С.Б. Стечкин в роботi [3] показав,
що залишковий член цiєї формули можна подати у виглядi O(1) qn

n(1−q) , де
величина O(1) рiвномiрно обмежена вiдносно n ∈ N та q ∈ (0; 1) .

В работi [1] О.I. Степанець отримав аналогiчну асимптотичну формулу
для класiв Cq

βHω . В.I. Рукасов та С.О. Чайченко [4] для верхнiх граней вiд-
хилень сум Валле Пуссена на класах Cq

β,∞ i Cq
βHω отримали аналогичнi

асимптотичнi формули. Зокрема, у цiй роботi показано, що

E
(
Cq
β,∞;Vn,p

)
=

4qn−p+1

πp(1− q2)
+O(1)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
. (1)

А.С. Сердюк [5] показав, що має мiсце бiльш загальна рiвнiсть нiж (1):

E
(
Cq
β,∞;Vn,p

)
=
qn−p+1

p

(
4

π2
Kp,q +O(1)

(
q

(n− p+ 1)(1− q)s

))
,

де

Kp,q =

π∫
0

√
1− 2qp cos pt+ q2p

1− 2q cos pt+ q2
dt, s = s(p) =

{
1, p = 1
3, p = 2, 3, ....
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Позначимо у випадку p1+p2+r = n , r = −1; 0; 1; 2; ...; p1 = p , p2 = n−p−r,

Vn,p1,p2(f, x) = σ(2,r)n,p (f, x) = σ(2,r)n (f, x); δ(2,r)n (f, x) = f(x)− σ(2,r)n (f, x).

Домовимося многочлени σ
(2,r)
n (f, x) називати подвiйними сумами Фейєра

функцiї f(x) .
В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiд-

хилень тригонометричних полiномiв σ
(2,r)
n (f, x) для r = −1 на класах Cq

β,∞
для β = 1

E(Cq
1,∞, σ

(2,−1)
n )

df
= sup

f∈Cq
1,∞

||f(x)− σ(2,−1)
n (f, x)||C .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1) , p1 + p2 = n + 1 . Тодi для n → ∞ має мiсце
асимптотична формула

E(Cq
1,∞, σ

(2,−1)
n ) =

{
4q2

πp1p2(1−q2)2 +O(1)q
n−p1+qn−p2

p1p2(1−q)5 , якщо q ∈ (0; 1/2);
(4q2+1)q

πp1p2(1−q2)2 +O(1)q
n−p1+qn−p2

p1p2(1−q)5 , якщо q ∈ [1/2; 1).
(2)

Доведення. Застосовуючи мiркування роботи [6, c.123], отримуємо для
q ∈ (0; 1) , β = 1 , p1 + p2 = n+ 1

δ(2,−1)
n (f, x)

df
= f(x)− σ(2,−1)

n (f ; x) =

=
−q
πn

π∫
−π

f qβ(x+ t)

(1− 2q cos t+ q2)3
(sin t− 3q2 sin t+ q3 sin 2t)dt+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
.

Тодi в силу iнвариантностi класу Cq
1,∞ вiдносно зсуву за аргументом

E(Cq
1,∞, σ

(2,−1)
n ) 6

6 q

πp1p2

π∫
−π

φ(t)(sin t− 3q2 sin t+ q3 sin 2t)

(1− 2q cos t+ q2)3
dt+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
. (3)

де φ(t) = sign(sin t− 3q2 sin t+ q3 sin 2t). Оскiльки функцiя φ(t) непарна, то
φ(t) ∈ S0

M .
Для q ∈ (0; 1/2) виконується sin t − 3q2 sin t + q3 sin 2t = 0 лише для

t = 0;±π . Це означає, що у випадку q ∈ (0; 1/2) функцiя

φ(t) = sign(sin 2t− 3q sin t+ q3 sin t) =

{
1, −π 6 t < 0;

−1, 0 6 t 6 π,
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належить до S0
M . Напроти, для q ∈ [1/2; 1) умова sin t−3q2 sin t+q3 sin 2t = 0

виконується для t = 0;±π; tq = ±arc cos 3q2−1
2q3 . Отже для q ∈ [1/2; 1) функцiя

φ(t) = sign(sin t− 3q2 sin t+ q3 sin 2t) =


1, −π 6 t < −arc cos 3q2−1

2q3 ;
−1, −arc cos 3q2−1

2q3 6 t < 0;

1, 0 6 t < arc cos 3q2−1
2q3 ;

−1, arc cos (3q−q3)
2 6 t 6 π,

належить до S0
M . Це означає, що для зазначених функцiй φ(t) у спiввiдно-

шеннi (3) має мiсце рiвнiсть.
Тодi для q ∈ (0; 1/2) виконується

||δ(2,−1)
n (φ; 0)||C =

=
4q5

πp1p2
[J1(π)− J1(0)] +

2q2(1− 3q2)

πp1p2
[J2(π)− J2(0)] +O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
,

де

J1(t) =

∫
cos t sin tdt

(1− 2q cos t+ q2)3
; J2(t) =

∫
sin tdt

(1− 2q cos t+ q2)3
,

а для q ∈ [1/2; 1) маємо

||δ(2,−1)
n (φ; 0)||C =

4q5

πp1p2

[
2J1(arc cos

3q2 − 1

2q3
)− J1(0)− J1(π)

]
+

+
2q2(1− 3q2)

πp1p2

[
2J2(arc cos

3q2 − 1

2q3
)− J2(0)− J2(π)

]
+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
.

Оскiльки

J1(t) =
1

4q2
(1− 2q cos t+ q2)−1 − 1 + q2

8q2
(1− 2q cos t+ q2)−2 + C;

J2(t) = − 1

4q
(1− 2q cos t+ q2)−2 + C,

то, виконуючи перетворення, отримуємо для q ∈ (0; 1/2)

||δ(2,−1)
n (φ; 0)||C =

4q2

πp1p2(1− q2)2
+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
,

а для q ∈ [1/2; 1)

||δ(2,−1)
n (φ; 0)||C =

(4q2 + 1)q

πp1p2(1− q2)2
+O(1)

qn−p1 + qn−p2

p1p2(1− q)5
.

Таким чином мають мiсце асимптотичнi формули (2).
Зауважимо, що для q = 1/2 значення головних членiв цих формул спiв-

падають. Теорема доведена.
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