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ЖОРДАНОВА НОРМАЛЬНА ФОРМА ТА КЛАСИФIКАЦIЯ
ЛIНIЙНИХ ОДНОРIДНИХ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ

В статтi показано алгоритм розв’язку лiнiйної однорiдної системи диференцiальних рiв-
нянь, що використовує жорданову нормальну форму матрицi цiєї системи та одержано
класифiкацiю розв’язкiв такої системи третього порядку.
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цiальних рiвнянь, розв’язки лiнiйних однорiдних систем диференцiальних рiвнянь.

Вступ
В теорiї лiнiйних операторiв та теорiї матриць окреме мiсце займає жор-

данова нормальна форма (ЖНФ) матрицi. ЖНФ — це матриця, яка має
найбiльш простий вигляд в класi матриць, подiбних до даної. Теорiя ЖНФ
досить докладно розглянута О.I. Кострикiним [1]. Практичне обчислення та
застосування ЖНФ детально описанi В.С. Мазорчуком [2]. Крiм того, ним
надано класифiкацiю жорданових матриць окремих порядкiв.

ЖНФ має широке застосування. Вона використовується не тiльки в теорi-
ях матриць та лiнiйних операторiв. Ми розглядаємо використання ЖНФ для
класифiкацiї розв’язкiв лiнiйних однорiдних систем диференцiальних рiвнянь
(ЛОСДР). Взагалi диференцiальнi рiвняння й методи дослiдження їх розв’яз-
кiв широко використовуються у рiзноманiтних галузях i роздiлах сучасної
науки й технiки. Тому дослiдження диференцiальних рiвнянь залишається
актуальним як у сучаснiй науцi, так i у пiдготовцi спецiалiстiв з математи-
ки, iнформатики, прикладної математики тощо. Цi питання висвiтлювалися
А.М. Самойленком, М.О. Перестюком, I.О. Парасюком, Т.П. Гоєм, О.В. Ма-
хнеєм, В.I. Арнольдом.

В данiй роботi розглядається класифiкацiя розв’язкiв ЛОСДР зi сталими
коефiцiєнтами третього порядку з дiйсною матрицею системи, враховуючи
класифiкацiю ЖНФ таких матриць.
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Основна частина
Лiнiйну однорiдну систему диференцiальних рiвнянь n -го порядку зi ста-

лими коефiцiєнтами можна записати у виглядi

dY

dt
= AY (1)

де A — квадратна матриця n–го порядку, Y — стовпчик невiдомих функцiй
y1, y2, ..., yn, ...,

dY
dt — стовпчик похiдних цих функцiй.

Традицiйно в теорiї диференцiальних рiвнянь розв’язок ЛОСДР шукає-
ться у виглядi показникових функцiй в такому виглядi:

y1 = γ1e
λt, y2 = γ2e

λt, ..., yn = γne
λt, (2)

де γ1, γ2, ..., γn i λ — константи, якi можна визначити так, щоб вирази (2)
задовольняли системi (1). Цей розв’язок зводиться до розв’язку системи:

(A− λE)Γ = 0. (3)

Система (3) є системою n лiнiйних однорiдних рiвнянь вiдносно стовпчика
Г невiдомих γ1, γ2, ..., γn з матрицею M(λ) ≡ (A− λE) Отже, розв’язок ви-
ду (2) системи (1) може iснувати в тому i тiльки в тому випадку, якщо λ є
корiнь характеристичного рiвняння |A − λE| = 0 , тобто є власним значен-
ням матрицi A . Частиннi розв’язки системи (3) є власними векторами, що
вiдповiдають всiм власним значенням матрицi A .

Максимальне число лiнiйно незалежних власних векторiв, що вiдповiда-
ють власному значенню λ , дорiвнює n− r , де r = rang M(λ) .

Кратнiсть m числа λ як кореня характеристичного многочлену називає-
ться алгебраїчною кратнiстю власного значення λ . Вiдоме твердження
про те, що n − r 6 m . Зразу зауважимо, що сума алгебраїчних кратностей
всiх коренiв характеристичного рiвняння |A− λE| = 0 дорiвнює n .

Нехай λ1, λ2, ..., λn — всi власнi значення, повторенi стiльки разiв, скiльки
дорiвнює їх алгебраїчна кратнiсть. Якщо mj = n − rj , то ми отримає-
мо n лiнiйно незалежних власних векторiв (k

(j)
1 , k

(j)
n , ..., k

(j)
n ), j = 1, 2, ..., n ,

що вiдповiдають власним значенням λj , [1]. Всiм цим власним векторам
k(j) = (k

(j)
1 , k

(j)
n , ..., k

(j)
n ), якi є розв’язками системи (3) при λ = λj , вiдпо-

вiдає n частинних розв’язкiв системи (1) виду

y
(j)
1 = k

(j)
1 eλjt, y

(j)
2 = k

(j)
2 eλjt, ..., y(j)n = k(j)n eλjt. (4)

Нам вiдомо, що лiнiйна комбiнацiя частинних розв’язкiв системи однорi-
дних рiвнянь знову буде розв’язком цiєї системи однорiдних рiвнянь. Тому
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загальний розв’язок системи (1) ми можемо записати як лiнiйну комбiнацiю
частинних розв’язкiв-стовпчикiв Y (j) виду (4), що буде виглядати як лiнiйна
комбiнацiя власних векторiв-стовпчикiв k(j) :

Y = C1k
(1)eλ1t + C2k

(2)eλ2t + ...+ Cnk
(n)eλnt (5)

де Cj, j = 1, 2, ..., n – довiльнi дiйснi числа.

Зауваження 1. Якщо характеристичний многочлен з дiйсними коефiцiєн-
тами має корiнь λ1 = α+βi , β ̸= 0 , то вiн також має корiнь λ2 = α−βi .
Вiдповiднi розв’язки будуть мати вигляд:

ỹ
(1)
j = eαt(l

(1)
j cos βt− l

(2)
j sin βt), ỹ

(2)
j = eαt(l

(1)
j sin βt+ l

(2)
j cos βt) (6)

де l
(1)
j i l(2)j — дiйснi числа.

Це зауваження приводить до змiни вигляду (5) загального розв’язку.
Якщо iснує λi , що mi > n − ri , то ми не отримаємо n лiнiйно незале-

жних власних векторiв. Щоб знайти розв’язки, яких не вистачає для кожного
такого кореня, ми повиннi шукати розв’язки у виглядi лiнiйних комбiнацiй
функцiй eλit, teλit, ..., tmi−1eλit в такому виглядi:

yj = bj1e
λit + bj2te

λit + ...+ bjmi
tmi−1eλit, j = 1, ..., n, (7)

де bji, j = 1, ..., n; i = 1, ...,m – константи, якi можна визначити так, щоб
вирази (7) задовольняли системi (1). В результатi ми одержимо однорiдну
систему лiнiйних рiвнянь з n · m невiдомими. Кожен розв’язок ФСР цiєї
системи дасть розв’язок типу (7), а множина всiх лiнiйних комбiнацiй цих
розв’язкiв дасть загальний розв’язок.

Класифiкуючи загальнi розв’язки ЛОСДР зi сталими коефiцiєнтами тре-
тього порядку з дiйсною матрицею системи за традицiйними методами розв’я-
зування та врахуванням умов mj > n − rangM(λj) , ми можемо видiлити
наступнi випадки:

1* λ1, λ2, λ3 — рiзнi простi дiйснi коренi |A− λE| = 0
2* λ1 — простий дiйсний корiнь, λ2 — дiйсний корiнь кратностi 2,

rg M(λ2) = 1
3* λ — дiйсний корiнь кратностi 3 , rg M(λ) = 0 .

Для випадкiв 1∗ –3∗ розв’язки мають вигляд (5).
4* λ1 — простий дiйсний корiнь, λ2, λ2 — уявнi простi спряженi коренi.

Для цього випадку розв’язки враховують вигляд (6).
5* λ1 — простий дiйсний корiнь, λ2 — дiйсний корiнь кратностi 2 ,

rg M(λ2) = 2
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6* λ — дiйсний корiнь кратностi 3, rg M(λ) > 0 .
У випадках 5∗ –6∗ для одержання розв’язкiв використовується ви-
гляд (7).

ЖНФ матрицi третього порядку за клiтинно-дiагональним виглядом та-
кож мають шiсть типiв [2].
10 J3(λ) , де λ ∈ C

20 J1(λ1)⊕ J2(λ2) , де λ1 ̸= λ2 ∈ C ;
30 J1(λ1)⊕ J2(λ2) , де λϵC ;
40 J1(λ1)⊕ J1(λ2)⊕ J1(λ3) , де λ1 ̸= λ2 ̸= λ3 ∈ C ;
50 J1(λ1)⊕ J1(λ2)⊕ J1(λ2) , де λ1 ̸= λ2 ∈ C ;
60 J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ) , де λ ∈ C ;

Щоправда в цiй класифiкацiї випадки 1∗ i 4∗ вiдносяться до одного типу
40 , а випадок 6∗ розподiляється на два типи 10 i 30 (2∗ = 50 , 3∗ = 60 ,
5∗ = 20 ).

Розглянемо систему (1) у виглядi рiвняння dY
dt = AY з iншого боку. Нехай

T = (tij) — довiльна невироджена матриця, Y = (yi) — стовпчик невiдомих
функцiй i X = TY . Тодi

X = (xi) =

(∑
j

tijyj

)
, X ′ = (x′i) =

(∑
j

tijy
′
j

)
= TY ′ , а також Y = T−1X

та Y ′ = T−1X ′ . Помножимо рiвняння (1) злiва на T . Одержимо еквiвалентне
рiвняння:

dX

dt
= T

dY

dt
= TAY = (TAT−1)X. (8)

Нехай J — вiдповiдна ЖНФ матрицi A , тодi iснує невироджена матриця
U , що J = U−1AU . Матриця U складається iз векторiв-стовпчикiв, що утво-
рюють жордановий базис. Якщо в попереднiх позначеннях взяти T = U−1 ,
то рiвняння (8) буде мати вигляд

dX

dt
= (U−1AU)X = JX. (9)

Таким чином, розв’язок системи (1) можна знаходити як Y = UX , де
X — розв’язок системи dX

dt = JX . Тому i класифiкацiю розв’язкiв систе-
ми (1) можна проводити по класифiкацiї жорданових матриць. Оскiльки для
дiйсних матриць третього порядку буде шiсть рiзних типiв жорданових ма-
триць у вiдповiдностi до класифiкацiї [2], то, розв’язуючи систему dX

dt = JX
для кожного типу, ми отримали такi розв’язки:

10 X =

 C1e
λt + C2te

λt + C3t
2eλt

C2e
λt + 2C3te

λt

2C3e
λt

 ;
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20 X =

 C1e
λ1t

C2e
λ2t + C3te

λ2t

C3e
λ2t

 ; 30 X =

 C1e
λt

C2e
λt + C3te

λt

C3e
λt

 ;

40 X =

 C1e
λ1t

C2e
λ2t

C3e
λ3t

 ; 50 X =

 C1e
λ1t

C2e
λ2t

C3e
λ2t

 ; 60 X =

 C1e
λt

C2e
λt

C3e
λt


де Cj, j = 1, 2, 3 — довiльнi дiйснi числа.

Звичайно, випадок 40 для дiйсних матриць розпадається на два випадки,
якщо видiлити випадок λ1 — простий дiйсний корiнь, λ2, λ̄2 — уявнi простi
спряженi коренi.

Дана класифiкацiя розв’язкiв систем dX
dt = JX може бути використана

для розв’язку системи (1) dY
dt = AY за наступним алгоритмом:

1) Знаходяться ЖНФ J матрицi A та матриця U , що складається iз
векторiв-стовпчикiв, якi утворюють вiдповiдний жордановий базис.

2) Визначається тип матрицi J та обирається вiдповiдний загальний
розв’язок X .

3) Загальний розв’язок системи (1) обчислюється як Y = UX .

Висновки
ЖНФ матрицi ЛОСДР суттєво впливає на вид загального розв’язку такої

системи. Жордановi матрицi рiзного клiтинного типу визначають рiзнi види
загального розв’язку ЛОСДР. В статтi показано алгоритм розв’язку системи
dY
dt = AY , що використовує ЖНФ матрицi цiєї ЛОСДР та одержано класифi-
кацiю розв’язкiв такої системи третього порядку. Дану класифiкацiю можна
розвивати для iнших порядкiв ЛОСДР.
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