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ПРО ЧИСЛО НЕЕКВIВАЛЕНТНИХ ДВОКОЛЬОРОВИХ
ХОРДОВИХ O -ДIАГРАМ МАКСИМАЛЬНОГО РОДУ

Для цiлих 0 6 g 6 9 визначено число нееквiвалентних 2 -кольорових хордових O -дiаграм
(з n хордами), якi мiстять лише один чорний та один бiлий цикл ( 2 -кольоровi хордовi
O -дiаграми максимального роду), вiдносно дiї дiедральної групи (порядку 2n )
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Вступ
Конструкцiї, схожi до кола з вiдмiченими точками, зокрема хордовi дiаг-

рами, ефективно використовують в багатьох галузях науки, зокрема матема-
тицi (топологiї, теорiї вузлiв), фiзицi, бiологiї.

Нагадаємо, що хордовою дiаграмою порядку n або, коротко, n -дiаграмою
називають конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на
ньому (якi є вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають
вказанi точки. Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна
одержати з iншої в результатi повороту. Дiаграми називають еквiвалентними,
якщо їх можна сумiстити за допомогою повороту, дзеркального вiдбиття, або
ж їх композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових дiаграм займалась цiла низ-
ка вiдомих математикiв, зокрема автори робiт [5], [3], [6], [2]. Задачi про
пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних n -дiаграм були повнi-
стю розв’язанi в роботах [3], [6]. Формули для пiдрахунку числа неiзомор-
фних планарних (роду 0 ), тороїдальних (роду 1 ) n -дiаграм та 2m -дiаграм
максимального роду m встановлено в [3]. Формули для пiдрахунку числа
неiзоморфних та нееквiвалентних планарних 2 -кольорових n -дiаграм вста-
новлено в [2].

Пiдрахунок числа неiзоморфних, зокрема двокольорових, n -дiаграм фiк-
сованого роду є досить складною i в загальному випадку до сьогоднi нероз-
в’язаною задачею.

c⃝Кадубовський О.А., Вощана Л.В., 2015
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Формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних двоко-
льорових O - i N -дiаграм вiдповiдно встановлено в роботi [9]. В [10] одержано
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -дiаграм,
якi мають один чорний (або ж бiлий) цикл. Задача про пiдрахунок числа не-
iзоморфних O -дiаграм максимального роду (з одним чорним та одним бiлим
циклом) повнiстю розв’язана в [8]. Проте питання про пiдрахунок числа неек-
вiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи) O -дiаграм максимального роду
й досьогоднi залишається вiдкритим.

В данiй роботi для натуральних n ∈ {1, 3, 5, 7, 11, 13, 15, 17, 19} встанов-
лено число нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи) 2 -кольорових
O -дiаграм максимального роду. Крiм того, для випадкiв n = 1; 3; 5; 7; 9 в
явному виглядi наведено всi неiзоморфнi симетричнi такi дiаграми.

1. Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому (що є вершинами правильного
2n -кутника), дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i бi-
лий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном — рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.
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Рис. 1:
a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 бiлих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 бiлих та 3 чорних циклiв

Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хор-
ди, що сполучає вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) — рис. 1 c), b) .
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Означення 3. «Чорним» («бiлим») циклом 2 -кольорової дiаграми назива-
тимемо послiдовнiсть хорд та чорних (бiлих) дуг, якi утворюють гомео-
морфний образ (орiєнтованого) кола — рис. 1 b)− c) .

Приклад 1. Поняття чорного (бiлого) циклу 2-кольорової O -дiаграми про-
iлюструємо на прикладi дiаграми, зображеної на рис. 1 c) . Через (i, i + 1)
позначимо орiєнтовану дугу 2n -шаблона, а через [i, j] — хорду, яка сполу-
чає вершини з номерами i, j . Тодi чорнi BCk та бiлi WCl цикли дiаграми
можна подати у виглядi

чорнi цикли дiаграми:
BC1 =
= (1, 2)[2, 3](3, 4)[4, 13](13, 14)[14, 17](17, 18)[18, 9](9, 10)[10, 11](11, 12)[12, 1];
BC2 = (5, 6)[6, 7](7, 8)[8, 19](19, 20)[20, 5];
BC3 = (14, 15)[15, 16](16, 17)[17, 14];

бiлi цикли дiаграми:
WC1 = (2, 3)[3, 2]; WC2 = (6, 7)[7, 6]; WC3 = (8, 9)[9, 18](18, 19)[19, 8];
WC4 = (10, 11)[11, 10]; WC5 = (12, 13)[13, 4](4, 5)[5, 20](20, 1)[1, 12];
WC6 = (14, 15)[15, 16](16, 17)[17, 14].

Якщо проiгнорувати колiр, то кожен чорний (бiлий) цикл 2 -кольорової
O -дiаграми спiвпадає з вiдповiдним циклом непофарбованої дiаграми. Тодi
наслiдуючи [3], природнiм чином визначається рiд 2 -кольорової O -дiаграми,
а саме

Означення 4. Родом 2 -кольорової O -дiаграми будемо називати цiле число
g , яке визначається рiвнiстю

g =
n+ 1− λ

2
, (1)

де λ — сумарне число чорних i бiлих циклiв дiаграми.

Означення 5. Множину O -дiаграм з n хордами (побудованих на 2 -
кольоровому 2n -шаблонi), якi мають точно 1 чорний цикл будемо по-
значати ℑO

1;n . Дiаграми з класу ℑO
1;n , якi мають точно 1 бiлий цикл

називатимемо дiаграмами максимального роду, а множину таких дiаграм
позначатимемо ℑO

1,1;n .

Введемо далi наступнi позначення:
Sn — симетрична група;
CSn — множина перестановок з Sn , якi розкладаються в цикл довжини n ;
CS∗

n =
{
b ∈ CSn| b ◦ τ−1 ∈ CSn

}
, де τ = (1, 2, ..., n) ∈ CSn .
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В роботi [8] було встановлено, що кожну дiаграму D ∈ ℑO
1,1;n можна ото-

тожнити з певним циклом b ∈ CS∗
n . А саме

Твердження A. Дiаграма D(b) ∈ ℑO
1,1;n тодi i лише тодi, коли

w(b) = τ ◦b−1 =
(
b ◦ τ−1

)−1 є циклом довжини n . Тобто, D(b) ∈ ℑO
1,1;n тодi

i лише тодi, коли b ∈ CS∗
n .
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Рис. 2: a), b) дiаграма D(b) ∈ ℑO
1,1;7 , b = (1, 6, 3, 5, 7, 4, 2) ; c) дiаграма D(b) ∈ ℑO

1,1;7 ,
що є симетричною вiдносно осi симетрiї 14 -шаблону, яка проходить через його центр та

середину чорної дуги b1

Нагадаємо основну iдею. Орiєнтуємо коло дiаграми за годинниковою стрiл-
кою. I нехай дiаграма D ∈ ℑO

1;n . Пiд обходом чорних дуг bj дiаграми
D ∈ ℑO

1;n , починаючи з чорної дуги b1 будемо розумiти послiдовнiсть но-
мерiв b = (1, j2, j3, ..., jn) чорних дуг, якi зустрiчаються при слiдуваннi по
єдиному чорному її циклу — рис. 2 b) . Тодi кожен такий цикл b ∈ CSn
однозначно визначає хорди дiаграми D(b) ∈ ℑO

1;n , а тому й саму дiаграму,
i навпаки. I тому цикл b цiлком визначає й обходи бiлих дуг бiлих циклiв
дiаграми D(b) ∈ ℑO

1;n . Не важко перевiрити, що якщо

b = (1, j2, ..., jn) =

(
1 j2 ... jn−1 jn
j2 j3 ... jn 1

)
∈ CSn (2)

— обхiд чорних дуг дiаграми D(b) ∈ ℑO
1;n , то обхiд w = w(b) бiлих дуг цiєї

дiаграми (також за рухом годинникової стрiлки) можна подати у виглядi:

w(b) =

(
j2 − 1 j3 − 1 ... jn − 1 n
1 j2 ... jn−1 jn

)
(3)

Бiльше того, для довiльного b ∈ CSn виконується рiвнiсть

w(b) ◦ b =
(
j2 − 1 j3 − 1 ... jn − 1 n
j2 j3 ... jn 1

)
= (1, 2, ..., n− 1, n) = τ. (4)
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Оскiльки для кожної дiаграми D(b) ∈ ℑO
1,1;n w(b) = τ ◦b−1 є циклом довжини

n (w(b) ∈ CSn ), то з останнього й випливає справедливiсть твердження A.

Приклад 2. Дiаграму, зображену на рис. 2 a, b) , можна ототожнити iз
циклом b = (1, 6, 3, 5, 7, 4, 2) . Не важко також перевiрити, що бiлий цикл
w = (1, 4, 3, 7, 2, 6, 5, ) цiєї дiаграми можна подати у виглядi w = τ ◦ b−1 .

Як наслiдок з робiт [1], [8] маємо, що для довiльного парного n∣∣ℑO
1,1;n

∣∣ = 0 , а для непарного n = 2g + 1 визначається за формулою∣∣ℑO
1,1;n

∣∣ = 2(n− 1)!

n+ 1
=

(2g)!

g + 1
. (5)

Бiльше того, в [8] доведено справедливiсть твердження

Теорема A. Для непарного натурального n число d∗n неiзоморфних дiаграм
з класу ℑO

1,1;n можна обчислити за формулою

d∗n =
1

n

2(n− 1)!

n+ 1
+
∑
i|n,i̸=n

φ
(n
i

)
· 2(i− 1)!

i+ 1
· φ∗

(n
i

)
·
(n
i

)i−1

 , (6)

де φ(n) — функцiя Ейлера (кiлькiсть натуральних менших за n чисел i
взаємно простих iз ним, тобто φ(n) = |1 6 h < n|НСД(h, n) = 1| ), яка
для натуральних n = pα1

1 · pα2
2 · ... · pαk

k визначається за формулою

φ(n) = n ·
(
1− 1

p1

)
·
(
1− 1

p2

)
· ... ·

(
1− 1

pk

)
, (7)

а величина φ∗(n) (φ∗(n) = |1 6 h < n|НСД(h, n) = 1 = НСД(h+ 1, n)| ) для
натуральних n = pα1

1 · pα2
2 · ... · pαk

k визначається за формулою

φ∗(n) = n ·
(
1− 2

p1

)
·
(
1− 2

p2

)
· ... ·

(
1− 2

pk

)
. (8)

2. Основна частина
Застосовуючи лему Бернсайда (див. напр. [3], [6], [9], [10]), не важко

встановити, що число d∗∗n орбiт групи дiедра D∗
2n , що дiє на множинi ℑO

1,1;n

(число нееквiвалентних O -дiаграм максимального роду) можна визначити
за допомогою спiввiдношення

d∗∗n =
1

2

(
d∗n +

1

n
· S(n)

)
, (9)

де d∗n — число неiзоморфних дiаграм з класу ℑO
1,1;n , а
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S(n) –– число дiаграм з ℑO
1,1;n , що є симетричними вiдносно хоча б одної з

n осей симетрiї, що проходять через середини протилежних чорної та бiлої
дуг 2 -кольорового 2n -шаблону.

Оскiльки число дiаграм, симетричних вiдносно кожної з n зазначених
осей симетрiї є однаковим, то (9) можна подати у виглядi

d∗∗n =
1

2
(d∗n + s(n)) , (10)

де s(n) –– число дiаграм з ℑO
1,1;n , що є симетричними вiдносно фiксованої

осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та бiлої дуг
2 -кольорового 2n -шаблону.

Таким чином, з урахуванням спiввiдношення (10) та вiдомої формули
(6) для обчислення величини d∗n , задача про пiдрахунок числа d∗∗n нееквi-
валентних дiаграм з класу ℑO

1,1;n зводиться до задачi про пiдрахунок числа
тих дiаграм з класу ℑO

1,1;n , що є симетричними вiдносно фiксованої осi
симетрiї (яка проходить через середини протилежних чорної та бiлої дуг)
2 -кольорового 2n -шаблону —рис. 2 c) .

2.1. Число симетричних дiаграм з класу ℑO
1,1;n

Нижче для натуральних n = 1; 3; 5; 7; 9 в явному виглядi наведено всi
(неiзоморфнi) симетричнi дiаграми з вiдповiдних класiв ℑO

1,1;n .
 

 

 

 

 

)a    )b  

 

 

 Рис. 3: a) єдина дiаграма з класу ℑO
1,1;1 , b) єдина дiаграма з класу ℑO

1,1;3

 

    

1 2 3 4 

 

Рис. 4: всi (неiзоморфнi) симетричнi дiаграми з класу ℑO
1,1;5
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Не важко бачити, що у випадку n = 7 (рис. 5 нижче) дiаграми {21, 22} ;
{23, 24} ; {26, 27} ; {28, 29} ; {25, 30} є еквiвалентними пiд дiєю групи дiедра.
I тому iснує лише 30− 10 + 5 = 25 нееквiвалентних дiаграм з класу ℑO

1,1;7 .
 

     

1 2 3 4 5 

     

6 7 8 9 10 

     

11 12 13 14 15 

     

16 17 18 19 20 

 

 

     

21 22 23 24 25 

     

26 27 28 29 30 

 

Рис. 5: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,1;7

Нижче на рис. 6 зображено всi 148 (неiзоморфних) симетричних дiаграм
з класу ℑO

1,1;9 .
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143.  144.  145.  146.  147.  148.  

 

 Рис. 6: всi (неiзоморфнi) симетричнi дiаграми з класу ℑO
1,1;9

Зауваження 1. Як випливає з результатiв роботи [10] , кожнiй дiаграмi
D ∈ ℑO

1;n (n = 2m + 1) , що є симетричною вiдносно тiєї осi симетрiї
2n -шаблону, яка проходить через його центр та середину чорної дуги b1
(рис. 2 c) ), однозначно можна поставити у вiдповiднiсть «симетричний»
цикл довжини n , а саме цикл виду

b′ = (j′m+1, ..., j
′
3, j

′
2, 1 , j2, j3, ..., jm+1), (11)

де j′i = 2m + 3 − ji ∀i ∈ {2, ...,m + 1} , а 1, j2, j3, ..., jm+1 — суть номери
перших (m+1) чорних дуг 2n -шаблону, якi зустрiчаються при обходi (по-
чинаючи з першої чорної дуги за годинниковою стрiлкою) єдиного чорного
циклу дiаграми. Причому ∀ k, l ∈ {2, ...,m+ 1} jk + jl ̸= 2m+ 3 .

I навпаки, будь-який цикл b′ виду (11) , у якому ∀i ∈ {2, ...,m + 1}
ji ∈ {2, 3, ..., 2m+1} , j′i = 2m+3−ji та ∀ k, l ∈ {2, ...,m+1} jk+jl ̸= 2m+3
визначає єдину дiаграму D = D(b′) ∈ ℑO

1;n .

Крiм того, в роботi [10] встановлено, що для натуральних n = 2m + 1
має мiсце рiвнiсть ∣∣ℑO

1;n

∣∣ = 2m · (m)! (12)

Випуск №5, 2015 61

@@@®@@
@@@@@©
@@@®®@
@@®®®®

Ш



Математика

Бiльше того, з урахуванням твердження A. , має мiсце

Лема 1. Для натуральних n = 2m + 1 число s(n) дiаграм з класу ℑO
1,1;n

(що є симетричними вiдносно тiєї осi симетрiї 2n -шаблону, яка проходить
через його центр та середину чорної дуги b1 ) спiвпадає iз числом циклiв
виду (11) , для яких добуток

b′ ◦ τ−1, τ = (1, 2, ..., 2m+ 1) (13)

є циклом довжини n (розкладається в один цикл).

З урахуванням Леми 1., авторами статтi було написано програму мате-
матичного розрахунку величини s(n) в середовищi Maple. Для натураль-
них n = 11; 13; 15; 17; 19 одержано наступнi результати: s(11) = 1 348 ;
s(13) = 15 104 ; s(15) = 198 144 ; s(17) = 2 998 656 ; s(19) = 51 290 496 .

Таким чином, має мiсце

Твердження 1. Для непарних натуральних 1 6 n 6 19 число s(n)
симетричних дiаграм з класу ℑO

1,1;n становить

s(n) =



1, n = 1
1, n = 3
4, n = 5
20, n = 7
148, n = 9

1 348, n = 11
15 104, n = 13
198 144, n = 15

2 998 656, n = 17
51 290 496, n = 19

(14)

Крiм того, бiльш пильнi спостереження за величинами s(n) (для зазна-
чених n ) дозволили виявити низку властивостей, а саме

Лема 2. Нехай Sn(p) (n = 2m+1, p ∈ {3, 4, ..., 2m+1}) — множина циклiв
виду b′ = (..., p′, 1 , p, ..., ) , якi задовольняють умову леми 1. Тодi мають
мiсце наступнi рiвностi:
1) |Sn(2)| ≡ 0;

2) s(n) =
2m+1∑
p=3

|Sn(p)| ;

3) ∀p ∈ {m+ 2, ..., 2m+ 1} |Sn(p)| = s(2m− 1) = s(n− 2);
4) |Sn(3)| = |Sn(m+ 1)| = 2 · (m− 1) · s(2m− 3) = (n− 3) · s(n− 4);
5) ∀j ∈ {3, ...,m+ 1} |Sn(j)| = |Sn(m+ 4− j)|.
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2.2. Число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑO
1,1;n

Теорема 1. Для непарних натуральних 1 6 n 6 19 число d∗∗n нееквi-
валентних (вiдносно дiї дiедральної групи) дiаграм з класу ℑO

1,1;n можна
обчислити за формулою

d∗∗n =
1

2
(d∗n + s(n)) , (15)

де d∗n визначаються за формулою (6) , а s(n) — зi спiввiдношень (14) .

g = n−1
2 n d(n) = 2(n−1)!

n+1 d∗n d∗∗n
0 1 1 1 1
1 3 1 1 1
2 5 8 4 4
3 7 180 30 25
4 9 8 064 900 524
5 11 604 800 54 990 28 169
6 13 68 428 800 5 263 764 2 639 434
7 15 10 897 286 400 726 485 868 363 342 006
8 17 2 324 754 432 000 136 750 260 720 68 376 629 688
9 19 640 237 370 572 800 33 696 703 714 374 16 848 377 502 435

Табл. 1: початковi значення величин d(n) , d∗n та d∗∗n

Зауваження 2. Як з’ясувалося, для натуральних n = 2g + 1 початковi
значення величин d(n) i s(n) спiвпадають зi значеннями величин
SH(2g; 1) — «Hultman number» [4] (послiдовнiсть A060593 в [7])

та, вiдповiдно,
S±
H(g; 1) — «signed Hultman number» [4] (послiдовнiсть A001171 в [7]).

Висновки
Отже, в представленiй роботi для початкових натуральних n = 2g + 1

(g ∈ {0, 1, ..., 9} ) повнiстю розв’язана задача про пiдрахунок числа нееквiва-
лентних дiаграм з класу ℑO

1,1;n (n -дiаграм максимального роду g ).
Крiм того, з урахуванням зауваження 2., iснує тiсний зв’язок мiж дiагра-

мами з класу ℑO
1,1;n та перестановками певного виду, чиї «breakpoint» графи

розкладаються в один цикл [4]. Тому, на думку авторiв, цiлком досяжною
здається подальша робота, пов’язана зi встановленням необхiдних тверджень
щодо бiєктивностi мiж симетричними дiаграмами з класу ℑO

1,1;n та (вiдповiд-
ними) перестановками, чиї «breakpoint» графи розкладаються в один цикл.
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Kadubovs’kyi О.А., Voschana L.V.
Donbas State Teachers’ Training University, Slavyans’k, Ukraine.

On the Number of 2-Color Chord O -Diagrams of Maximal Genus
Under the Action of Dihedral Group
In this paper for 0 6 g 6 9 we determine the number of nonequivalent 2 -color
chord diagrams (of order n ) with one black and one white cycle (2 -color chord
O -diagrams of maximal genus) under the action of dihedral group (of order 2n )
Keywords: 2 -color chord diagram, maximal genus, dihedral group.
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