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Стаття присвячена систематизацiї фактiв геометрiї трапецiй та супровiдним дидактичним
аспектам, пов’язаним iз способами фiксацiї та побудови знань. Також авторами пропону-
ється низка нових термiнiв для окремих видiв трапецiї, за допомогою яких наведено двi
взаємодоповнювальнi класифiкацiї трапецiй, вiдмiнi вiд традицiйних класифiкацiй бiль-
шою видовою деталiзацiєю.
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Вступ
Теоретичнi вiдомостi про трапецiю в рiзному обсязi представленi у бiль-

шостi джерел, присвячених шкiльному курсу геометрiї, зокрема в посiбниках
iз серiй: «Абiтурiєнтам», «Повторюємо та систематизуємо шкiльний курс ...»,
«Геометрiя у визначеннях, формулах i таблицях» та iн. «Трапецiї» є невiд’єм-
ною складовою змiстової лiнiї «чотирикутники» шкiльного курсу геометрiї.
Проте систематизацiї фактiв геометрiї трапецiй, на нашу думку, в iсную-
чiй навчально-методичнiй лiтературi придiляється недостатня увага.

Серед джерел, присвячених вибраним задачам на трапецiї (зокрема на
окремi їх види) та способам їх розв’язання, автори вважають своїм обов’язком
видiлити: статтi В. Алексєєва [1] та I.Ф. Шаригiна [25]; навчальнi посiбники
О.С. Iстера [10], I.А. Кушнiра [16], [17] та В.В. Прасолова [22]; серед збiрок,
якi мiстять широке коло задач на трапецiї, — збiрники задач [7], [14], [17], [18],
[19], [23]; серед посiбникiв iз серiї «Шкiльний курс геометрiї у кресленнях та
формулах» — посiбник В.В. Амелькiна [3].

Серед пiдручникiв, в яких (на нашу думку) трапецiям придiляється зна-
чно бiльша увага порiвняно з iншими пiдручниками, слiд видiлити дiючi
пiдручники [4], [6], [20] та пробний пiдручник [13]. В [6] важливi вiдомо-
стi, зокрема задачi теоретичного характеру на трапецiї, видiлено жирним
шрифтом. Серед переваг [20] слiд видiлити те, що важливi факти геометрiї
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трапецiй представлено у виглядi завдань, якi вiдповiдають початковому i се-
редньому; достатньому та високому рiвням навчальних досягнень вiдповiдно.
Найбiльш вдалим в дидактичному сенсi, на нашу думку, є пiдручник [13]. До
переваг [4] можна вiднести найбiльшу кiлькiсть задач теоретичного характе-
ру та зведену таблицю «опорних фактiв про трапецiю». Однак в [4] трапецiя
визначається як «чотирикутник, у якого двi сторони паралельнi».

Автори статтi вiддають перевагу традицiйному визначенню трапецiї. З
методичними аспектами вивчення трапецiй в шкiльному курсi геометрiї,
зокрема можливими пiдходам до визначення трапецiї та їх класифiкацiї, мо-
жна ознайомитися, наприклад, в [5], [9], [24]. Зокрема в [9] наведено достатню
кiлькiсть аргументiв на користь саме традицiйного визначення трапецiї.

За дiючою програмою ЗНО з математики (укладеної на основi (нового
стандарту) навчальної програми з математики для учнiв 5–9 класiв ЗОНЗ
та навчальної програми для учнiв 8–9 класiв ЗОНЗ (класiв) з поглибленим
вивченням математики) учень повинен знати: визначення трапецiї, види та
властивостi трапецiї; визначення середньої лiнiї трапецiї та її властивостi;
вписанi в коло та описанi навколо кола трапецiї; формули обчислення пло-
щi трапецiї; серед вимог до предметних вмiнь — застосовування визначень,
ознак та властивостей рiзних видiв чотирикутникiв до розв’язування пла-
нiметричних задач та задач практичного змiсту.

Як зазначено в [8], «Навчальнi задачi є ефективним засобом реалiзацiї
i формою втiлення змiсту навчання. Викладач повинен постiйно вирiшува-
ти проблему вiдбору навчальних задач, щоб забезпечити системне засвоєння
змiсту навчальної дисциплiни. Тому, необхiдною є вдала i обґрунтована си-
стематизацiя задач. Проблемою в цьому випадку є вибiр засад для такої
систематизацiї...»

Пiдсумовуючи зазначене, слiд констатувати, що на привеликий жаль,
вiдомостi з геометрiї трапецiй, якi мiстяться у бiльшостi джерел, носять
вибiрковий характер з акцентами в залежностi вiд уподобань авторiв. А
такi важливi питання, як наприклад рiвнiсть та подiбнiсть окремих видiв чо-
тирикутникiв та їх ознаки (зокрема ознаки трапецiй), взагалi залишаються за
лаштунками переважної бiльшостi пiдручникiв. Але ж, не можна не погоди-
тися з тим, що одними з основних задач при вивченнi геометричних об’єктiв,
є задачi про порiвняння (спiвставлення) та їх виокремлення (розпiзнання) з
бiльш ємної множини однорiдних об’єктiв. Однак не можна не вiдзначити й
позитивну тенденцiю — в пiдручниках все частiше видiляють задачi, якi є
опорними («характеристичними») для вивчення окремих видiв трапецiї.

ЗОНЗ — загальноосвiтнiй навчальний заклад
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Другий аспект (в контекстi вивчення трапецiй), який автори також не
можуть залишити без уваги, пов’язаний iз тим, що в iснуючих пiдручниках
та навчально-методичнiй лiтературi класифiкацiї (класифiкацiям) трапецiй,
навiть у порiвняннi з класифiкацiєю паралелограмiв, придiляється досить
поверхнева увага. Для бiльшостi учнiв та навiть студентiв математичних
спецiальностей педагогiчних ВНЗ i молодих вчителiв математики «Трапецiї
бувають рiвнобедренi, прямокутнi та iншi.» Бiльше того, в багатьох нав-
чальних посiбниках трапецiї класифiкують саме так. Звiсно ж, що такий стан
справ не може не викликати занепокоєння.

Крiм того, як зазначено в [11] «... дiйснiсть показує, що не лише в учнiв,
а й у студентiв фiзико-математичних факультетiв педагогiчних ВНЗ, за на-
явностi фактичних знань i вмiнь їх застосовувати при розв’язуваннi задач
вiдсутнє чiтке розумiння взаємозв’язкiв мiж елементами теоретичних знань,
що впливає на рiвень осмислення самих систематично засвоєних знань. Це
свiдчить про те, що визначена система наукових знань не формується. Остан-
нє пояснюється тим, що в змiст сучасної освiти з математичних дисциплiн не
включенi знання про способи фiксацiї i побудови знань. Настав час, коли чi-
тка структура всього накопиченого i вивченого матерiалу допоможе усунути
iснуючу проблему та якiсно пiдвищить рiвень пiдготовки майбутнiх вчителiв
математики».

Питанням систематизацiї фактiв з окремих тем курсу геометрiї присвя-
чено, наприклад, статтi [11], [12]. Серед сучасних видань з елементарної
геометрiї, в яких наведено яскравi геометричнi факти, що не ввiйшли до
шкiльних пiдручникiв, слiд видiлити посiбники I.А. Кушнiра [16], [17] та дво-
томне видання Я.П. Понарiна [21]. Зокрема в останньому досить ґрунтовно
розглядаються властивостi довiльних чотирикутникiв.

Крiм зазначеного вище, до написання даної статi авторiв надихнули двi
роботи, якi, незалежно одна вiд одної, вийшли у 2009 роцi. А саме:
книга визнаного фахiвця шкiльної геометрiї, заслуженого вчителя України
I.А. Кушнiра «Геометрiя трапецiї в задачах» [15] (це перша книга, цiлком при-
свячена трапецiям) та робота Ф. Алiфiренка «Узагальнення теореми Стюарта
для трапецiї. Спiльне в геометрiї трикутникiв i трапецiй» [2] (яка переважно
присвячена перенесенню основних фактiв геометрiї трикутника в якостi ана-
логiв на випадок трапецiй). Тому представлений нами матерiал (в певному
сенсi) можна вважати логiчним продовженням зазначених робiт.

Саму ж статтю умовно можна розбити на чотири частини:

робота посiла II мiсце у II етапi Всеукраїнського конкурсу-захисту науково-дослiдницьких робiт учнiв-
членiв Малої академiї наук України у 2008/2009 навчальному роцi
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в першiй — крiм загально-прийнятих в дiючих пiдручниках понять i визначень
авторами для окремих видiв трапецiї введено низку нових термiнiв та наведе-
но вiдповiднi визначення; в другiй — безпосередньо сам результат авторського
доробку щодо систематизацiї фактiв геометрiї трапецiй, зокрема окремих
видiв трапецiї; в третiй — запропоновано чотири рiвнi складностi задач, з
урахуванням яких наведено деякi методичнi рекомендацiї щодо дидактично-
го забезпечення теми; в четвертiй — двi взаємодоповнювальнi класифiкацiї
трапецiй, якi вiдрiзняються вiд традицiйних класифiкацiй бiльшою видовою
деталiзацiєю та можливiстю «класифiкацiно-видового» пiдходу до вивчення
трапецiй.

1. Основнi поняття та визначення
Означення 1. ([6]) Трапецiєю називають чотирикутник, у якого двi про-
тилежнi сторони паралельнi, а двi iншi — непаралельнi. Паралельнi сторо-
ни називаються основами, а непаралельнi — бiчними сторонами трапецiї.
Трапецiю називають рiвнобiчною, якщо довжини її бiчних сторiн є рiвни-
ми. Трапецiю називають прямокутною, якщо один з її кутiв є прямим.

Означення 2. ([20]) Висотою трапецiї називають перпендикуляр, опуще-
ний з будь-якої точки прямої, яка мiстить одну з основ, на пряму, яка
мiстить iншу основу трапецiї. Середньою лiнiєю («першою середньою лiнi-
єю») трапецiї називають вiдрiзок, який сполучає середини її бiчних сторiн.

Означення 3. Трапецiю називатимемо описаною навколо кола ω , якщо її
сторони належать дотичним до кола ω . Трапецiю називатимемо вписаною
в коло ω , якщо її вершини належать колу ω .

Означення 4. Двi трапецiї (ABCD i A′B′C ′D′ ) називають рiвними,
якщо мiри їх вiдповiдних кутiв та довжини їх вiдповiдних сторiн є рiвни-
ми. Iншими словами (в символьному виглядi), якщо ∠A = ∠A′ , ∠B = ∠B′ ,
∠C = ∠C ′ , ∠D = ∠D′ ; AB = A′B′ , BC = B′C ′ , CD = C ′D′ , DA = D′A′ ,
то трапецiї ABCD i A′B′C ′D′ називають рiвними та використовують
запис ABCD = A′B′C ′D′ .

Означення 5. Двi трапецiї (ABCD i A′B′C ′D′ ) називають подiбними,
якщо мiри їх вiдповiдних кутiв є рiвними, а довжини їх вiдповiдних сторiн
пропорцiйними. Iншими словами (в символьному виглядi), якщо ∠A = ∠A′ ,

∠B = ∠B′ , ∠C = ∠C ′ , ∠D = ∠D′ ;
AB

A′B′ =
BC

B′C ′ =
CD

C ′D′ =
DA

D′A′ = k , то
трапецiї ABCD i A′B′C ′D′ називають подiбними з коефiцiєнтом k та
позначають ABCD v A′B′C ′D′ .
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Означення 6. Нехай A1A2BC — трапецiя з основами A1A2 < BC , в якiй
A,C0, A0, B0 є серединами сторiн A1A2 , A2B , BC i CB вiдповiдно, та
для якої виконано додатковi побудови, зображенi на рисунку вище:
AB1||A2B , B1 ∈ (BC) ; AC1||A1C , C1 ∈ (BC) ; B2 = (AC0) ∩ (BC) ,
C2 = (AB0) ∩ (BC) ; A2BL||A1B , BL ∈ (BC) ; A1CR||A2C , CR ∈ (BC) .
Тодi: вiдрiзки AA0 , BB0 , CC0 називатимемо медiанами трапецiї;

медiану AA0 — другою середньою лiнiєю трапецiї;
чотирикутник AC0A0B0 — паралелограмом Варiньона;
△ AB1C1 — першим чудовим трикутником трапецiї;
△ AB2C2 — другим чудовим трикутником трапецiї;
трикутники A2BLC i A1BCR — вiдповiдно «лiвим» та «правим» зов-

нiшнiми трикутниками трапецiї;
△ A2OB , △ A1OC i △ A2OA1 , △ BOC — власними малими трикутни-

ками, прилеглими до вiдповiдних бiчних сторiн та основ трапецiї,
a △ A2BC , △ BA1A2 i △ A1BC , △ CA1A2 — власними великими три-

кутниками, прилеглими до вiдповiдних сторiн трапецiї.

Означення 7. Якщо дiагоналi трапецiї є перпендикулярними, то таку
трапецiю будемо називати ДД-прямокутною або ж дельта-трапецiєю;

якщо дiагональ трапецiї є перпендикулярною до бiчної сторони, то —
ДБ-прямокутною;

якщо дiагональ є перпендикулярною до основи, то — ДО-прямокутною;
якщо сума градусних мiр кутiв при бiльшiй основi становить 900 , то —

ББ-прямокутною;
якщо кути при бiльшiй основi є гострими, то — умовно-гострокутною

(рис. 1a) );
якщо один з кутiв при основi прямий, то — прямокутною (рис. 1b) );
якщо один з кутiв при бiльшiй основi тупий, то — умовно-тупокутною

(рис. 1c) ).
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Зауваження 1. Оскiльки II чудовий трикутник трапецiї є рiвним (за
трьома сторонами) лiвому (та правому) зовнiшньому її трикутнику, то
традицiйно «необхiднi» (для розв’язування певного кола задач) додатковi
побудови лiвого або ж правого зовнiшнього трикутника трапецiї можна
i доцiльно замiнити розглядом саме II чудового трикутника трапецiї. Пере-
ваги зазначеної «замiни» стануть зрозумiлими iз контексту подальшого
матерiалу. Бiльш детально iз застосуваннями II чудового трикутника тра-
пецiї можна ознайомитися в книзi I.А. Кушнiра [15], в якiй звернено увагу
на зазначений трикутник та запропоновано називати його чудовим.
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Рис. 1: до понять умовно-гострокутної, прямокутної та умовно-тупокутної трапецiй

Зауваження 2. Заради визначеностi та (традицiйної) зручностi, в
подальшому завжди будемо вважати (а тому i зображати), що трапецiю
розташовано так, що вiдносно середньої лiнiї бiльша за довжиною основа
знаходиться нижче, а менша — вище. У зв’язку з чим бiльшу за довжи-
ною основу будемо називати «нижньою», меншу за довжиною основу —
«верхньою», а бiчнi сторони — «лiвою» та «правою» вiдповiдно.
Означення 8. Якщо довжина верхньої (меншої) основи трапецiї дорiвнює
довжинi лiвої (або ж правої) бiчної сторони, то таку трапецiю будемо на-
зивати ЛВ-рiвнобокою (та ПВ-рiвнобокою вiдповiдно); ЛВ- та ПВ-рiвнобокi
трапецiї будемо називати БВ-рiвнобокими.

Якщо довжина нижньої (бiльшої) основи трапецiї дорiвнює довжинi
лiвої (або ж правої) бiчної сторони, то таку трапецiю будемо називати
ЛН-рiвнобокою (та ПН-рiвнобокою вiдповiдно); ЛН- та ПН-рiвнобокi трапе-
цiї будемо називати БН-рiвнобокими.
Означення 9. Трапецiю, яка є одночасно ЛВ- та ПВ-рiвнобокою будемо на-
зивати максимально рiвнобокою зверху. Трапецiю, яка є одночасно ЛН- та
ПН-рiвнобокою будемо називати максимально рiвнобокою знизу.
Означення 10. Якщо довжина меншої основи максимально рiвнобокої
зверху трапецiї вдвiчi менша за довжину бiльшої основи, то таку тра-
пецiю будемо називати правильною.
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2. Основнi факти геометрiї трапецiй
2.1. «Нерiвнiсть» трапецiї, ознаки рiвностi та подiбностi трапецiй

1) «Нерiвнiсть трапецiї»: якщо b, c, d, a — довжини бiчних сторiн та меншої
i бiльшої основ трапецiї вiдповiдно, то має мiсце система нерiвностей

|b− c| < a− d < b+ c
|b− a+ d| < c < b+ a− d
|c− a+ d| < b < c+ a− d

(1)

1*) I навпаки: якщо додатнi числа b, c, d, a , з яких принаймнi два є рiзними
(заради визначеностi, нехай це будуть a i d , причому d < a ), задоволь-
няють систему 1, то завжди iснує трапецiя, для якої b, c, d, a — довжини
бiчних сторiн та меншої i бiльшої основ вiдповiдно.

Нехай трапецiї A1A2BC i A′
1A

′
2B

′C ′ задано за допомогою систем (T ) i
(T ′ ) вiдповiдно

(T ) :



−−−→
A1A2 �

−−→
CB, A1A2 < BC

∠A1CB = γ, ∠A2BC = β
A1A2 = d, BC = a
A1C = b, A2B = c

A1B = e, A2C = f

i (T ′) :



−−−→
A′

1A
′
2 �

−−→
C ′B′, A′

1A
′
2 < B′C ′

∠A′
1C

′B′ = γ′, ∠A′
2B

′C ′ = β′

A′
1A

′
2 = d′, B′C ′ = a′

A′
1C

′ = b′, A′
2B

′ = c′

A′
1B

′ = e′, A′
2C

′ = f ′

Тодi мають мiсце наступнi

2) ознаки рiвностi двох трапецiй:

I-1. Якщо d = d′, a = a′, b = b′, γ = γ′, то A1A2BC = A′
1A

′
2B

′C ′;
I-2. Якщо d = d′, a = a′, c = c′, β = β′, то A1A2BC = A′

1A
′
2B

′C ′;
II. Якщо d = d′, a = a′, β = β′, γ = γ′, то A1A2BC = A′

1A
′
2B

′C ′;
III. Якщо d = d′, a = a′, b = b′, c = c′, то A1A2BC = A′

1A
′
2B

′C ′;
IV. Якщо d = d′, a = a′, e = e′, f = f ′, то A1A2BC = A′

1A
′
2B

′C ′.

3) та ознаки подiбностi двох трапецiй:

I-1. Якщо
d

d′
=
a

a′
=
b

b′
i γ = γ′, то A1A2BC v A′

1A
′
2B

′C ′;

I-2. Якщо
d

d′
=
a

a′
=
c

c′
i β = β′, то A1A2BC v A′

1A
′
2B

′C ′;

II. Якщо
d

d′
=
a

a′
i β = β′, γ = γ′, то A1A2BC v A′

1A
′
2B

′C ′;

III. Якщо
d

d′
=
a

a′
=
b

b′
=
c

c′
, то A1A2BC v A′

1A
′
2B

′C ′;

IV. Якщо
d

d′
=
a

a′
=
e

e′
=
f

f ′
, то A1A2BC v A′

1A
′
2B

′C ′.
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2.2. «Важливi неможливостi» в трапецiї
Не iснує трапецiї, у якої

1) протилежнi кути рiвнi; 2) основи рiвнi;
3) точка перетину дiагоналей належить (першiй) середнiй лiнiї;
4) дiагональ є бiсектрисою обох протилежних кутiв;
5) дiагональ перпендикулярна обом бiчним сторонам;
6) точка перетину дiагоналей дiлить хоча б одну з них навпiл.

2.3. Властивостi довiльної трапецiї
1. Сума кутiв, прилеглих до бiчної сторони трапецiї, становить 1800 .
2. Основна властивiсть середньої лiнiї трапецiї: середня лiнiя трапецiї є пара-

лельною до основ, а її довжина дорiвнює пiвсумi довжин основ трапецiї.
3. Довжина середньої лiнiї трапецiї менша за довжину хоча б однiєї з її

дiагоналей.
4. Середня лiнiя трапецiї дiлить навпiл будь-який вiдрiзок з кiнцями на

основах (або ж їх продовженнях) трапецiї.
4.1. I-ша та II-га середнi лiнiї трапецiї в точцi перетину дiляться навпiл.
4.2. Середини дiагоналей трапецiї належать її (першiй) середнiй лiнiї.
4.3. C0E0 = F0B0 , де C0, B0 середини бiчних сторiн A2B i A1C вiдпо-

вiдно, а E0 = A1B ∩ C0B0 , F0 = A2C ∩ C0B0 .
4.4. Вiдстань мiж серединами дiагоналей трапецiї дорiвнює модулю пiв-

рiзницi довжин її основ.
5. Внутрiшнiй (вiдносно трапецiї) вiдрiзок прямої, яка проходить через то-

чку перетину дiагоналей паралельно до основ, дiлиться нею навпiл.
6. Точка перетину дiагоналей належить другiй середнiй лiнiї трапецiї.
7. Медiани трапецiї перетинаються в однiй точцi.
8. Основна властивiсть трапецiї: точка перетину продовжень бiчних сторiн,

середини основ та точка перетину її дiагоналей належать однiй прямiй.
9. Бiсектриси кутiв, прилеглих до бiчної сторони трапецiї, перетинаються

пiд прямим кутом; точка їх перетину належить середнiй лiнiї трапецiї.
10. Нехай l1 i l2 — прямi, що проходять через вершини A1 i A2 (меншої)

основи паралельно до бiчних сторiн A2B i A1C вiдповiдно та пере-
тинають дiагоналi A2C i A1B в точках L1 i L2 (вiдповiдно). Тодi
L1L2∥A1A2 .

11. Бiсектриса кута трапецiї вiдтинає вiд основи цiєї трапецiї (або її продов-
ження) вiдрiзок, рiвний бiчнiй сторонi, яка є прилеглою до цього кута.

12. Добуток площ трикутникiв, на якi трапецiя розбивається однiєю зi своїх
дiагоналей, дорiвнює добутку площ трикутникiв, на якi вона розбиває-
ться iншою своєю дiагоналлю.
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2.4. Властивостi та ознаки рiвнобiчної трапецiї
1. Властивостi-ознаки рiвнобiчної трапецiї: трапецiя є рiвнобiчною

тодi i лише тодi, коли виконується одна з наступних умов:
1.1) кути при основi є рiвними (сума протилежних кутiв становить 1800 );
1.2) дiагоналi є рiвними;
1.3) I-ий чудовий трикутник є рiвнобедреним;
1.4) II-ий чудовий трикутник є рiвнобедреним;
1.5) паралелограм Варiньона є ромбом;
1.6) друга середня лiнiя є перпендикулярною до її основ;
1.7) довжини вiдрiзкiв дiагоналей, що сполучають точку їх перетину з

кiнцями однiєї основи, рiвнi мiж собою;
1.8) основа висоти, що проведена з вершини меншої основи трапецiї,

дiлить бiльшу її основу на вiдрiзки, довжини яких дорiвнюють пiв-
рiзницi та пiвсумi довжин основ;

1.9) точка перетину дiагоналей є рiвновiддаленою вiд прямих, що мiстять
бiчнi сторони;

1.10) навколо трапецiї можна описати коло;
1.11) BB0 = CC0 або A1C0 = A2B0 або C0B = B0C або A2C0 = A1B0 ,

де B0, C0 — середини бiчних сторiн A1C i A2B вiдповiдно;
1.12) BA2 + A2C = BA1 + A1C , де

−−−→
A1A2 �

−−→
CB ;

1.13) P△BA2O = P△CA1O ;
1.14) BA2 + A2A0 = CA1 + A1A0 , де A0 середина бiльшої основи BC ;
1.15) P△BC0C = P△BB0C .

2. В рiвнобедренiй трапецiї рiзниця довжин бiчних сторiн менша за рiзницю
довжин основ.

2.5. Властивостi та ознаки ББ-прямокутної трапецiї
1) У ББ-прямокутної трапецiї:

1.1) довжина другої середньої лiнiї дорiвнює модулю пiврiзницi довжин
її основ;

1.2) довжина другої середньої лiнiї дорiвнює вiдстанi мiж серединами
дiагоналей;

1.3) квадрат рiзницi довжин основ дорiвнює сумi квадратiв довжин бi-
чних сторiн;

1.4) площа ББ-прямокутної трапецiї дорiвнює добутку площi I чудового
трикутника на вiдношення суми довжин основ до їх рiзницi.

2) Ознака ББ-прямокутної трапецiї: трапецiя є ББ-прямокутною тодi
i лише тодi, коли її I-ий чудовий трикутник є прямокутним з прямим
кутом при вершинi, що є серединою меншої основи.
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2.6. Властивостi-ознаки прямокутної трапецiї
1) Трапецiя є прямокутною тодi i лише тодi, коли коли виконується одна

з наступних умов:
1.1) I-ий чудовий трикутник є прямокутним з прямим кутом при верши-

нi, що належить бiльшiй основi;
1.2) квадрат довжини її бiльшої бiчної сторони дорiвнює сумi квадратiв

меншої бiчної сторони та рiзницi основ;
1.3) A1C0 = C0C (або A2B0 = B0B ).

2.7. Властивостi-ознаки дельта-трапецiї (ДД-прямокутної)
1) Трапецiя є дельта-трапецiєю (є ДД-прямокутною) тодi i лише тодi,

коли виконується одна з наступних умов:
1.1) довжина другої середньої лiнiї дорiвнює довжинi середньої лiнiї;
1.2) сума площ квадратiв, побудованих на її дiагоналях дорiвнює чоти-

рьом площам трапецiї;
1.3) II-ий чудовий трикутник є прямокутним з прямим кутом при вер-

шинi, що є серединою меншої основи;
1.4) паралелограм Варiньона є прямокутником.

2.8. Властивостi-ознаки ДБ-прямокутної трапецiї
1) Трапецiя є ДБ-прямокутною тодi i лише тодi, коли коли виконується

одна з наступних умов:
1.1) один з власних великих трикутникiв трапецiї є прямокутним, пря-

мий кут якого спирається на (вiдповiдну) основу;
1.2) квадрат довжини основи дорiвнює сумi квадратiв довжин дiагоналi

та бiчної сторони, що виходять з рiзних її кiнцiв.
2.9. Властивостi-ознаки ДО-прямокутної трапецiї

1) Трапецiя є ДО-прямокутною тодi i лише тодi, коли коли виконується
одна з наступних умов:
1.1) власний великий трикутник трапецiї є прямокутним, прямий кут

якого спирається на (вiдповiдну) бiчну сторону;
1.2) квадрат довжини бiчної сторони дорiвнює сумi квадратiв довжин

дiагоналi та основи, що виходять з рiзних її кiнцiв.
2.10. Властивостi та ознаки вписаної трапецiї

1) Якщо навколо трапецiї можна описати коло, то вона є рiвнобiчною, а
центром такого кола є точка перетину серединних перпендикулярiв до її
сторiн.

2) Навколо трапецiї можна описати коло тодi i лише тодi, коли вона є
рiвнобiчною.
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2.11. Властивостi та ознаки описаної трапецiї
1) Якщо в трапецiю можна вписати коло, то:

1.1) сума довжин її основ дорiвнює сумi довжин бiчних сторiн;
1.2) його центр є точкою перетину бiсектрис кутiв трапецiї та належить

(першiй) середнiй лiнiї трапецiї;
1.3) з його центра бiчну сторону трапецiї видно пiд прямим кутом;
1.4) довжина його дiаметра дорiвнює довжинi висоти трапецiї;
1.5) квадрат довжини його дiаметра дорiвнює добутку довжин основ;
1.6) квадрат довжини його радiуса дорiвнює добутку довжин вiдрiзкiв,

на якi точка дотику вписаного кола дiлить бiчну сторону трапецiї.

2) В трапецiю можна вписати коло тодi i лише тодi, коли сума довжин її
основ дорiвнює сумi довжин бiчних сторiн (довжина її (першої) середньої
лiнiї дорiвнює пiвсумi довжин бiчних сторiн).

3) В трапецiю A1A2BC (
−−−→
A1A2 ↑↑

−−→
CB,A1A2 < BC ) можна вписати коло

тодi i лише тодi, коли виконується рiвнiсть

tg ∠A1CB
2 · tg ∠A2BC

2 = A1A2

BC . (2)

2.12. Основна властивiсть-ознака «вписано-описаної» трапецiї
Трапецiя є вписаною i описаною тодi i лише тодi, коли вона є рiвнобокою,

а довжина її бiчної сторони дорiвнює довжинi середньої лiнiї.

2.13. Основнi метричнi спiввiдношення в довiльнiй трапецiї
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Рис. 2: до основних метричних спiввiдношень в трапецiї

Якщо J1 (J ′
1 ) — точка перетину бiсектрис внутрiшнiх (зовнiшнiх) кутiв

при вершинах A1 i C , а J2 (J ′
2 ) — точка перетину бiсектрис внутрiшнiх

(зовнiшнiх) кутiв при вершинах A2 i B , то

2J1J2 = |(a+ d)− (b+ c)|, 2J ′
1J

′
2 = a+ d+ b+ c. (3)
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Аналог теореми синусiв

b

sin β
=

c

sin γ
=

a− d

sin (β + γ)
. (4)

Аналоги теореми косинусiв

cos β =
(a− d)2 + c2 − b2

2(a− d)c
, cos γ =

(a− d)2 + b2 − c2

2(a− d)b
. (5)

cos(1800 − β − γ) =
b2 + c2 − (a− d)2

2bc
, (a+ d)2 = e2 + f 2 − 2ef cosω. (6)

Довжини дiагоналей трапецiї

e2 = a2 + b2 − a

a− d

(
(a− d)2 + b2 − c2

)
= c2 + ad+

d

a− d

(
c2 − b2

)
; (7)

f 2 = a2 + c2 − a

a− d

(
(a− d)2 + c2 − b2

)
= b2 + ad+

d

a− d

(
b2 − c2

)
; (8)

e2 + f 2 = b2 + c2 + 2ad. (9)

Косинус кута мiж дiагоналями трапецiї

cosω =
1

2
· (a− d) · (b2 + c2 − a2 − d2)√

a(ad+ b2)− d(ad+ c2) ·
√
a(ad+ c2)− d(ad+ b2)

. (10)

Довжини проекцiй бiчних сторiн на бiльшу основу трапецiї

BA′
2 =

(a− d)2 + c2 − b2

2(a− d)
, A′

1C =
(a− d)2 + b2 − c2

2(a− d)
. (11)

Синуси кутiв (при бiльшiй основi) трапецiї

sin β =

√
(a− d+ b+ c)(a− d− b+ c)(a− d+ b− c)(−a+ d+ b+ c)

2(a− d)c
=

=
2

(a− d)c
·
√
p(p− a+ d)(p− b)(p− c), p =

a− d+ b+ c

2
, (12)

sin γ =

√
(a− d+ b+ c)(a− d− b+ c)(a− d+ b− c)(−a+ d+ b+ c)

2(a− d)b
=

=
2

(a− d)b
·
√
p(p− a+ d)(p− b)(p− c), p =

a− d+ b+ c

2
. (13)

Довжина висоти трапецiї

ha = AiA
′
i =

2

(a− d)
·
√
p(p− a+ d)(p− b)(p− c), p =

a− d+ b+ c

2
. (14)
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Аналоги прямої та оберненої теорем Пiфагора
1) Трапецiя є прямокутною тодi i лише тодi, коли:

c2 = b2 + (a− d)2 або ж b2 = c2 + (a− d)2. (15)

2) Трапецiя є ББ-прямокутною тодi i лише тодi, коли:

(a− d)2 = b2 + c2. (16)

3) Трапецiя є ДД-прямокутною тодi i лише тодi, коли:

(a+ d)2 = e2 + f 2 ⇔ a2 + d2 = b2 + c2. (17)

4) Трапецiя є ДБ-прямокутною тодi i лише тодi, коли:

a2 = b2 + e2 або ж a2 = c2 + f 2, (для умовно-гострокутних трапецiй);
d2 = b2 + f 2 або ж d2 = c2 + e2, (для умовно-тупокутних трапецiй).

(18)
5) Трапецiя є ДО-прямокутною тодi i лише тодi, коли:

або c2 = d2 + e2 i b2 = e2 + a2;
або ж c2 = a2 + f 2 i b2 = f 2 + d2.

(19)

1∗) Трапецiя (a > d ) є умовно-гострокутною тодi i лише тодi, коли:(
(a− d)2 + b2 − c2

)
·
(
(a− d)2 + b2 − c2

)
> 0. (20)

2∗) Трапецiя (a > d ) є умовно-тупокутною тодi i лише тодi, коли:(
(a− d)2 + b2 − c2

)
·
(
(a− d)2 + b2 − c2

)
< 0. (21)

Довжини вiдрiзкiв з кiнцями на сторонах трапецiї
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Рис. 3: до формул обчислення довжин вiдрiзкiв з кiнцями на сторонах трапецiї:
a = a1 + a2 , b = b1 + b2 , c = c1 + c2 , d = d1 + d2
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1. Довжину вiдрiзка з кiнцями на бiчних сторонах трапецiї (рис. 3 a) ) можна
обчислити за формулою:

x2 =

(
ab2 + db1
a− d

)2

+

(
ac2 + dc1
a− d

)2

− ab2 + db1
a− d

· ac2 + dc1
a− d

· b
2 + c2 − (a− d)2

bc
.

(22)
1.1) Нехай далi C ′B′||BC . Тодi b2 : b1 = c2 : c1 = x − d : a− x , а формула
(22) набуває вид

x = C ′B′ = a · b2
b
+ d · b1

b
. (23)

1.1.1) якщо B′ – середина AC , то C ′B′ — середня лiнiя, а формула
(23) набуває вид

C ′B′ =
a+ d

2
. (24)

1.1.2) якщо C ′B′ проходить через точку перетину дiагоналей, то
b2 : b1 = d : a , а формула (23) набуває вид

C ′B′ =
2ad

a+ d
. (25)

1.1.2)* довжину вiдрiзка C ′B′ , який мiстить точку перетину продов-
жень бiчних сторiн, є паралельним до її основ та обмежений продовжен-
нями дiагоналей трапецiї, можна знайти за формулою

C ′B′ =
2ad

a− d
. (26)

1.1.3) якщо C ′B′ дiлить трапецiю на двi подiбнi трапецiї, то
b2 : b1 = x : a та iз формули (23) маємо

C ′B′ =
√
a · d, звiдки b2 : b1 =

√
d :

√
a = c2 : c1; (27)

1.1.4) якщо C ′B′ дiлить трапецiю на двi трапецiї рiвних площ, то
b2 : b1 = (a+ x) : (d+ x) та iз формули (23) маємо

C ′B′ =

√
a2 + d2

2
, звiдки b2 : b1 = (

√
2(a2 + d2)− a− d) : a+ d (28)

2. Довжину вiдрiзка з кiнцями на основах трапецiї (рис. 3 b) ) можна обчисли-
ти за формулою:

y2 = b2 · a1 − d1
a− d

+ c2 · a2 − d2
a− d

− (a1 − d1)(a2 − d2). (29)

2.1) довжину другої середньої лiнiї — за формулою

AA2
0 =

b2

2
+
c2

2
−
(
a− d

2

)2

. (30)
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3. Довжини вiдрiзкiв з кiнцями на основi та бiчнiй сторонi трапецiї (рис. 3 c) )
можна обчислити за формулами:

A′B′2 = a22 + b21 −
a2

a− d
· b1
b
·
(
(a− d)2 + b2 − c2

)
,

B′D′2 = d22 + b22 +
d2

a− d
· b2
b

(
(a− d)2 + b2 − c2

)
;

A′C ′2 = a21 + c21 −
a1

a− d
· c1
c
·
(
(a− d)2 − b2 + c2

)
,

C ′D′2 = d21 + c22 +
d1

a− d
· c2
c
·
(
(a− d)2 − b2 + c2

)
.

(31)

4. Довжини «чевiан» трапецiї (рис. 3 c) ) можна обчислити за формулами:

A1A
′2 = a22 + b2 − a2·((a−d)2+b2−c2)

a−d , A1C
′2 = c22 + d2 +

c2·d·((a−d)2−b2+c2)
c(a−d) ;

A2A
′2 = a21 + c2 − a1·((a−d)2−b2+c2)

a−d , A2B
′2 = b22 + d2 +

b2·d·((a−d)2+b2−c2)
b(a−d) ;

(32)

4.1) довжини медiан трапецiї — за формулами

AA2
0 =

b2

2
+
c2

2
−
(
a− d

2

)2

; BB2
0 =

a2

2
+
c2

2
− b2

4
+ d

(
a

2
+

c2 − b2

2(a− d)

)
;

CC2
0 =

a2

2
+
b2

2
− c2

4
+ d

(
a

2
+

b2 − c2

2(a− d)

)
. (33)

Аналог властивостi точки перетину медiан
Нехай M — точка перетину медiан AA0 , BB0 i CC0 . Тодi мають мiсце
вiдношення:

AM

MA0
=

2a+ d

a
,

BM

MB0
=

2a

a+ d
=

CM

MC0
. (34)
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Рис. 4: до формул обчислення площi трапецiї
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Формули площ трапецiї та деяких її фiгур
1) Площу трапецiї можна знайти (як/за):

1.1) площу другого чудового трикутника трапецiї:

SA1A2BC = SAB2C2
; (35)

1.2) добуток довжини висоти на пiвсуму довжин її основ:

SA1A2BC = a+d
2 · h = C0B0 · h; (36)

1.3) добуток другої середньої лiнiї i суми перпендикулярiв, проведених на
цю середню лiнiю (або на її продовження) з двох вершин, якi є кiнцями однiєї
з дiагоналей;
1.4) добуток довжини дiагоналi трапецiї на довжину другої середньої лiнiї
та на синус кута мiж ними:

SA1A2BC = AA0 · A1B · sinψ, SA1A2BC = AA0 · A2C · sinφ; (37)

1.5) подвоєну площу трикутника, утвореного бiчною стороною та серединою
iншої бiчної сторони:

SA1A2BC = 2 · S△A2BB0
, SA1A2BC = 2 · S△A1CC0

; (38)

1.6) добуток довжини бiчної сторони трапецiї на довжину перпендикуляра,
опущеного iз середини iншої бiчної сторони трапецiї на цю бiчну сторону:

SA1A2BC = A1C · C0B
′
0 = b · hb,0, SA1A2BC = A2B ·B0C

′
0 = c · hc,0; (39)

1.7) подвоєну площу паралелограма Варiньона:

SA1A2BC = 2 · SAC0A0B0
; (40)

1.8) як добуток довжин середнiх лiнiй трапецiї на синус кута мiж ними;
1.9) квадрат суми коренiв iз площ власних малих трикутникiв, прилеглих
до основ трапецiї:

SA1A2BC =
(√

S△A1A2O +
√
S△BCO

)2
; (41)

1.10) добуток площi першого чудового трикутника на вiдношення суми дов-
жин основ до їх рiзницi:

SA1A2BC = a+d
a−d · SAB1C1

; (42)

1.11) за «першою формулою Герона» (за сторонами трапецiї):

SA1A2BC = a+d
a−d ·

√
p(p− a+ d)(p− b)(p− c), p = a−d+b+c

2 ; (43)

1.12) за «другою формулою Герона» (за основами i дiагоналями трапецiї):

SA1A2BC =
√
q(q − e)(q − f)(q − a− d), q = a+d+e+f

2 ; (44)
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1.13) за формулою (лише для умовно-гострокутних трапецiй):

SA1A2BC =
1

2

(
a2 − d2

)
· sin β · sin γ
sin(β + γ)

. (45)

1.14) пiвдобуток дiагоналей на синус кута мiж ними.

SA1A2BC =
1

2
· e · f · sinω. (46)

2) Друга середня лiнiя трапецiї дiлить її на двi трапецiї рiвних площ.
3) Площi власних великих трикутникiв, прилеглих до спiльної основи

трапецiї є рiвними.
4) Площi трикутникiв, утворених бiчними сторонами та спiльною вер-

шиною, що належить прямiй, яка мiстить середини основ трапецiї, є рiвними.
5) Sc = Sb , де Sc i Sb — площi власних малих трикутникiв, прилеглих

до бiчних сторiн трапецiї.
6) Sc = Sb =

√
Sa · Sd , Sa : Sd = a2 : d2 , де Sa i Sd — площi власних

малих трикутникiв, прилеглих до основ трапецiї.

2.14. Деякi ознаки трапецiї
Опуклий чотирикутник A1A2BC (O — точка перетину дiагоналей A1B

i A2C ) (що не є паралелограмом) є трапецiєю, якщо виконується одна з
наступних умов:

1) трикутники A1BC i A2BC мають однакову площу;
2) трикутники A1OC i A2OB мають однакову площу;
3)
√
SA1A2BC =

√
SBOC +

√
SA2OA1

;
4) довжина вiдрiзка, що сполучає середини протилежних непаралельних

сторiн чотирикутника дорiвнює пiвсумi довжин двох iнших сторiн;
5) середня лiнiя проходить через точку перетину дiагоналей;
6) довжина вiдрiзка, що сполучає середини дiагоналей, дорiвнює пiврiзницi

довжин протилежних сторiн;
7) C0E0 = F0B0 , де C0, B0 середини протилежних сторiн A2B i A1C вiд-

повiдно, а E0 = A1B ∩ C0B0 , F0 = A2C ∩ C0B0 ;
8) внутрiшнiй (вiдносно чотирикутника) вiдрiзок прямої, яка проходить че-

рез точку O перетину дiагоналей паралельно до однiєї зi сторiн, дiлиться
точкою O навпiл;

9) добуток площ трикутникiв, на якi чотирикутник розбивається однiєю зi
своїх дiагоналей, дорiвнює добутку площ трикутникiв, на якi вiн розби-
вається iншою своєю дiагоналлю;

10) середини двох протилежних сторiн та точка перетину продовжень двох
iнших сторiн належать однiй прямiй.
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2.15. Додатковi властивостi i формули для окремих видiв трапецiї
1. Дiагональ трапецiї є бiсектрисою гострого кута (при бiльшiй основi) тодi

i лише тодi, коли довжина прилеглої бiчної сторони дорiвнює довжинi
меншої основи.

2. Дiагональ трапецiї є бiсектрисою тупого кута (при меншiй основi) тодi
i лише тодi, коли довжина прилеглої бiчної сторони дорiвнює довжинi
бiльшої основи.

3. Якщо бiсектриси кутiв при однiй з основ трапецiї перетинаються на iншiй
основi, то довжина останньої дорiвнює сумi довжин бiчних сторiн.

4. Якщо довжина бiчної сторони трапецiї дорiвнює сумi довжин її основ, то
бiсектриси прилеглих до неї кутiв перетинаються на iншiй бiчнiй сторонi.

5. Довжина бiльшої основи вдвiчi бiльша за довжину меншої основи
трапецiї A1A2BC (

−−−→
A1A2 �

−−→
CB , BC ) тодi i лише тодi, коли на бiльшiй

основi BC iснує така точка Z , що периметри трикутникiв BA2Z ,
A2ZA1 та ZA1C є рiвними.

6. Якщо в трапецiю A1A2BC з основами BC = a , A1A2 = d (a > d )
та бiчними сторонами A1C = b , A2B = c можна вписати коло, яке
дотикається сторiн A1A2 , A2B , BC , CA1 в точках Dt , Ct , At i Bt

вiдповiдно, то
(a) CtQ∥BC , BtQ∥BC , де Q = BDt ∩ A2At ;
(b) BCt · CtA2 = CBt ·BtA1 ;
(c) радiус вписаного кола можна знайти за однiєю з формул

r =
SA1A2BC

a+ d
=
SA1A2BC

b+ c
; (47)

r =
√
BCt · CtA2, r =

√
CBt ·BtA1; (48)

(d) мають мiсце спiввiдношення
SA1A2BC√
BCt · CtA2

= d

(
1 +

BCt
d− CtA2

)
= a

(
1 +

CtA2

a−BCt

)
; (49)

(e) кола, побудованi на бiчних сторонах як на дiаметрах, дотикаються;
(f) радiуси r1 , r2 , r3 , r4 кiл, вписаних у трикутники BOC , A2OB ,

A1OA2 i COA1 вiдповiдно (O — точка перетину дiагоналей), задо-
вольняють умову

1

r1
+

1

r3
=

1

r2
+

1

r4
; (50)
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7. Для рiвнобiчної трапецiї A1A2BC (
−−−→
A1A2 � −−→

CB ) з основами BC = a ,
A1A2 = d (a > d ) та бiчними сторонами A1C = A2B = b (β = γ )
мають мiсце наступнi спiввiдношення та формули-спрощення:

(a)
b

sin β
=

a− d

2 sin β cos β
, cos β =

a− d

2b
; sin β =

√
4b2 − (a− d)2

2b
;

(b) e2 = f 2 = b2 + ad , cosω =
2b2 − a2 − d2

2(b2 + ad)
; BA′

2 = A′
1C = a−d

2 ;

(c) AA2
0 =

4b2 − (a− d)2

4
, BB2

0 = CC2
0 =

2a(a+ d) + b2

4
;

(d) ha = A1A
′
1 = A2A

′
2 =

1

2
·
√
4b2 − (a− d)2 =

√
e2 − (a+d2 )2 ;

(e) SA1A2BC = a+d
4

√
4b2 − (a− d)2 = a+d

4

√
4e2 − (a+ d)2 = a2−d2

4 tg β ;
(f) центр описаного навколо трапецiї кола належить колу, описаному

навколо △ BOA2 , де O — точка перетину дiагоналей;
(g) радiус кола, описаного навколо трапецiї, можна знайти за формулою

R =
b
√
b2 + ad√

4b2 − (a− d)2
=

√
4h2a + (a+ d)2

√
4h2a + (a− d)2

8ha
. (51)

8. Якщо в рiвнобоку трапецiю з гострим кутом β при (бiльшiй) основi
можна вписати коло, то

R

r
=

√
1 + sin2 β

sin2 β
=
a+ d

4ad

√
(a+ d)2 + 4ad. (52)

9. Якщо рiвнобiчна трапецiя A1A2BC (
−−−→
A1A2 � −−→

CB ) з основами
BC = a i A1A2 = d (a > d ) [та бiчними сторонами A1C = A2B = b ] є:

(a) ББ-прямокутною, то

(a− d)2 = 2b2 , β = γ = 450, e = f =
√
2
2

√
a2 + d2, cosω =

−2ad

a2 + d2
,

R = 1
2

√
a2 + d2, ha =

1
2(a− d), S = 1

4(a
2 − d2); (53)

(b) ДД-прямокутною (дельта-трапецiєю), то

b =

√
a2+d2

2 , e = a+d√
2
, cos β =

a− d√
2
√
a2 + d2

, sin β =
a+ d√

2
√
a2 + d2

,

ω = 900, R = 1
2

√
a2 + d2, ha =

1
2(a+ d), S = 1

4(a+ d)2; (54)

132 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кадубовський О.А., Цвєткова О.I., Полюга М.I. Систематизацiя фактiв геометрiї ...

(c) ДБ-прямокутною, то центр описаного навколо неї кола спiвпадає
iз серединою бiльшої основи i тому

2R = a, b2 = a(a−d)
2 , e =

√
a(a+d)

2 , cos β =
√

a−d
2a , sin β =

√
a+d
2a ,

cosω = −d
a , ha =

√
a2−d2
2 , S = a+d

4

√
a2 − d2; (55)

(d) описаною (можна вписати коло), то:

b = a+d
2 , r =

√
ad
2 = ha

2 , PA1A2BC = 4b = 2(a+ d),

e = 1
2

√
(a+ d)2 + 4ad, R = a+d

8

√
(a+d)2+4ad

ad ,

SA1A2BC = a+d
2

√
ad, BtCt =

2ad

a+ d
, (56)

де Bt, Ct — точки дотику вписаного кола з бiчними сторонами A1C

i A2B вiдповiдно;
(e) такою, що ha =

√
ad , то в неї можна вписати коло;

(f) БВ-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою гострого кута), то вона є
максимально рiвнобокою зверху ( b = c = d ) та мають мiсце формули

cos β = a−d
2d , sin β =

√
(a+d)(3d−a)

2d , e =
√
d(a+ d), cosω = d−a

2d ,

R =
d
√
d(a+d)√

(a+d)(3d−a)
, ha =

√
(a+d)(3d−a)

2 =
√
3
6

√
P 2 − 4a2,

P = 3d+ a = 2
√
a2 + 3h2a,

S =
(a+d)

√
(a+d)(3d−a)
4 =

√
3

36 (P + 2a)
√
P 2 − 4a2; (57)

(g) БН-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою тупого кута), то вона є
максимально рiвнобокою знизу ( b = c = a ) та мають мiсце формули

cos β = a−d
2a , sin β =

√
(a+d)(3a−d)

2a , e =
√
a(a+ d), cosω = a−d

2a ,

R =
a
√
a(a+d)√

(a+d)(3a−d)
, ha =

√
(a+d)(3a−d)

2 =
√
3
6

√
P 2 − 4d2,

P = 3a+ d = 2
√
d2 + 3h2a,

S =
(a+d)

√
(a+d)(3a−d)
4 =

√
3

36 (P + 2d)
√
P 2 − 4d2. (58)

(h) правильною, то

d = b = a
2 , 2R = a, β = 600, e =

a
√
3

2
, ω = 1200,

ha =
a
√
3

4
, S =

3
√
3

4
·R2 =

3
√
3

16
· a2; (59)
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10. Для прямокутної трапецiї A1A2BC (
−−−→
A1A2 � −−→

CB ) з основами
BC = a i A1A2 = d (a > d ) та бiчними сторонами A1C = b < c = A2B
(γ = 900 ) мають мiсце наступнi спiввiдношення та формули-спрощення:

(a) c2 = b2 + (a− d)2 ,
b

sin β
=
c

1
=
a− d

cos β
;

(b) e2 = b2 + a2 = c2 + 2ad− d2 , f 2 = b2 + d2 = c2 + 2ad− a2 ;
(c) e2 + f 2 = 2b2 + a2 + d2 = b2 + c2 + 2ad = 2c2 − a2 − d2 + 4ad ;

(d) cosω =
b2 − ad√

b2 + a2
√
b2 + d2

=
c2 − ad− (a− d)2√

c2 + d(2a− d)
√
c2 + a(2d− a)

;

(e) AA2
0 =

(a− d)2

4
+ b2 , BB2

0 =
b2

4
+ a2 , CC2

0 =
c2

4
+ ad ;

(f) BA′
2 = a− d , ha = b , S =

a+ d

2
· b = a+ d

2
·
√
c2 − (a− d)2 .

11. У трапецiї A1A2BC (
−−−→
A1A2 �

−−→
CB ) з будь-яких двох умов 1∗)A1B⊥A2C ;

2∗) A2B =
√
A1A2 ·BC ; 3∗) A2B⊥A2A1 випливає третя.

12. Якщо прямокутна трапецiя A1A2BC (
−−−→
A1A2 � −−→

CB ) з основами
BC = a > d = A1A2 [та бiчними сторонами A1C = b < c = A2B ]:
(a) є ДД-прямокутною (дельта-трапецiєю), то

b2 = ad , c2 = ad+ (a− d)2, e2 = a(a+ d), f 2 = d(a+ d);
e

f
=

√
a√
d
, e2 + f 2 = (a+ d)2, ha =

√
ad, S =

a+ d

2

√
ad;

sin β =

√
ad√

ad+ (a− d)2
, cos β =

a− d√
ad+ (a− d)2

, cosω = 0. (60)

(b) є ДБ-прямокутною, то

b2 = d(a− d) , c2 = a(a− d), f 2 = ad, e2 = a2 + ad− d2;

ha =
√
d(a− d), S = a+d

2

√
d(a− d), e2 + f 2 = a2 + 2ad− d2;

sin β =

√
d√
a
, cos β =

√
a− d√
a

, cosω =
−d2√

ad
√
a2 + ad− d2

. (61)

(c) є ЛВ-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою гострого кута), то

c = d , b2 = a(2d− a), e2 = 2ad, f 2 = d2 + a(2d− a);

e2 + f 2 = d2 + 4ad− a2, ha =
√
a(2d− a), S =

a+ d

2

√
a(2d− a);

sin β =

√
a(2d− a)

d
, cos β =

a− d

d
, cosω = −a(a−d)√

2ad
√
d2+2ad−a2 . (62)
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(d) є ПВ-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою прямого кута при бiль-
шiй основi), то

b = d , c2 = d2 + (a− d)2, e2 = a2 + d2, f 2 = 2d2;
e2 + f 2 = a2 + 3d2, ha = d, S = a+d

2 · d;

sin β = d√
d2+(a−d)2

, cos β = a−d√
d2+(a−d)2

, cosω = −(a−d)√
2
√
a2+d2

. (63)

(e) є ЛН-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою тупого кута), то

c = a , b2 = d(2a− d), e2 = a2 + 2ad− d2, f 2 = 2ad;

e2 + f 2 = a2 + 4ad− d2, ha =
√
d(2a− d), S = a+d

2

√
d(2a− d);

sin β =

√
d(2a−d)
a , cos β = a−d

a , cosω = d(a−d)√
2ad

√
a2+2ad−d2 . (64)

(f) є ПН-рiвнобокою (дiагональ є бiсектрисою прямого кута при мен-
шiй основi), то

b = a , c2 = a2 + (a− d)2, f 2 = a2 + d2, e2 = 2a2;

e2 + f 2 = 3a2 + d2, ha = a, S = a+d
2 · a;

sin β = a√
a2+(a−d)2

, cos β = a−d√
a2+(a−d)2

, cosω = (a−d)√
2
√
a2+d2

. (65)

(g) є описаною (можна вписати коло), то пряма, що проходить через
центр вписаного кола i вершину гострого кута, дiлить трапецiю на
двi фiгури рiвних площ та мають мiсце наступнi спiввiдношення

2ad = b(a+ d) , r = ad
a+d =

b
2 =

ha
2 , c = a2+d2

a+d ;

e =
d
√

4a2+(a+d)2

a+d , f =
a
√

4d2+(a+d)2

a+d , S = ad;

sin β = 2ad√
a2+d2

, cos β = a2−d2√
a2+d2

, cosω = −(a−d)2√
(a+d)2+4a2

√
(a+d)2+4d2

. (66)

(h) є такою, що 2ad = b(a+ d) , то в неї можна вписати коло;
(i) є такою, що бiсектриса кута B перетинає меншу бiчну сторону A1C

в точцi Q , причому CQ = A1A2 , то в неї можна вписати коло;
(j) роздiлена вiдрiзком з кiнцями на бiчних сторонах i паралельним до

її основ на двi трапецiї, в кожну з яких можна вписати коло, то

d = 1
2

(
c−

√
c2 − b2

)
, a = 1

2

(
c+

√
c2 − b2

)
. (67)

3. Класифiкацiя трапецiй
На рисунках 5 i 6 нижче представлено блок-схеми можливих пiдходiв до

бiльш деталiзованих класифiкацiй (вiдмiнних вiд традицiйних) трапецiй «за
мiрами кутiв» та «довжинами сторiн» вiдповiдно.
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Рис. 5: Блок-схема до класифiкацiї трапецiй «за мiрами кутiв»
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Рис. 6: Блок-схема до класифiкацiї трапецiй «за довжинами сторiн»
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4. Деякi дидактичнi аспекти
Нижче пропонується один з можливих пiдходiв до використання дида-

ктичного матерiалу iз зазначеної теми на основi «тематичної» систематизацiї
задач з урахуванням чотирьох рiвнiв їх складностi.

Визначимо наступнi «рiвнi складностi задач».
I-ий рiвень: задачi на безпосереднє застосування однiєї з властивостей тра-
пецiї (зокрема, окремого її виду) — задачi «iлюстративного характеру» — на
вiдпрацювання навичок застосування основних властивостей.
II-ий рiвень: задачi на застосування певної властивостi, яка подається в
умовi задачi в неявному виглядi — задачi на «розпiзнання завуальованої вла-
стивостi», зокрема за допомогою додаткових побудов.
III-iй рiвень: задачi на використання та/ або застосування «двох i бiльше»
властивостей трапецiї, розпiзнання яких переважно вiдбувається за допо-
могою додаткових побудов або ж в результатi оперування з аналiтичними
умовами-властивостями та ранiше встановленими формулами.
IV-ий рiвень: задачi на встановлення нових властивостей (зокрема для
окремих випадкiв трапецiї) та/ або дослiдницького характеру (зокрема, «на
побудову», «на розрiзання»).

Слiд зазначити, що «тематична» систематизацiя задач (та їх класифiка-
цiя у вiдповiдностi iз зазначеними рiвнями) може бути коректно реалiзованою
переважно для «першого кола» задач — I-го i II-го рiвня, якi мiнiмально
залежать вiд хронологiї викладу теоретичного матерiалу.

Задачi мiшаного характеру слiд вiдносити до «другого кола» задач (це
переважно задачi III-го i IV-го рiвня), якi необхiдно i доцiльно розглядати
лише пiсля першого кола задач.

Висновки
На думку авторiв, процеси систематизацiї та класифiкацiї задач з того

чи iншого роздiлу математики є саме тими видами математичної творчостi,
якi повиннi бути включенi не лише в програму пiдготовки майбутнiх вчителiв
математики, а й у програму курсiв пiдвищення квалiфiкацiї вчителiв матема-
тики. Вважаємо, що це дасть можливiсть: опанувати справжню математичну
культуру; пiдготуватися до передачi її своїм учням; бiльш ефективно органi-
зовувати навчальну дiяльнiсть.

Вiдзначимо, що подальшi розвiдки в цьому напрямку можуть бути про-
довженi за рахунок:
— виокремлення ключових «афiнних» задач геометрiї трапецiй;
— виокремлення ключових «метричних» задач геометрiї трапецiй;
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— дослiдження додаткових чудових точок, кiл та лiнiй трапецiї;
— систематизацiї та класифiкацiї задач на розрiзання та побудову трапецiй,
яким в шкiльному курсi геометрiї майже не придiляється увага.

Цiкавим також здається питання про «синтетичну» класифiкацiю трапе-
цiй «за кутами та довжинами сторiн».

Маємо надiю, що запропонований матерiал допоможе учням-випускникам
систематизувати свої знання з геометрiї трапецiй пiд час пiдготовки до ЗНО,
буде цiкавим викладачам математики та допоможе студентам педагогiчних
ВНЗ i молодим вчителям математики при опануваннi практичними навичка-
ми при розв’язаннi задач на трапецiї.
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