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СПIВВIДНОШЕННЯ ДЛЯ ЕЛЕМЕНТIВ
ПIДСУМОВУЮЧИХ МАТРИЦЬ

ПОТРIЙНИХ ОПЕРАТОРIВ ВАЛЛЕ ПУССЕНА

Отриманi елементи пiдсумовуючих трикутних матриць, потрiйних операторiв Валле Пус-
сена.

Ключовi слова: ряды Фур’є, представлення сум Валле Пуссена.

Вступ
Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй, f ∈ L i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x) (1)

— ряд Фур’є функцiї f . Позначимо через Sn(f ; x) частковi суми ряду Фур’є

Sn(f ;x) =
n∑
k=0

ak cos kx+ bk sin kx. (2)

Тодi для 1 6 p < n вiдповiднi суми Валле Пуссена функцiї f ∈ L можна
подати спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x). (3)

Нехай p1 , p2 , p3 — довiльнi натуральнi числа такi, що p1 + p2 + p3 < n .
Потрiйними сумами Валле Пуссена будемо називати тригонометричнi много-
члени, якi задаються наступним спiввiдношенням

Vn,p1,p2,p3(f, x) = V
(3)
n,p (f, x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

1

p3

m∑
r=m−p3+1

Sr(f, x). (4)
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Для застосування методiв вивчення iнтегральних представлень вiдхилень
потрiйних операторiв Валле Пуссена цi оператори слiд подати у виглядi ме-
тодiв, якi породжуються нескiнченними трикутними матрицями наступним
чином. За допомогою нескiнченної трикутної матрицi чисел Λ = {λ(n)k },
k, n = 0, 1, 2, . . . , λ

(n)
0 = 1, ∀n ∈ N, λ(n)k = 0 для k > n, кожнiй функцiї f ,

що має ряд Фур’є (1), поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть тригономет-
ричних полиномiв:

Un(f ;x; Λ) =
a0
2
λ
(n)
0 +

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx). (5)

У виглядi тригонометричних полiномiв (5) суми Валле Пуссена Vn,p(f ; x)
функцiї f(x) , що задаються спiввiдношенням (3), можна подати за допомо-
гою матрицi Λ = {λ(n)k } , елементи якої задаються наступним спiввiдношен-
ням

λ
(n)
k =

{
1, 1 6 k 6 n− p;
1− k−n+p

p , n− p < k 6 n, n, p ∈ N, p < n.

Неважко помiтити, що у випадку, коли p1 = p2 = 1, p3 = p , потрiйнi суми
Валле Пуссена спiвпадають iз звичайними сумами Валле Пуссена.

Потрiйнi суми Валле Пуссена у випадку, коли p3 = 1 , спiвпадають з
повторними сумами, вiдповiднi спiввiдношення для елементiв пiдсумовуючих
матриць яких отриманi у роботi [3].

У данiй роботi отриманi спiввiдношення для елементiв пiдсумовуючих
матриць Λ = {λ(n)k } потрiйних методiв Валле Пуссена Vn,p1,p2,p3 .

Основна частина
Теорема 1. Нехай 2 6 p1 6 p2 < p3 , p1 + p2 + p3 < n . Тодi

Vn,p1,p2,p3(f, x) =
a0
2
λ
(n)
0 +

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx).

якщо числа λ
(n)
k задаються наступним спiввiдношенням

λ
(n)
k =
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1, k = 1, 2, ..., n− p+ 2;

1− 1
p1p2p3

k−n+p−2∑
i=1

1
2i(i+ 1), k = n− p+ 3, ..., n− p2,3 + 2;

1− 1
p1p2p3

[
k−n+p2,3−2∑

i=1

(2i+p1+1)p1
2 +

p1∑
i=1

i(i+1)
2 ], k = n− p2,3 + 3, ..., n− p1,3 + 1;

1
p1p2p3

[(n− k + 1− p2,1
2 )p2p1 −

n−k−p3∑
i=1

i(i+1)
2 ], k = n− p1,3 + 1, ..., n− p3 − 1;

1
p3
[(n− k + 1)− p1,2

2 ], k = n− p3, ..., n− p1,2 + 1;

1
p1p2p3

[(n− k + 1− p1,2
2 )p2p1 +

k−n+p1,2−2∑
i=0

(i+1)i
2 ], k = n− p1,2 + 2, ..., n− p2;

1
p1p2p3

[
p1∑
i=1

(i+1)i
2 +

n−k−p1∑
i=1

p1
2 (2i+ p1 + 1)], k = n− p2 + 1, ..., n− p1 − 1;

1
p1p2p3

n−k∑
i=1

i(i+1)
2 , k = n− p1, ..., n− 1,

(6)
де p = p1 + p2 + p3 , pi,j = pi + pj .

Доведення. Нехай 2 6 p1 6 p2 < p3 , p1 + p2 + p3 < n . Позначимо
pi,j = pi + pj , i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3; p = p1,2,3 = p1 + p2 + p3 .
Тодi потрiбнi числа λ

(n)
k задовольняють умову

1

p1p2p3

n−1∑
k=n−p1

k∑
ν=k−p2+1

ν∑
m=ν−p3+1

Sm(f, x) =
1

p1p2p3

n−1∑
k=n−p1

[Sk−p2,3+2+ Sk−p2,3+3+ Sk−p2,3+4+ ... +Sk−p3+1+ ... +Sk−p2+1+
+Sk−p2,3+3+ Sk−p2,3+4+ Sk−p2,3+5+ ... +Sk−p3+2+ ... +Sk−p2+2+
+Sk−p2,3+4+ Sk−p2,3+5+ Sk−p2,3+6+ ... +Sk−p3+3+ ... +Sk−p2+3+

... ... ... ... ... ... ...
+Sk−p3+1+ Sk−p3+2+ Sk−p3+3+ ... +Sk−p3+p2+1+ ... +Sk] =

= Sn−p1−p2−p3+2 + 3Sn−p1−p2−p3+3 + 6Sn−p1−p2−p3+4...+

+...+ 6Sn−3 + 3Sn−2 + Sn−1 =
n−1∑
k=0

λ
(n,p)
k Ak(f ;x).

Всi суми Фур’є Sk = Sk(f ;x) , що додаються, розташованi в p1 прямо-
кутних таблицях, у кожнiй з яких p3 стовпцiв i p2 строк.

Розпочнемо пiдрахунок з кiнця. У перший блок зберемо елементи Sk ,
якi хоча б в однiй з таблиць є самим правим нижнiм елементом. Неважко
помiтити, що елемент Sn−i для кожного i = 1, 2, ..., p1 зустрiчається один
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раз в p1 − i + 1 -ой таблицi i на одиницю раз бiльше в кожнiй наступнiй
до p1 -й включно. Тому кiлькiсть елементiв Sn−i в усiй цiй побудовi дорiвнює
1+2+...+i = i(i+1)

2 . Гармонiка An−ν мiститься в усiх сумах Sn−i =
∑n−i

j=0Aj , у
яких номер бiльше-дорiвнює номеру цiєї гармонiки. Кiлькiсть усiх елементiв
Sk з номерами k > n− ν , ν = 1, 2, ..., p1 , в усiй будiвлi дорiвнює

∑ν
i=1

i(i+1)
2 .

Це означає, що загальна кiлькiсть гармонiк An−ν в усiх таблицях для кож-
ного ν = 1, 2, ..., p1 дорiвнює

∑ν
i=1

i(i+1)
2 . Виконуючи замiну k = n − ν ,

ν = n− k , для k = n− p1, n− p1 + 1, ..., n− 1 отримуємо

λ
(n)
k =

1

p1p2p3

n−k∑
i=1

i(i+ 1)

2
, (7)

Кожний з елементiв з номерами k = n − p2 + 1, ..., n − p1 − 1 входить
в кожну з p1 таблиць i утворює рiвно p1 неповних дiагоналей так, що для
кожного i = 1, 2, ..., p2 − p1 − 1 елемент Sn−p1−i в останнiй таблицi утворює
найбiльш довгу дiагональ довжиною p1 + i < p2 штук i в кожнiй попереднiй
на 1 бiльш коротку. Тому загальна кiлькiсть елементiв Sn−p1−i для кожного
i = 1, 2, ..., p2−p1−1 дорiвнює (p1+i)+(p1+i−1)+...+(i+1) = p1

2 (2i+p1+1) .
Для номерiв k = n − p2 + 1, ..., n − p1 − 1 гармонiка Ak = An−p1−ν,
ν = 1, 2, ..., p2 − p1 − 1, потрапляє по одному разу у кожну з сум Sm з но-
мерами m = n − p1, n − p1 + 1, ..., n − 1 , загальна кiлькiсть яких дорiвнює∑p1

i=1
i(i+1)

2 , i по одному разу в кожну з сум Sn−p1−i , 1 6 i 6 ν . Кiлькiсть
всiх елементiв Sm з номерами m = n − p1 − ν, ..., n − p1 − 1 , в усiй будiвлi
дорiвнює

∑ν
i=1

p1
2 (2i+p1+1) . Таким чином, виконуючи замiну k = n−p1−ν ,

ν = n− p1 − k , для k = n− p2 + 1, ..., n− p1 − 1 отримуємо

λ
(n)
k =

1

p1p2p3
[

p1∑
i=1

i

2
(i+ 1) +

n−k−p1∑
i=1

p1
2
(2i+ p1 + 1)]. (8)

Суми Sn−ν−p2+1 , ν = 1, 2, ...p1 − 1, утворюють в усiй цiй побудовi ν пов-
них дiагоналей i p1 − ν дiагоналей, довжини яких дорiвнюють вiдповiдно
p2 − 1, p2 − 2, ..., p2 − (p1 − ν) . Тому загальна кiлькiсть всiх елементiв Sk з
номерами n− ν − p2 + 1 6 k 6 n− p2 дорiвнює

νp2p1 −
p1−1∑
i=p1−ν

i(i+ 1)

2
.

Отже, для ν = 1, 2, ...p1 − 1, маємо

λ
(n)
n−ν−p2+1 =

1

p1p2p3
[νp2p1−

p1−1∑
i=p1−ν

i(i+ 1)

2
+

p1∑
i=1

i

2
(i+1)+

p2−p1−1∑
i=1

p1
2
(2i+p1+1)].
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Виконуючи замiну ν = n − k − p2 + 1, для k = n − p1 − p2 + 2, ..., n − p2
отримуємо

λ
(n)
k =

1

p1p2p3
[(n− k + 1− (p2 + p1)

2
)p2p1 +

k−n+p1+p2−2∑
i=0

i

2
(i+ 1)]. (9)

Суми Sk з номерами k = n− p3, ..., n− p1 − p2 + 1 утворюють блок повних
дiагоналей. Для ν = 1, 2, ..., p3 − p1 − p2 суми Sn−p1−p2+2−ν мiстяться p1p2
раз. Тому для k = n− p3, ..., n− p1 − p2 + 1

λ
(n)
k =

1

p3
[(n− k + 1)− p2 + p1

2
]. (10)

Сума Sn−p3−p1+ν , для кожного ν = 1, 2, ...p1 − 1, утворює в усiй цiй
будiвлi ν повних дiагоналей i p1 − ν дiагоналей, довжини яких дорiв-
нюють вiдповiдно p2 − 1, p2 − 2, ..., p2 − (p1 − ν) . Тому загальна кiль-
кiсть сум Sk з номерами k = n − p3 − p1 + ν, ..., n − 1 дорiвнює
(p1 − ν)p2p1 −

∑p1−1
i=ν

(p1−i)(p1−i+1)
2 + p2p1[(p3 + 1) − p2+p1

2 ] так, що для
k = n− p1 − p3 + 1, ..., n− p3 − 1

λ
(n)
k =

1

p1p2p3
[(n− k + 1− p2 + p1

2
)p2p1 −

n−k−p3∑
j=1

j(j + 1)

2
]. (11)

Гармонiка An−p1−p2−p3+3 не потрапляє в одну суму Sn−p1−p2−p3+2 ,An−p1−p2−p3+4

не потрапляє в одну суму Sn−p1−p2−p3+2 i в двi суми Sn−p1−p2−p3+3 i т.д. Кожна
з сум Sk з номерами k = n−p1−p2−p3+2, n−p1−p2−p3+3, ..., n−p2−p3+1
є кутовим елементом вiдповiдно у першiй, другiй, ... , pi -й таблицi i в кожнiй
наступнiй утворює дiагональ на 1 довшу, а в попереднiх не зустрiчаєть-
ся. Тому кожна з сум Sn−p1−p2−p3+1+ν для ν = 1, 2, ..., p1 − 1 мiститься
1+2+ ..+ ν = ν(ν+1)

2 разiв. Гармонiка An−p1−p2−p3+2+ν , ν = 1, 2, ..., p1 не мiс-
титься в усiх сумах з номерами меншими за n−p1−p2−p3+2+ν . Загальна

кiлькiсть сум Sk з номерами k < n− p1 − p2 − p3 + 2+ ν дорiвнює
ν∑
i=1

i(i+1)
2 .

Таким чином для k = n−p1−p2−p3+3, n−p1−p2−p3+4, ..., n−p2−p3+2

λ
(n)
k = 1− 1

p1p2p3

k−n+p1+p2+p3−2∑
i=1

i(i+ 1)

2
. (12)

Кожна iз сум Sk з номерами k = n−p2−p3+2, n−p2−p3+3, ..., n−p1−p3
зустрiчається у кожнiй таблицi бiльше одного разу, але не утворює жод-
ної повної дiагоналi. Загальна кiлькiсть елементiв Sn−p2−p3+1+i для кожного
i = 1, 2, ..., p2−p1−1 дорiвнює (p1+i)+(p1+i−1)+...+(i+1) = p1

2 (2i+p1+1) .
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Гармонiка An−p2−p3+2+ν , ν = 1, 2, ..., p2−p1−1 не мiститься в усiх сумах з
номерами меншими за n−p2−p3+2+ν . Загальна кiлькiсть сум Sk з номерами

n−p2−p3+2 < k < n−p2−p3+2+ν дорiвнює
ν∑
i=1

p1
2 (2i+p1+1) , а всiх сум

Sk з номерами k < n− p2 − p3 +2+ ν дорiвнює
ν∑
i=1

p1
2 (2i+ p1 +1)+

p1∑
i=1

i(i+1)
2 .

Таким чином для k = n− p2 − p3 + 3, n− p2 − p3 + 4, ..., n− p1 − p3 + 1

λ
(n)
k = 1− 1

p1p2p3
[

k−n+p2+p3−2∑
i=1

p1
2
(2i+ p1 + 1) +

p1∑
i=1

i(i+ 1)

2
]. (13)

Поєднуючи (7) – (13), отримуємо (6).
Теорема доведена.
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