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ПРИБЛИЖЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ ЛИНЕЙНЫМИ МЕТОДАМИ

Отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень прямокутних лiнiйних се-
реднiх на класах перiодичних функцiй багатьох змiнних
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Введение
В данной работе изучаются вопросы приближения классов периодических

функций m переменных, имеющих почти везде ограниченные обобщенные
частные производные. Классификации неперерывных периодических функ-
ций на основе учета свойств семейств коэффициентов Фурье периодических
функций многих переменных были предложены в работах П.В. Задерея [1],
А.И. Степанца, Н.Л. Пачулиа [2], Р.А. Ласурии [3], В.И. Рукасова [4] и других.

Пусть Rm = {x⃗ = (x1, x2, ..., xm), xi ∈ R, i = 1, 2, ...,m} – m -мерное

Евклидово пространство, Tm =
m∏
i=1

[−π;π] – m -мерный куб с ребром 2π,

Nm =
{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, i = 1, 2, ...,m

}
.

Через L(Tm) обозначим множество 2π -периодических по каждой перемен-
ной, суммируемых на кубе Tm , функций f(x⃗) = f(x1, x2, ..., xm). Пусть
Em ⊂ Rm – множество упорядоченных m -ок из нулей и единиц. Следуя [5],
каждой паре точек s⃗ ∈ Em, k⃗ ∈ Nm

∗ = Nm ∪ Em , поставим в соответствие
коэффициент Фурье функции f ∈ L(Tm)

as⃗
k⃗
(f) =

1

πm

∫
Tm

f(x⃗)
m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
dxi.

Каждому вектору k⃗ ∈ Nm
∗ поставим в соответствие величину

Ak⃗(f ; x⃗) =
∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
.
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Тогда, следуя [2,7], ряд Фурье функции f(x⃗) задается соотношением

S[f ] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)
Ak⃗(f ; x⃗), (1)

где q(k⃗) – количество нулевых координат вектора k⃗ .
Пусть m = {1, 2, ...,m} . Обозначим символом µ(r) ⊂ m r -элементные

подмножества из m . Гармоникой, сопряженной с Ak⃗(f ; x⃗) по переменным
xν , ν ∈ µ ⊂ m будем называть величину

A

∑
ν∈µ

e⃗ν

k⃗
(f ; x⃗)=

∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

∏
i∈m\µ

cos
(
kixi −

siπ

2

)∏
j∈µ

cos

(
kjxj −

(sj + 1)π

2

)
.

Следуя работе [6] введем понятие (ψ, β) -производных функций многих
переменных следующим образом. Пусть ψi(x), i = 1, 2, ...,m, – фиксирован-
ный набор функций, определенных на [1; +∞) , βi ∈ R, i = 1, 2, ...,m, —
фиксированный набор чисел.

Обозначим через Nm
µ множество элементов k⃗ ∈ Nm

∗ , у которых
ki ̸= 0, i ∈ µ . Предположим, что для всякого µ ⊂ m ряды∑

k⃗∈Nm
µ

1

2q(k⃗)
∏
i∈µ

ψi(ki)

∑
ζ(r)⊂µ

(−1)r
∏

j∈µ\ζ(r)

cos
βjπ

2

∏
ν∈ζ(r)

sin
βνπ

2
A

∑
l∈ζ(r)

e⃗l

k⃗
(f ; x⃗). (2)

являются рядами Фурье некоторых функций φµ(x⃗) , которые будем называть
частичными (ψ, β)–производными по переменным xi, i ∈ µ ⊂ m и обозна-
чать φµ = f

ψµ
βµ

.

Через L
ψµ
βµ

обозначим множество функций f ∈ L , которые для всякого

µ ⊂ m имеют f
ψµ
βµ

. Множество неперерывных функций из L
ψµ
βµ

таких, что
для всех µ ⊂ m ∫

Tm

f
ψµ
βµ
(⃗t)

m∏
j=1

dtj = 0, esssup|fψµβµ | 6 1,

будем обозначать C
ψµ
βµ,∞, µ ⊂ m .

Пусть Λ = {Λ1,Λ2, ...,Λm} – фиксированный набор бесконечных тре-
угольных числовых матриц, Λi = {λ(n)k,i }, i = 1, 2, ...,m, n ∈ N, k = 0; 1; ... ,

λ
(n)
0,i = 1 и λ

(n)
k,i = 0 для k > n. Пусть далее λ

(n⃗)

k⃗
=

m∏
i=1

λ
(ni)
ki,i

и

Gn⃗ =
m∏
i=1

[0;ni − 1] . Так, что λ
(n⃗)

k⃗
= 0 для любых k⃗ ̸∈ Gn⃗.
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Функции f ∈ L(Tm), имеющей ряд Фурье (1), поставим в соответствие
семейство тригонометрических полиномов

Un⃗(f ; x⃗; Λ) =
∑
k⃗∈Gn⃗

2−q(k⃗)λ
(n⃗)

k⃗
Ak⃗(f ; x⃗). (3)

Целью данной работы является изучение асимптотического при ni → ∞,
i = 1, 2, ...,m, поведения величин

E(Cψµ
βµ,∞;Un⃗) = sup

f∈Cψµβµ,∞

||f(x⃗)− Un⃗(f ; x⃗; Λ)||C

при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m .

Основная часть
Найдем для величин δn⃗(f ; x⃗) = f(x⃗)−Un⃗(f ; x⃗) , которые являются уклоне-

ниями тригонометрических многочленов Un⃗(f ; x⃗), n⃗ ∈ Nm, от функции
f(x⃗) , интегральные представления через параметры, определяющие класс
функций C

ψµ
βµ,∞ . Для этого находим соотношения между коэффициентами

Фурье функций из C
ψµ
βµ,∞ и их обобщенных производных.

Лемма 1. Пусть f ∈ C
ψµ
βµ,∞, µ ⊂ m . Тогда для всякого k⃗ ∈ Nm

µ , s⃗ ∈ Em,

µ ⊂ m для коэффициентов Фурье функции f(x⃗) и ее производной f
ψµ
βµ
(x⃗)

выполняются равенства

as⃗
k⃗
(f) =

∏
i∈µ

ψi(ki)
∑
ζ⊂µ

∏
i∈µ(r)\ζ

cos
βiπ

2

∏
j∈ζ

(− sin
βjπ

2
)(−1)

∑
ν⊂ζ

sν
a
s⃗+
∑
ν∈ζ

(−1)sν e⃗ν

k⃗
(f

ψµ
βµ
).

(4)

Положим

τi(v) =

{
(1− λi(v)ψi(niv),

1
ni

6 v 6 1,

ψi(niv), 1 6 v, i = 1, 2, ...,m,
(5)

где λi(v) – непрерывные на [0; 1] функции такие, что λi(k/n) = λ
(n)
k,i .

Теорема 1. Пусть класс функций C
ψµ
βµ,∞, µ ⊂ m и оператор Un⃗(Λ) такие,

что функции τi(v), определенные соотношениями (5), имеют суммируемые
на R преобразования Фурье

∞∫
−∞

|τ̂i(t)|dt <∞, i = 1, 2, ...,m.
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Тогда для всякой функции f ∈ C
ψµ
βµ,∞ в каждой точке x⃗ ∈ Tm для откло-

нений прямоугольных операторов Un⃗(Λ) выполняется равенство

δn⃗(f ; x⃗)=
m∑
r=1

(−1)r+1
∑

µ(r)⊂m

1

πr

∫
Rr

f
ψµ
βµ

x⃗+ ∑
j∈µ(r)

tj
nj
e⃗j

×

×
∏
ν∈µ(r)

∞∫
0

τν(vν) cos

(
vνtν +

βνπ

2

)
dvνdtν. (6)

Доказательство. В силу соотношения (3)

S[δn⃗(f, x⃗)] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)

(
1−

m∏
i=1

λ
(ni)
ki,i

)
Ak⃗(f, x⃗) =

=
m∑
i=1

∑
k⃗∈Nm

i

1

2q(k⃗)

(
1− λ

(ni)
ki,i

)
Ak⃗(f, x⃗) +

m∑
i=2

(−1)i+1
∑
µ(i)⊂m

∑
k⃗∈Nm

µ

1

2q(k⃗)
×

×
∏
j∈µ(i)

(
1− λ

(nj)
kj ,j

)
Ak⃗(f, x⃗)

df
=

m∑
i=1

(−1)i+1
∑
µ(i)⊂m

Sµ(f, x⃗). (7)

Вычислив коэффициенты Фурье функций

Iµ(r)(x⃗) =
1

πr

∫
T r

f
ψµ
βµ

x⃗− ∑
i∈µ(r)

tie⃗i

×

×
∏
ν∈µ(r)

∞∫
0

τν(vν) cos

(
vνtν +

βνπ

2

)
dvνdtν, µ = µ(r) ⊂ m, (8)

и применяя формулы (4), получаем

S
[
Iµ(r)

]
=
∑
k⃗∈Nm

µ

1

2q(k)

∏
j∈µ

(
1− λ

(nj)
kj ,j

)
Ak⃗(f, x⃗) = Sµ(f, x⃗).

Поэтому

δn⃗(f, x⃗) =
m∑
i=1

(−1)i+1
∑
µ⊂m

Iµ(i)(f, x⃗).

Объединяя последнее соотношение с (7) и (8), получаем (6). �
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Изучим асимптотическое поведение при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, величин

E
(
C
ψµ
βµ,∞;Un⃗

)
= sup

f∈Cψµβµ,∞

||δn⃗(f ;x)||C .

Теорема 2. Пусть функции τi,j(v), имеют суммируемые на R преобразо-
вания Фурье. Тогда при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптоти-
ческая формула

E
(
C
ψµ
βµ,∞;Un⃗

)
=

m∑
i=1

[A(τi) +O(1)a(τi)] +O(1)
m∑
j=2

∑
µ(j)⊂m

∏
ν∈µ(j)

A(τν), (9)

где

A(τi) =

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi(v) cos(vt+ βiπ/2)dv

∣∣∣∣∣∣ dt, i = 1, 2, ...,m,

a(τi) =

∫
|t|>πni

2

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi(v) cos(vt+ βiπ/2)dv

∣∣∣∣∣∣ dt, i = 1, 2, ...,m,

O(1) — величина, равномерно ограниченная по ni, i = 1, 2, ...,m.

Доказательство. Применяя равенство (6), получаем

E
(
C
ψµ
βµ,∞;Un⃗

)
= sup

f∈Cψµβµ,∞

∥∥∥∥∥∥
m∑
r=1

(−1)r+1
∑

µ(r)⊂m

1

πr

∫
Rr

f
ψµ
βµ

(
x⃗−

∑
j∈µ

tj
nj
e⃗j

)
×

×
∏
ν∈µ

∞∫
0

τν(vν) cos

(
vνtν +

βνπ

2

)
dvνdtν

∥∥∥∥∥∥
C

.

Поэтому справедлива оценка сверху

E
(
C
ψµ
βµ,∞;Un⃗

)
6

m∑
j=1

A(τj) +O(1)
m∑
ζ=2

∑
µ(ζ)⊂m

∏
j∈µ(ζ)

A(τj). (10)

Для 2π -периодической функции fψii,βi(−x⃗) = φ∗
i (x⃗) , где функции φ∗

i (x),
i=1, 2, ...,m, определены так, что на промежутке [−π

2 ;
π
2 ]

φ∗
i (t) = sign

ni ∞∫
0

τi(v) cos

(
vtni +

βiπ

2

)
dv

 ,
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а на промежутке [−π;−π
2 ) ∪ (π2 ;π] так, что
π∫

−π

φ∗
i (x)dx = 0, i = 1, 2, ...,m,

выполнено f∗(x⃗) =
m∑
i=1

fi(xi) ∈ C
ψµ
βµ,∞ . Поэтому справедливо неравенство

m∑
j=1

[A(τj) +O(1)a(τj)] +O(1)

 m∑
ζ=2

∑
µ(ζ)⊂m

∏
j∈µ(ζ)

A(τj)

 6

6 E
(
C
ψµ
βµ,∞;Un⃗

)
6

m∑
j=1

A(τj) +O(1)

 m∑
ζ=2

∑
µ(ζ)⊂m

∏
j∈µ(ζ)

A(τj)

 .
Из этого неравенства вытекает (9). Теорема доказана.
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