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НАБЛИЖЕННЯ ЛОКАЛЬНО СУМОВНИХ ФУНКЦIЙ МАЛОЇ
ГЛАДКОСТI ОПЕРАТОРАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА В

IНТЕГРАЛЬНIЙ МЕТРИЦI

В роботi розглядаються питання наближення класiв Степанця L̂ψN операторами Вал-
ле Пуссена в просторi L̂ у випадку, коли множини L̂ψN складаються з функцiй малої
гладкостi. Одержано асимптотичнi закони поведiнки верхнiх граней вiдхилень згаданих
функцiй вiд операторiв Валле Пуссена, якi в певних випадках забезпечують розв’зання
вiдомої задачi Колмогорова-Нiкольського.
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Вступ
В роботi [1] класи L̂ψN означенi наступним чином. Нехай L̂ — множи-

на функцiй f, якi вимiрнi на дiйснiй осi i такi, що мають скiнчену норму

||f ||L̂ = sup
a∈R

a+2π∫
a

|f(t)| dt.

Позначимо через A множину неперервних при v > 0 функцiй ψ(v) ,
якi задовольняють умови: 1)ψ(v) > 0, ψ(0) = 0, ψ(v) зростає на [0, 1); 2)
ψ(v) опукла донизу на [1,∞) i lim

v→∞
ψ(v) = 0; 3)похiдна ψ′(v) = ψ′(v + 0)

має обмежену варiацiю на [0,∞). Пiдмножину функцiй ψ(v), для яких
∞∫
1

ψ(v)
v dv <∞, позначають A′.

Для пари ψ1, ψ2 ∈ A визначимо функцiю ψ : ψ
df
= ψ1+ + iψ2−, де ψ1+ та

ψ2− — парне i непарне продовження функцiй ψ1, ψ2 вiдповiдно.
Тодi через L̂ψN будемо позначати множину функцiй f ∈ L̂, якi майже

для всiх x можна подати у виглядi наступної рiвностi:

f(x) = A0 +
∫
R
φ(x+ t)ψ̂(t) dt

df
= A0 + φ ∗ ψ̂(x), (1)

де A0 — деяка стала, iнтеграл розумiється як границя iнтегралiв по симет-
ричних промiжках, що розширюються, φ ∈ N (N ⊂ L̂ ),

ψ̂(t) = 1
2π

∫
R
ψ(x)e−ixt dx. (2)
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Якщо ψ1 ∈ A , ψ2 ∈ A′ , то перетворення ψ̂(t) сумовне на дiйснiй осi.
Наслiдуючи О.I. Степанця, [2, с. 149], функцiю φ(·) в зображеннi (1)

будемо називати ψ−похiдною функцiї f(·) i позначати fψ(·) .
В ролi N виступає одинична куля ŜL : ŜL = {φ ∈ L̂ : ||φ(t)||L̂ 6 1}, або

класи ĤωL : ĤωL = {φ ∈ L̂ : ||φ(·+t)−φ(·)||L̂ 6 ω(|t|)}, де ω(t) — фiксований
модуль неперервностi [3, с. 20].

Агрегатом наближення функцiй з класiв L̂ψN є оператори

Vσ,c(f ;x) = Vσ,c(f ; x; Λ) = A0 + fψ ∗ λ̂σ,cψ(x), (3)

де f ∈ L̂ψN , λ̂σ,cψ перетворення вигляду (2) функцiї λσ,c(t)ψ(t), у якiй

λσ,c(t) =


1, 0 6 |t| 6 c
σ−|t|
σ−c , c 6 |t| 6 σ,

0, σ 6 |t|,
σ > c > 1. (4)

Як випливає з робот О.I. Степанця (зокрема, [4]), за деяких умов Vσ,c(f ; x)
належать до множини εσ цiлих функцiй експоненцiального типу 6 σ. У
перiодичному ж випадку, при σ = n ∈ N i c = n − p, p ∈ N, p < n,
оператори Vσ,c(f ; x) спiвпадають з вiдомими сумами Валле Пуссена. Тому
оператори Vσ,c(f ;x) одержали назву оператори Валле Пуссена.

Метою роботи є знаходження асимптотичних формул при σ → ∞ верхнiх
граней вiдхилень

E(L̂ψN;Vσ,c) = sup
f∈L̂ψN

∥f(x)− Vσ,c(f, x)∥L̂. (5)

Предметом дослiдження є апроксимативнi характеристики операторiв Валле
Пуссена на класах L̂ψN .

Видiлимо iз A пiдмножини A0 i AC [4, с. 193]. Кожнiй функцiї ψ ∈ A

спiвставимо пару функцiй η(t) = ψ−1
(
1
2ψ(t)

)
, µ(t) = t

η(t)−t , t > 1. Тодi
A0 = {ψ : ψ ∈ A, 0 < µ(t) 6 K1 <∞}, AC = {ψ : ψ ∈ A, 0 < K2 6 µ(t) 6
6 K3 <∞}, де Ki = const , i = 1, 3 (якi можливо залежать вiд ψ(·)) .

Основна частина
Покладемо h = h(σ) = σ − c, Θ

df
= lim

σ→∞
h
σ .

Теорема 1. Нехай ψ1 ∈ A0 i ψ2 ∈ A′
0, A′

0 = A0

∩
A′ . Дiйснi числа σ i

h = h(σ), σ > h > 1 обранi так, що 0 6 Θ < 1 . Тодi при σ → ∞

E(L̂ψŜL;Vσ,σ−h) =
2

π

∞∫
σ

ψ2(t)

t
dt+

4

π2
|ψ(σ)| ln σ

h
+O(1)|ψ(σ)|, (6)
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E(L̂ψĤωL;Vσ,σ−h) = Θω

(
1

π

1∫
0

ω

(
2t

σ

) ∞∫
1

ψ2(σs) sin st ds dt+

+
2|ψ(σ)|
π2

ln
σ

h

π
2∫

0

ω

(
2t

σ

)
sin t dt

)
+O(1)|ψ(σ)|ω

(
1

σ

)
, (7)

де Θω ∈ [1/2, 1], Θω = 1, коли ω(t) опуклий модуль неперервностi, O(1) —
величини, рiвномiрно обмеженi по σ i h .

Зауваження 1. Нехай ψ2 ∈ AC . Тодi [2, с. 214, 216] мають мiсце оцiнки:
∞∫
σ

|ψ2(s)|
s ds 6 K|ψ2(σ)|, 1

π

∣∣∣∣∣ 1∫0 ω (2tσ )
∞∫
0

ψ2(σs) sin st dsdt

∣∣∣∣∣ = O(1)ω
(
1
σ

) ∞∫
σ

|ψ2(s)|
s ds.

Отже, якщо ψ1 ∈ A0 i ψ2 ∈ AC , то формули (6) i (7) набувають вигляду:

E(L̂ψŜL;Vσ,σ−h) =
4

π2
|ψ(σ)| ln σ

h
+O(1)|ψ(σ)|, (8)

E(L̂ψĤωL;Vσ,σ−h) =
2Θω|ψ(σ)|

π2
ln
σ

h

π/2∫
0

ω

(
2t

σ

)
sin t dt+O(1)|ψ(σ)|ω

(
1

σ

)
.

(9)
За умови Θ = 0 асимптотичнi спiввiдношення (8) i (9) дають розв’язок

задачi Колмогорова-Нiкольського для операторiв Валле Пуссена на класах
L̂ψŜL i L̂ψĤωL вiдповiдно.

Аналог теореми 1 в рiвномiрний метрицi був доведен у роботi [5]. У
перiодичному випадку (наближення сумами Валле Пуссена) — в роботах
В.I. Рукасова i С.О. Чайченка [6, 7]. Наближення операторами Фур’є (ви-
падок c = σ − 1 ) ψ -iнтегралiв локально сумовних функцiй в рiвномiрний
метрицi було дослiджено О.I. Степанцем та I.В. Соколенком [8, 9].
Доведення.

Скористаємося схемою, яку запропоновано в роботi [2, с. 219 – 259] з вра-
хуванням специфiки випадку, що розглядається.

Поряд з операторами Валле Пуссена в [1, с. 1551 – 1552] означенi опера-
тори V ∗

σ,c(f ;x) = V ∗
σ,c(f ; x; Λ

∗) = A0 + fψ ∗ λ̂∗σ,cψ(x), при цьому

λ∗σ,c(t) =

{
λσ,c, |t| ∈ [0, c] ∪ [σ,∞),

1− |t|−c
σ−c

ψ(σsign(t))

ψ(t)
, c 6 |t| 6 σ.

(10)
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Нехай f ∈ L̂ψN, тодi, згiдно до рiвностей (1) – (4) i 10

f(x)− Vσ,c(f, x)
df
= ρσ,c(f, x) =

∫
R
fψ(x+ t) ̂(1− λ∗σ,c(t))ψ(t)dt+

+
∫
R
fψ(x+ t)d̂σ,c(t)

df
= ρ∗σ,c(f, x) + ∆σ,c(f, x), (11)

де d̂σ,c(t) =
σ∫
c

s−c
2(σ−c)π [(ψ(s)− ψ(σ))e−ist + (ψ(−s)− ψ(−σ))eist]ds.

Спростимо спочатку перший доданок з правої частини рiвностi (11). Для
цього видiлимо головнi частини i оцiнимо залишки. Нехай a — довiльне
додатне число, h = σ − c . Згiдно з теоремою 1 роботи [1, с. 1552] i спiв-
вiдношенням (10), пiсля iнтегрування частинами, маємо

ρ∗σ,σ−h(f, x) =
−ψ1(σ)

π

∫
a
σ6|t|6π

h

δ(x, t)
2 sin (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 dt+

+ψ2(σ)
π

∫
a
σ6|t|6π

h

δ(x, t)
2 cos (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 dt+

+ 1
π

∫
|t|6 a

σ

δ(x, t)
∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds dt+ bψ1

N (f, x) + bψ2

N (f, x), (12)

де δ(x, t) = fψ(x + t) − fψ(x), якщо f ∈ L̂ψĤωL i δ(x, t) = fψ(x + t), якщо
f ∈ L̂ψŜL ; bψ1

N (f, x) = αψ1

N (f, x) + βψ1

N (f, x) +Rψ1

N (f, x), при цьому

αψ1

N (f, x)
df
= −ψ1(σ)

π

∫
|t|6 a

σ

δ(x, t)
2 sin (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 dt,

βψ1

N (f, x)
df
= ψ1(σ)

π

∫
|t|>π

h

δ(x, t)
2 sin (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 dt,

Rψ1

N (f, x)
df
=
∫
R

δ(x,t)
t

∞∫
σ

ψ′
1(s) sin st dsdt, (13)

та

bψ2

N (f, x) = ψ2(σ)
π

( ∫
|t|6 a

σ

δ(x, t)

(
2 cos (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 − cosσt
t

)
dt+

+
∫

|t|>π
h

δ(x, t)
2 cos (2σ−h)t

2 sin ht
2

ht2 dt+
∫

|t|> a
σ

δ(x,t)
t

∞∫
σ

ψ′
2(s) cos st dsdt

)
. (14)

Доведемо справедливiсть спiввiдношень

||bψiN (f, x)||L̂ =

{
O(1)|ψi(σ)|, ∀f ∈ L̂ψŜL,

O(1)|ψi(σ)|ω
(
1
σ

)
, ∀f ∈ L̂ψĤωL

i = 1, 2. (15)
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В подальшому вважатимемо, що fψ ∈ ĤωL , при цьому фактично також
буде розглянутий випадок, коли fψ ∈ ŜL . Використовуючи оцiнки норм∥∥∫ f(x+ t)K(t) dt

∥∥
L̂
6 ∥f∥L̂

∫
|K(t)| dt, f ∈ L̂, K ∈ L(a, b), (16)

отримаємо
αψ1

N (f, x) 6 K|ψ1(σ)|ω(1/σ). (17)

Для того, щоб оцiнити другий доданок рiвностi (13), представимо його у
виглядi βψ1

N (f, x) = ψ1(σ)
π (I1 − I2) , де

I1
df
=
∫

|t|>π
h

δ(x, t)cos(σ−h)tht2 dt, I2
df
=
∫

|t|>π
h

δ(x, t)cosσtht2 dt

i одержимо спочатку оцiнку iнтеграла I
(+)
1

df
=

∞∫
π/h

δ(x, t)cos(σ−h)tht2 dt.

Для цього будемо використовувати метод, який запропоновано у роботi
О.I. Степанця [2, с. 209 – 213]. Нам знадобиться аналог леми 5.2.3 з цiєї роботи.

Лема 1. Нехай φ(t) — сумовна на множинi I функцiя. Тодi, якщо I =
= {x : a 6 x 6 b} i xk, k = 1, N, a 6 x1 < x2 < . . . < xN 6 b — деякий
набiр точок, для яких

xk+1∫
xk

φ(t) dt = 0, k = 1, 2, . . . , N − 1, (18)

φ > 0 (φ < 0) майже скрiзь на (xk, ck), φ < 0 (φ > 0) майже скрiзь на
(ck, xk+1), ck ∈ (xk, xk+1), то ∀f ∈ ĤωL∥∥∥∥∥ b∫

a

f(x+ t)φ(t) dt

∥∥∥∥∥
L̂

6
∥∥∥∥x1∫
a

f(x+ t)φ(t) dt

∥∥∥∥
L̂

+

+ω(∆)
2

xN∫
x1

|φ(t)| dt+

∥∥∥∥∥ b∫
xN

f(x+ t)φ(t) dt

∥∥∥∥∥
L̂

.

Якщо I = {x : x > a} , a xk, k = 1, 2, . . . , a 6 x1 < x2 < . . . — деякий
набiр точок, для яких умова (18) виконана для довiльного натурального k,

то ∀f ∈ ĤωL∥∥∥∥∞∫
a

f(x+ t)φ(t) dt

∥∥∥∥
L̂

6
∥∥∥∥ x1∫

a

f(x+ t)φ(t) dt

∥∥∥∥
L̂

+ ω(∆)
∞∫
x1

|φ(t)| dt.

В останнiх спiввiдношеннях ∆ = supk(xk+1 − xk).
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Доведення цiєї леми аналогiчно до доведення леми 5.2.3 [2, с. 212 – 213].

Нехай Φ1(x) =
∞∫
x

cos(σ−h)t
ht2 dt. Функцiя 1/t2 монотонно спадає при

t > 0 , тому функцiя Φ1(x) мiж кожними двома додатними нулями функ-
цiї cos(σ − h)t буде мати свiй єдиний нуль. Позначимо через x1, x2, . . .
множину нулiв функцiї Φ1(x) з промiжку (πh ,∞), занумеровав їх у порядку

зростання. Оскiльки
xk+1∫
xk

cos(σ−h)t
ht2 dt = 0, то, застосовуючи лему 1, одержуємо

∥I(+)
1 ∥L̂ 6

∥∥∥∥∥ x1∫
π/h

δ(x, t)cos(σ−h)tht2 dt

∥∥∥∥∥
L̂

+ ω(∆)
∞∫
x1

∣∣∣cos(σ−h)tht2

∣∣∣ dt 6
6 max

π/h6t6x1
∥δ(x, t)∥L̂

x1∫
π/h

∣∣∣cos(σ−h)tht2

∣∣∣ dt+ ω(∆)
∞∫
x1

∣∣∣cos(σ−h)tht2

∣∣∣ dt,
причому ∆ = sup

k
(xk+1 − xk) 6 2π

σ−h , x1 −
π
h <

2π
σ−h .

Зважаючи на те, що: 1) ω(λt) 6 (λ + 1)ω(t) для довiльного модуля
неперервностi та λ > 0 i 2) за умови 0 6 Θ < 1 має мiсце нерiвнiсть
ω
(

1
σ−h
)
6 Kω

(
1
σ

)
, знаходимо

∥I(+)
1 ∥L̂ 6 Kω

(
1

σ−h
)( π

h+
2π
σ−h∫

π/h

dt
ht2 +

∞∫
π/h

dt
ht2

)
6 Kω

(
1
σ

)
. (19)

Розмiрковуючи подiбним чином, встановлюємо

∥I(+)
2 ∥L̂

df
=

∥∥∥∥∥ ∞∫
π/h

δ(x, t)cosσtht2 dt

∥∥∥∥∥
L̂

6 Kω
(
1
σ

)
. (20)

З спiввiдношень (19), (20) та їм аналогiчних для t ∈ (−∞,−π/h) маємо∥∥∥βψ1

N (f, x)|
∥∥∥
L̂
6 K|ψ1(σ)|ω(1/σ), ∀f ∈ L̂ψĤωL. (21)

Оцiнимо тепер величину Rψ1

N (f, x). Для цього будемо використовува-
ти твердження 5.4.1 [2, с. 224]. Зауважимо, що хоча воно доведено лише
для випадку натуральних значень σ , але твердження залишається вiр-
ним i для дiйсних чисел σ > 0 , оскiльки при його доведеннi не врахо-
вувався факт σ ∈ N . Беручи до уваги iнформацiю о нулях xk функцiї

Φ2(x) =
∞∫
x

1
t

∞∫
1

ψ′
1(σs) sin st ds та застосовуючи другу частину леми 1, одер-

жуємо

∥I3∥L̂
df
=

∥∥∥∥ ∞∫
0

δ(x,t)
t

∞∫
σ

ψ′
1(s) sin st ds dt

∥∥∥∥
L̂

6

Випуск №4, 2014 39



Математика

6 σ

∥∥∥∥ x1∫
0

δ(x,t/σ)
t

∞∫
1

ψ′
1(σs) sin st dsdt

∥∥∥∥
L̂

+ ω(∆)
π

∞∫
x1

∣∣∣∣σt ∞∫
1

ψ′
1(σs) sin st ds

∣∣∣∣ dt.
(22)

В силу монотонностi функцiї ψ′
1(σs) та перiодичностi тригонометричних

функцiй, маємо∣∣∣∣σt ∞∫
1

ψ′
1(σs) sin st ds

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣σt 1+2π/t∫

1

ψ′
1(σ) ds

∣∣∣∣∣ 6 Kσ|ψ′
1(σ)|
t2 6 K |ψ1(σ)|

t2 . (23)

Оскiльки ∆ 6 2π
σ , то, застосовуючи оцiнки (16) i (23) до нерiвностi (22),

отримаємо ∥I3∥L̂ 6 Kω(1/σ)|ψ1(σ)|. Зрозумiло, що така ж сама оцiнка спра-
ведлива i для iнтеграла по промiжку t < 0, тому

∥Rψ1

N (f, x)∥L̂ 6 Kω(1/σ)|ψ1(σ)|. (24)

Отже, враховуючи оцiнки (17), (21) та (24), бачимо, що ||bψ1

ĤωL

(f, x)||L̂ =

= O(1)|ψ1(σ)|ω
(
1
σ

)
.

Розмiрковуючи аналогiчним чином, переконуємося, що, за умов теореми,
мають мiсце спiввiдношення (15).

Для завершення дослiдження величини ρ∗σ,σ−h(f, x) нам треба спростити
два перших доданка рiвностi (12). За допомогою леми 1 переконуємося в
справедливостi наступної рiвностi:∫

a/σ6|t|6π/h

δ(x, t)
−2 sin

(
(2σ−h)t

2 − βπ
2

)
sin ht

2

ht2
dt =

= −
∫

a/σ6|t|6π/h

δ(x, t)
sin(σt− βπ

2 )

t
dt+O(1)ζ(N), (25)

де ζ(N) = ω
(
1
σ

)
, якщо f ∈ L̂ψĤωL i ζ(N) = 1, якщо f ∈ L̂ψŜL ; через

O(1) позначена величина, рiвномiрно обмежена щодо σ, h i β .
Поклавши у спiввiдношеннi (25) спочатку β = 0, а потiм β = 1 , згiдно з

рiвностями (12) i (15), остаточно одержимо

ρ∗σ,σ−h(f, x) =
−ψ1(σ)

π

∫
a
σ6|t|6π

h

δ(x, t)
sin t

t
dt+

ψ2(σ)

π

∫
a
σ6|t|6π

h

δ(x, t)
cos t

t
dt+

+
1

π

∫
|t|6 a

σ

δ(x, t)

∞∫
σ

ψ2(s) sin stdsdt+O(1)|ψ(σ)|ζ(N). (26)
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Далi знайдемо оцiнку доданка ∆σ,σ−h з правої частини спiввiдношення
(11). Розмiрковуючи як i при доведеннi леми 2 роботи [6, с. 166 – 168], маємо

||∆σ,σ−h||L̂ = E(fψ)L̂
∫
R
|d̂σ,σ−h|dt, (27)

де E(fψ)L̂ = inf
φ∈W 2

σ−h

∥fψ(·)− φ(·)∥L̂, W
2
σ = {φ ∈ εσ :

∫
R

|φ(t)|2
(1+|t|)2dt <∞},

∫
R
|d̂σ,σ−h|dt 6 K

2∑
i=1

(ψi(σ − h)− ψi(σ)). (28)

Оскiльки ∀ψ ∈ A0 за умови Θ ∈ [0, 1) справедлива нерiвнiсть ψ(σ−h) 6
6 Kψ(σ), то, згiдно зi спiввiдношеннями (27), (28) та нерiвностями Джексона
E(fψ)L̂ 6 1, якщо f ∈ L̂ψŜL i E(fψ)L̂ 6 ω( 1

σ−h), ∀f ∈ L̂ψĤωL , знаходимо:

∥∆σ,σ−h(f, x)∥L̂ = O(1)|ψ(σ)|ζ(N), ∀f ∈ L̂ψN. (29)

Згiдно до рiвностi −a sinα+ b cosα = −
√
a2 + b2 sin(α− γ), γ = arctg ba i

спiввiдношень (11), (26) та (29), отримуємо

ρσ,σ−h(f, x) =
−|ψ(σ)|

π

∫
a/σ6|t|6π/h

δ(x, t)
sin(σt− γσ)

t
dt+

+
1

π

∫
|t|6a/σ

δ(x, t)

∞∫
0

ψ2(s) sin stdsdt+O(1)|ψ(σ)|ζ(N), γσ = arctg
ψ1(σ)

ψ2(σ)
. (30)

Спираючись на (30) знайдемо асимптотичнi рiвностi для величин (5).
Нехай

xk =
kπ+γσ
σ , tk = xk − π

2σ , k = 0,±1,±2, . . . , γσ ∈ R, σ > 0. (31)

Через k0 позначимо те значення k , для якого tk0 є найближча справа
вiд точки (a + π)/σ точка, в якiй sin(σt− γσ) = 1, а через k1 — найбiльше
зi значень k таких, що tk < π/h. Далi, через k2 позначимо таке число,
що точка tk2 буде найближча злiва вiд точки −(a + π)/σ серед тих, в яких
sin(σt − γσ) = −1, а через k3 — найменше зi значень k , що задовольняють
умову tk > −π/h, i покладемо lσ,h(t) = xk, t ∈ [tk, tk+1], k = k0, . . . , k1 − 1,
k = k3, k3 + 1, . . . , k2 − 1,

i3,1 = [tk3, tk2] ∪ [tk0, tk1]. (32)
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Далi, повторюючи мiркування з монографiї [2, с. 232 – 234] та використо-
вуючи замiсть леми 5.1.3 лему 1, отримуємо, що для довiльного числа a > 0,
γσ ∈ R i обраних згiдно до умови теореми дiйсних чисел σ та h∫

a
σ6|t|6π

h

δ(x, t)
sin(σt− γσ)

t
dt =

∫
i3,1

δ(x, t)
sin(σt− γσ)

lσ,h(t)
dt+O(1)ζ(N). (33)

Тому, згiдно до спiввiдношень (30) i (33), маємо

ρσ,σ−h(f, x) =
−|ψ(σ)|

π

∫
i3,1

δ(x, t)
sin(σt− γσ)

lσ,h(t)
dt+

+
1

π

∫
|t|6 a

σ

δ(x, t)

∞∫
σ

ψ2(s) sin st dsdt+O(1)|ψ(σ)|ζ(N). (34)

Перейдемо безпосередньо до одержання рiвностей (6) та (7). Розглянемо
спочатку випадок f ∈ L̂ψŜL . Застосовуючи нерiвнiсть (16) до спiввiдношення
(34), отримуємо

E(L̂ψŜL, Vσ,σ−h) 6
|ψ(σ)|
π

∫
i3,1

∣∣∣∣sin(σt− γσ)

lσ,h(t)

∣∣∣∣ dt+

+

∫
|t|6 a

σ

1

π

∣∣∣∣∣∣
∞∫
σ

ψ2(s) sin stds

∣∣∣∣∣∣ dt+O(1)|ψ(σ)|. (35)

Покажемо, що останнє спiввiдношення насправдi є рiвнiстю. Для цього
використаємо наступне твердження з роботи [10].
Лема А ([10, лема 3, с. 29]). Нехай K ∈ L[a, b] . Тодi

E(K)
df
= supφ∈ŜL

b∫
a

∣∣∣∣∣ b∫a φ(x− t)K(t)dt

∣∣∣∣∣ dx >
b∫
a

|K(t)| dt. (36)

Покладемо

K(t) =


∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds dt, |t| < a
σ ,

sin(σt−γσ)
lσ,h(t)

, t ∈ i3,1,

0, t /∈ (−a/σ, a/σ)
∪
i3,1.

(37)
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Тодi зi спiввiдношень (35) – (37) отримуємо

E(L̂ψŜL, Vσ,σ−h) =
|ψ(σ)|
π

∫
i3,1

∣∣∣∣sin(σt− γσ)

lσ,h(t)

∣∣∣∣ dt+

+

∫
|t|6 a

σ

1

π

∣∣∣∣∣∣
∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds

∣∣∣∣∣∣ dt+O(1)|ψ(σ)|. (38)

В роботi [5, с. 397] показано, що∫
i3,1

∣∣∣ sin(σt−γσ)lσ,h(t)

∣∣∣ dt = 4
π ln

σ
h +O(1). (39)

1
π

∫
|t|6 a

σ

∣∣∣∣∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds

∣∣∣∣ dt = 2
π

∞∫
σ

|ψ2(t)|
t dt+O(1), (40)

Поєднуючи спiввiдношення (38) – (40), завершуємо доведення рiвностi (6).
Розглянемо випадок f ∈ L̂ψĤωL . Згiдно зi спiввiдношенням (34)

E(L̂ψĤωL, Vσ,σ−h) 6 sup
φ∈ĤωL

∥∥∥∥∥∥∥
|ψ(σ)|
π

∫
i3,1

(φ(t)− φ(0))
sin(σt− γσ)

lσ,h(t)
dt

∥∥∥∥∥∥∥
L̂

+

+ sup
φ∈ĤωL

∥∥∥∥∥∥∥
1

π

a
σ∫

− a
σ

(φ(t)− φ(0))

∞∫
σ

ψ2(s) sin stdsdt

∥∥∥∥∥∥∥
L̂

+O(1)|ψ(σ)|ω
(
1

σ

)
.

Тому, виходячи iз побудови функцiї lσ,h(t), маємо

E(L̂ψĤωL, Vσ,σ−h) 6
(

k2−1∑
k=k3

1

|xk|
sup
φ∈ĤωL

∣∣∣∣∣∣
tk+1∫
tk

φ(t) sin(σt− γσ) dt

∣∣∣∣∣∣+

+

k1−1∑
k=k0

1

xk
sup
φ∈ĤωL

∣∣∣∣∣∣
tk+1∫
tk

φ(t) sin(σt− γσ) dt

∣∣∣∣∣∣
)
|ψ(σ)|
π

+

+
1

π
sup
φ∈ĤωL

a
σ∫

− a
σ

(φ(t)− φ(0))

∞∫
σ

ψ2(s) sin st dsdt+O(1)|ψ(σ)|ω
(
1

σ

)
.
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Повторюючи мiркування роботи [2, с. 239 – 240], знаходимо

E(L̂ψĤωL, Vσ,σ−h) 6
|ψ(σ)|
π

π/2σ∫
0

ω(2t) sin σt dt

(
k2−1∑
k=k3

1

|xk|
+

k1−1∑
k=k0

1

xk

)
+

+
1

π

∣∣∣∣∣∣∣
a
σ∫

0

ω(2t)

∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds dt

∣∣∣∣∣∣∣+O(1)|ψ(σ)|ω
(
1

σ

)
. (41)

Покажемо, що у випадку, коли ω(t) опуклий модуль неперервностi
∃ φ∗(t) ∈ ĤωL для якої нерiвнiсть (41) обертається на рiвнiсть. Покладемо

φ1(t) =


1
4ω(2t), t ∈ [0, π2σ),

−1
4ω(2|t|), t ∈ (− π

2σ , 0],
0, t /∈ (−π/2σ, π/2σ).

(42)

Тодi шукана функцiя φ∗(t) визначається рiвнiстю φ∗(t) = φ′
1(t) . Корис-

туючись схемою доведення роботи [2, стор. 258 – 259], переконуємося, що
функцiя φ∗(t) ∈ ĤωL i для неї має мiсце (41). Якщо ж ω(t) — довiльний
(не обов’язково опуклий) модуль неперервностi, то спiввiдношення (41) буде
рiвнiстю, якщо його праву частину помножити на деяку величину Θω ∈ [12 , 1].

Оскiльки
k2−1∑
k=k3

1
|xk| +

k1−1∑
k=k0

1
xk

= σ
(
2
π ln

σ
h +O(1)

)
,∣∣∣∣ 1∫

a

ω

(
2t
σ

)∞∫
1

ψ2(σs) sin st ds dt

∣∣∣∣ = O(1)ψ2(σ)ω
(
1
σ

)
, то згiдно зi спiввiдношен-

ням (41) рiвнiсть (7), а з нею i теорема 1 доведенi.
2
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