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СКIНЧЕННI ЛАНЦЮГОВI КIЛЬЦЯ

Розглядається поняття узагальненого кiльця Галуа. Доведена теорема, яка показує ана-
логiю мiж кiльцями Галуа i полями Галуа.
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Вступ
Теорiя кiлець Галуа була розвинена в роботах [1], [5] i [9]. Пiзнiше, в [10]

вивчалось застосування цих кiлець в теорiї кодування i криптографiї [8] (псев-
довипадковi послiдовностi, заснованi на лiнiйних рекурентних послiдовностях
над кiльцями Галуа). Розвиток теорiї неасоцiативних кiлець Галуа є достат-
ньо цiкавим, головним чином з точки зору можливостi нових застосувань в
цих областях.

Кiльце A називається ланцюговим справа (злiва), якщо правий (лiвий)
регулярний модуль AA (AA) є ланцюговим. Кiльце називається ланцюговим,
якщо воно ланцюгове справа i злiва.

Кiльце A називається напiвланцюговим справа (злiва), якщо правий (лi-
вий) регулярний модуль AA (AA) є напiвланцюговим. Кiльце називається
напiвланцюговим, якщо воно напiвланцюгове справа i злiва.

Модуль M називається дистрибутивним, якщо всi його пiдмодулi
K,L,N K ∩ (L+N) = K ∩ L+K ∩N.

Отже, пiдмодуль та фактормодуль дистрибутивного модуля є дистри-
бутивними. Модуль називається напiвдистрибутивним якщо вiн є прямою
сумою дистрибутивних модулiв.

Кiльце A називається напiвдистрибутивним справа (злiва), якщо правий
(лiвий) регулярний модуль AA (AA) є напiвдистрибутивним. Напiвдистри-
бутивне справа (злiва) кiльце називається напiвдистрибутивним.

Таким чином, кожний ланцюговий модуль є дистрибутивним модулем i
кожний напiвланцюговий модуль є напiвдистрибутивним. [7]
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Теорема 1. Нехай A – артiнове слабопервинне напiвдистрибутивне кiль-
це, R – його радикал Джекобсона.

Наступнi умови рiвносильнi для кiльця A
(1) кiльце A скiнченне;
(2) факторкiльце A/R скiнченне;
(3) iснує локальний iдемпотент e ∈ A кiльця A такий, що кiльце eAe

скiнченне.

Отже, найбiльш вивченими i найбiльш важливими в теорiї i застосуваннi
скiнченних ланцюгових кiлець є кiльця Галуа.

Про одну конструкцiю в теорiї кiлець.
Основнi вiдомостi з теорiї кiлець мiстяться в [2]. Нехай A — асоцiативне

кiльце з 1 ̸= 0 , σ : A→ A автоморфiзм кiльця A . Розглянемо множину пар
(a, b) , де (a, b) ∈ A i задамо на цiй множинi додавання i множення за такими
правилами:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1a
σ
2)

Це кiльце будемо позначати через H(A) . Нехай A – асоцiативне кiльце з
1 ̸= 0 , тодi елемент (0, 0) є нулем цього кiльця, а одиницею цього кiльця є
елемент (1, 0) . Покажемо, що якщо A — комутативне кiльце i σ тотожнiй
автоморфiзм, то кiльце H(A) — комутативне, тобто

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1a2)

(a2, b2)(a1, b1) = (a2a1, a2b2 + b2a1)

Якщо A – комутативне кiльце, а σ автоморфiзм кiльця A , який не є тотож-
нiм, то кiльце H(A) некомутативне.

Нехай кiльце A буде полем. Розглянемо випадок, коли A = K , де K є до-
вiльним полем i σ : K → K – автоморфiзм цього поля. Нехай (α, β) ∈ H(K)
довiльний елемент кiльця H(K), α, β ∈ K.

Знайдемо всi оборотнi елементи. Нехай елемент (α1, β1) має правий обер-
нений, тобто
(α1, β1) · (α2, β2) = (α1α2, α1β2 + β1α

σ
2 ) = (1, 0);

α1α2 = 1; α1β2 + β1α
σ
2 = 0;

α2 = α−1
1 , α1β2 + β1(α

−1
1 )σ = 0

β2 = −β1(α
−1
1 )σ

α1
.

Оборотнiй елемент до елементу (α1, β1) буде (α−1
1 ,−β1(α

−1
1 )σ

α1
) , тобто вiн

iснує тодi i тiльки тодi, коли α1 ̸= 0 .

Випуск №4, 2014 47



Математика

(α1, β1)(α
−1
1 ,−β1(α

−1
1 )σ

α1
) = (1,−α1β1(α

−1
1 )σ

α1
+ β1(α

−1
1 )σ) = (1, 0)

(α−1
1 ,−β1(α

−1
1 )σ

α1
)(α1, β1) = (1, α−1

1 β1 −
β1(α

−1
1 )σ

α1
ασ1 ) = (1, 0)

Таким чином, елементи якi є оборотнiми мають першу ненульову коорди-
нату i тiльки вони. Значить, всi необоротнi елементи мають першу координату
нульову.

R – двостороннiй iдеал, який складається зi всiх необоротних елементiв
кiльця A :

R = {(0, 0), (0, 1), (0, x), (0, x+ 1)}
(α, β)R ⊆ R; R(α, β) ⊆ R.

Елементи (0, β) ∈ H(K) утворюють двостороннiй iдеал R . Дiйсно,
(α1, β1)(0, β) = (0, α1β) i (0, β)(α1, β1) = (0, βασ1 ) утворюють двостороннiй
iдеал. Таким чином R є радикалом кiльця H(K) i R2 = 0 , тобто для будь-
яких (0, β1), (0, β2) ∈ R маємо, що (0, β2), (0, β2) = (0, 0)

Таким чином ми отримали, що H(K) ⊃ R ⊃ 0 є ланцюговим кiльцем. [6]

Кiльця Галуа.
Кiльцем Галуа називається скiнченне комутативне кiльце R з одиницею

e , в якому множина всiх дiльникiв нуля має вид p · R для деякого простого
числа p . [10]

Позначення: R = GR(qn, pn) (iнодi R = GR(r, pn) ) [9].
Найпростiшi приклади: GF (q) = GR(q, p), Zpn = GR(pn, pn) .

Теорема 2. [10] Нехай R – кiльце Галуа з множиною дiльникiв нуля
N = pR . Тодi виконуються наступнi твердження:
R∗ - мультипликативна група (група оборотних елементiв) кiльця R ,
R∗ = R \N .
N – єдиний максимальний iдеал кiльця R , R/N = GF (q),
q = pr, r ∈ N.
Характеристика кiльця R має наступний вигляд: charR = pn, n ∈ N .
Гратка всiх iдеалiв кiльця R утворює ланцюг:

R = N0 ⊃ N1 = pR ⊃ ... ⊃ Nn−1 = pn−1R ⊃ Nn = pnR = 0

Для t ∈ 0, n виконуються рiвностi: |Nt| = qn−t , зокрема

|R| = qn, |R∗| = qn−1(q − 1).
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Для кiльця Галуа R характеристики pn поле R = R/pR називається
полем лишкiв. Вочевидь, що природний епiморфiзм кiлець R → R iндукує
епiморфiзм кiлець полiномiв R[x] → R[x] ∼= R[x]/pR[x]. Вiдображення полi-
нома A(x) =

∑
aix

i ∈ R[x] при цьому епiморфiзмi будемо позначати через
A(x) : A(x) =

∑
aix

i ∈ R[x] . Унiтарний полiном F (x) ∈ R[x] називається
полiномом Галуа над R , якщо F (x) – незведений полiном над полем R .
Вочевидь, що в R[x] iснує полiном Галуа будь-якого степеня.

Теорема 3. [10] Нехай R – кiльце Галуа характеристики pn , яке склада-
ється з qn елементiв, F (x) – полiном Галуа над R степеня m . Тодi кiльце
S = R[x]/F (x) , є кiльцем Галуа с параметрами charS = pn, |S| = qmn .

В позначеннях теореми 3 можна вважати, що вихiдне кiльце Галуа R з
qn елементiв є пiдкiльце побудованого кiльця Галуа S з qmn елементiв. Тодi
будемо казати, що S — розширення Галуа степеня m кiльця R .

Наслiдок 1. Для будь-якого кiльця Галуа R i будь-якого натурального m
iснує розширення Галуа S кiльця R степеня m .

Наслiдок 2. Для будь-якого простого p i m,n ∈ N iснує кiльце Галуа S з
pmn елементiв характеристики pn .

Лема 1. Нехай полiном A(x) ∈ R[x] i елемент α ∈ S такi, що A(α) = 0

i A′
(α) ̸= 0 . Тодi в кiльце S iснує єдиний корiнь β полiнома A(x) , такий,

що β = α .

Лема 2. Для будь-якого елемента α ∈ S , якщо S = R[α] , то S = R[α] i

S = {A(α) : A(x) ∈ R[x], degA(x) < m}. (1)

Доведення лем представлено в [10].
Наступна теорема показує, що iснує глибока аналогiя мiж кiльцями Галуа

i полями Галуа.

Теорема 4. [10] Нехай S – розширення Галуа степеня m кiльця Галуа
R i F (x) – полiном Галуа над R степеня k . Тодi виконуються наступнi
твердження:
(а) Полiном F (x) має корiнь в S в тому i лише в тому випадку, якщо
k|m .
(б) Якщо k|m , то F (x) має в S рiвно k рiзних коренiв α1, ..., αk, цi корнi
попарно не порiвнянi по модулю iдеалу pS i F (x) = (x− α1) · ... · (x− αk) .
(в) Для будь-якого елементу α ∈ S рiвнiсть S = R[α] виконується тодi i
тiльки тодi, коли α – корiнь полiному Галуа над R степеня m .
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Доведення. (а) Поле S = S/pS розглянемо як розширення степеня m
поля R = R/pR . Якщо α ∈ S i F (α) = 0 , то F (α) = 0 . Отже, α – корiнь в
S незвiдного полiнома F (x) ∈ R[x], i тому k|m. Зворотне твердження слiдує
з (б).
(б) Так як F (x) – незвiдний полiном над полем R i [S : R] = m , то за умови
k|m полiном F (x) має в полi S рiвно k рiзних коренiв: a1, ..., ak. Так як
F

′
(as) ̸= 0 для s ∈ 1, k , то за лемою 1 в кiльцi S iснують корнi α1, ..., αk,

полiнома F (x) , такi, що αs = as, s ∈ 1, k . Отже, цi коренi попарно рiзнi за
модулем pS . Тому F (x) = (x− α1) · ... · (x− αk) i в кiльцi S полiном F (x)
не має iнших коренiв.
(в) Нехай α ∈ S i α – корiнь полiному Галуа G(x) ∈ R[x] степеня m . То-
дi α – корiнь в S незвiдного полiному G(x) ∈ R[x] степеня m = [S : R] ,
i тому S = R[α] . Рiвнiсть S = R[α] випливає з леми 2 i виконується рiв-
нiсть 1. Це означає, що елемент αm виглядає наступним чином: αm = A(α) ,
де A(x) ∈ R[x], degA(x) < m . Тодi α – корiнь унiтарного полiнома
G(x) = xm−A(x) степеня m . G(x) – полiном Галуа, так як G(x) незвiдний
над R , оскiльки α – його корiнь в S i [S : R] = m . 2

Наслiдок 3. Якщо S – кiльце Галуа характеристики pn , яке складається
з pmn елементiв, тодi S ∼= Zpn[x]/F (x) , де F (x) – довiльний полiном Галуа
степеня m над Zpn .

Наслiдок 4. Два кiльця Галуа iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли їх
потужностi i характеристики рiвнi.

Наслiдки 3 i 4 виводяться з теореми 4 таким самим чином, яким доводять-
ся аналогiчнi теореми для полiв Галуа, якщо вiдмiтити, що в кiльцi Галуа S , з
наслiдку 3, пiдкiльце S0 , яке породжене одиницею, є кiльце Галуа, iзоморфне
Zpn , та S – розширення Галуа кiльця S0 степеня m .

Наслiдок 4 робить коректним позначення S = GR(qn, pn) для кiль-
ця Галуа S з qn елементiв, яке має характеристику pn . Зокрема,
GF (pr) = GR(pr, p), Zpn = GR(pn, pn).

Висновки
Скiнченнi кiльця є дуже важливою i цiкавою алгебраїчною структурою.

Найбiльш вивченими i найбiльш важливими в теорiї i застосуваннi скiн-
ченних ланцюгових кiлець є кiльця Галуа. Кiльце Галуа, як i поле Галуа,
визначається однозначно, з точнiсть до iзоморфiзму, кiлькiстю елементiв та
характеристикою. Для доведення цього факту та опису будови кiлець Галуа
використовується метод редукцiї до полiв Галуа. Нами було наведено доведен-
ня теореми, яка показує аналогiю мiж кiльцями Галуа i полями Галуа.

50 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кайдан Н.В., Щенсневич Ю.Ю. Скiнченнi ланцюговi кiльця

Лiтература
1. Janusz G.J. Separable algebras over commutative rings /G.J. Janusz//

Trans. Amer. Math. Soc. (1996) 122, — 1996. — P. 461–478.
2. Hazewinkel M. Algebras, rings and modules / M. Hazewinkel, N. Gubareni

and V. Kirichenko//Vol. 1. Mathematics and its Applications, 575. Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht, — 2004. — xii+380 pp.

3. Krull W. Algebraische Theorie der Ringe II / W. Krull //Math. Ann. (1924)
91,— 1924. — P. 1–46.

4. McDonald B. R. Finite rings with identity / B.R. McDonald // Wiley, New
York, — 1974. — 429 p.

5. Raghavendran R. Finite associative rings / R. Raghavendran // Compos.
Math. — Vol. 21, №2. — 1969. — P. 195–219.

6. Кайдан Н.В. Про одну конструкцiю в теорiї кiлець /Н.В.Кайдан,
О.В.Нiколаєва // Тринадцята мiжнародна наукова конференцiя iме-
нi академiка М. Кравчука, Київ: Матерiали конф. Т. 1. — К.: НТУУ
«КПI» — 2010. — С. 184.

7. Кайдан Н.В. Про слабопервиннi скiнченнi кiльця /Н.В. Кайдан// Вiсник
Київського унiверситету, випуск №3, 2008. Серiя: фiзико-математичнi на-
уки. — К.: — 2008. — — С. 266.

8. Нечаев А.А. Линейные рекуррентные последовательности над кольцом
Галуа /А.А. Нечаев, А.С. Кузьмин// Алгебра и логика — Т.34, №2, —
1995. — С. 1–17.

9. Нечаев А.А. Конечные кольца главных идеалов /А.А. Нечаев// Матем.
сб. (1973) 91, №3. — 1973. — С. 350–366.

10. Нечаев А.А. Код Кердока в циклической форме /А.А. Нечаев// Дискрет-
ная математика (1989) 1, №4. — 1989. — С. 123–139.

Випуск №4, 2014 51


