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СУПЕРРОЗ’ЯЗНIСТЬ I СИЛОВСЬКI СИСТЕМИ

В статтi описано властивостi силовських множин, розглядаються квазiнормальнi та супер-
розв’язнi пiдгрупи з силовськими системами. Одержано ознаки суперрозв’язностi груп.
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Вступ
Вивчення групових операцiй або, iнакше, вивчення груп з точнiстю до iзо-

морфiзму, є задачею теорiї груп. Ця теорiя завершила б свiй розвиток, якщо
б вдалося скласти каталог усiх можливих груп з точнiстю до iзоморфiзму.
Але поки що такий каталог не скаладено i мало ймовiрно, що це практично
можливо. Хоча дана робота присвячена саме цьому напряму.

У теорiї скiнченних груп важливе мiсце займають результати, пов’я-
занi з дослiдженням iснування доповнень до видiлених систем пiдгруп. У
класичних роботах Шура, Цассенхауза, Гашюца, Л.А. Шеметкова встанов-
люються умови, при яких iснує доповнення до нормальної пiдгрупи. У 1978
роцi в роботi [4] для отримання iснування доповнень до нормальної пiдгрупи
Л.А. Шеметков почав розглядати додавання.

Вiдомо, що скiнченнi розв’язнi групи можна охарактеризувати як скiнчен-
нi групи, у яких доповнювальнi всi силовськi пiдгрупи. Ця теорема Ф. Хола
[6] стала джерелом розвитку одного з напрямiв теорiї груп, що полягає в
дослiдженнi будови груп з видiленими системами доповнюваних пiдгруп.

Проте умова iснування доповнень до окремих пiдгруп є достатньо силь-
ним обмеженням. Далеко не всi пiдгрупи володiють доповненнями. Разом з
тим кожна пiдгрупа володiє мiнiмальним додаванням. Тому для дослiджен-
ня будови скiнченних груп з системами пiдгруп, що додаються, необхiдно
вводити додатковi обмеження на мiнiмальнi додавання. Таким обмеженням
є iснування супердодавання.
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Важливим у класi розв’язних груп є пiдклас суперрозв’язних груп — груп,
якi володiють нормальним рядом з циклiчними факторами. Дослiдження су-
перрозв’язних груп, якi володiють супердодаванням, є метою даної статтi.

Основна частина
Квазiнормальною називають пiдгрупу K групи G , яка переставна зi всi-

ма пiдгрупами групи G . Ясно, що нормальнi пiдгрупи завжди квазiнормаль-
нi. Найменша пiдгрупа H називається мiнiмальним додаванням до пiдгрупи
K групи G , якщо G = HK .

Мiнiмальне додавання H до пiдгрупи K групи G назвемо супердода-
ванням, якщо H1K є пiдгрупою для довiльної пiдгрупи H1 iз H . Ясно, що
нормальнi i квазiнормальнi пiдгрупи володiють супердодаваннями. Пiдгрупу,
що володiє супердодаванням, називають напiвнормальною пiдгрупою.

Нехай p — просте число. Скiнченну групу, порядок якої є степiнь числа
p називають p -групою. Скiнченна група називається примарною, якщо вона
є p -групою для деякого простого p .

Елементи x, y групи G називаються спряженими, якщо iснує a ∈ G , що
y = a−1xa (позначається y = xa ). Пiдгрупа P a = {xa|x ∈ P} називається
спряженою до пiдгрупи P ⊂ G .

Силовською p–пiдгрупою скiнченної групи G називають таку
p–пiдгрупу, iндекс якої не дiлиться на p . Безпосередньо з теореми отримуємо

Теорема 1. (Теорема Силова) Нехай скiнченна група G має порядок
pms , де p – просте число i p не дiлить s . Тодi:

• iснує силовська p–пiдгрупа i її порядок дорiвнює pm ;
• кожна p–пiдгрупа мiститься в деякiй силовськiй p–пiдгрупi;
• будь-якi двi силовськi p–пiдгрупи спряженi;
• число силовських p–пiдгруп конгруентне одиницi за модулем p i дi-

лить s .

Теорема 2. Нехай p — найбiльший простий дiльник порядку групи G i P
— її силовська p -пiдгрупа. Якщо P володiє супердодаванням в G , то P —
нормальна пiдгрупа групи G . [3]

Наслiдок 1. Якщо в групi G всi силовськi пiдгрупи мають супердодавання,
то G суперрозв’язна.

Доведення. Нехай P — силовська p -пiдгрупа для найбiльшого про-
стого дiльника p порядка групи G i нехай π(G) = {p, q1, q2, . . . , qt} i
q1 < q2 < . . . < qt < p . За умовою G = Q1H1 , де Q1 — силовська q1 -
пiдгрупа в G , H1 — її супердодавання.
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Нехай Q2 — силовська q2 -пiдгрупа iз H1 . Так як Q2 — силовська q2 -
пiдгрупа в G , то Q2 напiвнормальна в G . За лемою 1 Q2 напiвнормальна
в H1 , тобто H1 = Q2H2 , де H2 – супердодавання Q2 в H1 . За лемою 2
добуток Q1Q2 є напiвнормальною в G пiдгрупо i G = (Q1Q2)H2 , при-
чому H2 є супердодавання до Q1Q2 в G . Через t крокiв одержимо, що
H = Q1Q2 . . . Qt — напiвнормальна в G пiдгрупа, де Qi — силовська qi -
пiдгрупа для i = 1, . . . , t . Ясно, що G = PH i P ∈ SG(H) .

Нехай P1 — пiдгрупа простого порядку iз P , нормальна в P . Iз того,
що H напiвнормальна в G випливає, що HP1 — пiдгрупа групи G . Так як
P �G , то P1�HP1 i P1�G . Отже, в групi G мiститься нормальна пiдгрупа
P1 простого порядку p . За лемою 1 умова твердження, яке доводиться, роз-
повсюджується i на факторгрупу G/P1 . За iндукцiєю G/P1 суперрозв’язна.
Тепер G суперрозв’язна. Наслiдок доведено. 2

Якщо G — група порядку pα1
1 p

α2
2 . . . pαnn , то прийнято позначати π(G) =

= {p1, p2, . . . , pn} . Множина Σ , що складається з попарно переставних си-
ловських p -пiдгруп з G , в точностi по однiй пiдгрупi для кожного p ∈ π(G) ,
разом з самою групою G , називається силовською системою групи G .

Силовською множиною групи назвемо множину силовських пiдгруп, узя-
тих по однiй для кожного простого дiльника порядку групи, разом з одини-
чною пiдгрупою.

Таким чином, якщо G — група порядку pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαnn , то множина
Σ = {E,Gp1, Gp2, . . . , Gpn} буде силовською множиною. Тут E — одинич-
на пiдгрупа групи G , Gpi — силовська pi -пiдгрупа групи G i всi числа
p1, p2, . . . , pn рiзнi.

З теореми Силова випливає, що кожна група G мiстить силовську множи-
ну Σ . Якщо додатково GpiGpj = GpjGpi для всiх пiдгруп з Σ , то силовська
множина перетворюється на силовську систему.

Вiдомо, що будь-яка розв’язна група має силовську систему, i навпаки,
якщо в групi є силовська система, то група розв’язна. Крiм того, якщо Σ i
Σ′ — силовськi системи розв’язної групи G , то Σg = Σ′ для деякого g ∈ G .

Нехай Ω — деяка множина пiдгруп групи G i N — нормальна пiдгрупа
групи G . Скористаємося наступними позначеннями:

ΩN = {XN |X ∈ Ω} ,
ΩN/N = {XN/N |X ∈ Ω} ,
Ω ∩N = {X ∩N |X ∈ Ω} ,

Ωθ = {Xθ|X ∈ Ω} ,

де θ — деякий гомоморфiзм групи G в деяку групу Gθ .
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Нехай Ω — деяка множина пiдгруп групи G . Пiдгрупа H групи G на-
зивається Ω -квазiнормальною, якщо HX = XH , для всiх X ∈ Ω . Якщо
Ω — множина всiх пiдгруп групи G , то Ω -квазiнормальна пiдгрупа є квазi-
нормальною.

Лема 1. Нехай Gp — силовська p -пiдгрупа групи G i N ▹G . Тодi Gp ∩N
— силовська p -пiдгрупа групи N , а GpN/N — силовська p -пiдгрупа фа-
кторгрупи G/N . [5]

Властивостi силовських множин описано в наступних лемах.

Лема 2. Нехай N — нормальна пiдгрупа групи G .

• Якщо Σ — силовська множина групи G , то ΣN/N є силовською мно-
жиною факторгрупи G/N .

• Якщо Σ — силовська множина групи G , то Σ∩N є силовською мно-
жиною пiдгрупи N .

• Якщо факторгрупа G/N має силовську множину Σ , то знайдеться в
групi G така силовська множина Σ , що Σ = ΣN/N .

• Якщо нормальна пiдгрупа H групи G має силовську множину ΣH , то
знайдеться в групi G така силовська множина Σ , що ΣH = Σ ∩H .

• Якщо Σ — силовська множина групи G i θ — деякий гомоморфiзм
групи G в групу Gθ , то Σθ є силовською множиною групи Gθ . [5]

Лема 3. Нехай Σ — силовська множина групи G i H−Σ — квазiнормаль-
на пiдгрупа групи G . Тодi вiрнi наступнi твердження:

• якщо θ — гомоморфiзм групи G , тодi пiдгрупа Hθ є Σθ -
квазiнормальною в групi Gθ ;

• якщо G > K > H i K — нормальна пiдгрупа групи G , то пiдгрупа
HΣ ∩K — квазiнормальна в групi K ;

• якщо N – довiльна нормальна пiдгрупа групи G , то в факторгрупi
G/N пiдгрупа HN/N буде ΣN/N -квазiнормальною. [5]

Лема 4. Нехай група G з силовською множиною Σ , H — пiдгрупа групи
G . Якщо пiдгрупа Hx є Σ -квазiнормальна, то сама пiдгрупа H буде Σx−1

— квазiнормальною для будь-якого елемента x групи G . [5]

Нехай Σ — силовська множина групи G . Вище перетин Σ∩N визначався
для нормальної пiдгрупи N групи G . У цьому випадку за лемою 2 перетин
є силовськиою множиною групи N . Якщо H — довiльна, не обов’язково
нормальна, пiдгрупа групи G , то припустимо Σ ∩ H = {X ∩ H|X ∈ Σ} .
Вiдзначимо, що в цьому випадку Σ∩H може не бути силовською множиною
групи H .
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Лема 5. Нехай G — група, Σ — її силовська множина. Якщо H − Σ —
квазiнормальна пiдгрупа групи G , причому H∩Σ = {E} i iндекс H в групi
G примарний, то G — примарна група. [5]

Лема 6. Нехай N — нормальна пiдгрупа групи G . Якщо A/N — циклiчна
p -пiдгрупа факторгрупи G/N , то iснує елемент h ∈ A такий, що ⟨h⟩−p -
пiдгрупа i ⟨h⟩N = A . [5]

Будемо використовувати запис ΣG для позначення деякої силовської мно-
жини групи G . Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3. Нехай H , K — надрозв’язнi пiдгрупи групи G . I нехай ΣH

i ΣK — силовськi системи пiдгруп H i K , i G = HK . Якщо циклiчнi
примарнi пiдгрупи з H є ΣK — квазiнормальнi i циклiчнi примарнi пiдгрупи
з K є ΣH -квазiнормальнi, то група G суперрозв’яна.

Так як квазiнормальна пiдгрупа переставна зi всiма iншими пiдгрупами, то
iз лем 2-6 та теореми 3 випливають наступнi твердження.

Наслiдок 2. Нехай H i K — суперрозв’янi пiдгрупи групи G такi, що
G = HK . I нехай H квазiнормальна в K i K квазiнормальна в H . Тодi
G суперрозв’яна.

Наслiдок 3. Нехай група G = HK , де H , K — суперрозв’янi пiгрупи
групи G взаємно простих порядкiв з силовськими системами ΣH i ΣK

вiдповiдно. Якщо H i циклiчнi пiдгрупи з H є ΣK — квазiнормальнi, K i
циклiчнi пiдгрупи з K є ΣH -квазiнормальнi, то група G суперрозв’яна.

Наслiдок 4. Нехай група G = HK , де H , K — суперрозв’янi пiдгрупи
групи G з силовськими системами ΣH i ΣK вiдповiдно. Якщо елементи
силовських систем ΣH i ΣK попарно переставнi, циклiчнi пiдгрупи з H є
ΣK -квазiнормальнi, циклiчнi пiдгрупи з K є ΣH -квазiнормальнi, то група
G суперрозв’яна.

Висновки
В статтi дослiджено суперрозв’язнiсть групи, у якої силовськi пiдгру-

пи володiють супердодаванням. За допомогою введеного поняття силовська
множина розглянуто ознаку суперрозв’язностi факторизовних груп з пе-
реставними циклiчними пiдгрупами з факторiв. Одержано наслiдки цього
твердження, що можуть вважатися самостiйними ознаками суперрозв’язно-
стi групи.
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