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НАПIВГРУПИ ВIДПОВIДНОСТЕЙ ГРУП ТА НАПIВГРУП

Описано умови iдемпотентностi елементiв i максимальнi пiдгрупи D –класу напiвгрупи
вiдповiдностей скiнченної групи. Доведена теорема про регулярнiсть напiвгрупи вiдповiд-
ностей.
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Вступ
Нехай G — унiверсальна алгебра. Якщо пiдалгебру з G×G розглядати

як бiнарне вiдношення на G , то множина S(G) всiх пiдалгебр з G × G є
напiвгрупою вiдносно деморганiвського добутку вiдношень. Напiвгрупа S(G)
називається напiвгрупою вiдповiдностей алгебри G .

Задачу вивчення напiвгруп вiдповiдностей свого часу ставив Ку-
рош (див. [1]).

У роботi [3] показано, що коли G — група, то елементи напiвгрупи S(G)
можна ототожнити з п’ятiрками вигляду (H1, G1, H2, G2, φ) , де H1�G1 < G ,
H2�G2 < G , а φ — iзоморфiзм факторгрупи G1/H1 на факторгрупу G2/H2 .
При цьому вiдповiдний елемент напiвгрупи S(G) — як пiдмножина iз G×G

— має вигляд
(H1, G1, H2, G2, φ) =

∪
a∈G1

(aH1 × φ(aH1)).

Множини вигляду aH1 × bH2 , де bH2 = φ(aH1) , будемо називати блоками
елемента A = (H1, G1, H2, G2, φ) .

1. Iдемпотентнiсть та регулярнiсть
Лема 1. Для довiльного iдемпотента A = (H1, G1, H2, G2, φ) напiвгрупи
S(G) i довiльного елемента b ∈ G2 iснує тiльки один клас сумiжностi
групи G1 за пiдгрупою H1 , який має непорожнiй перетин з bH2 .
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Доведення. Справдi, нехай bH2∩a′H1 ̸= ∅ i bH2∩a′′H1 ̸= ∅ . Розглянемо
пiдмножини aH1 × bH2 , a′H1 × b′H2 , a′′H1 × b′′H2 з A . Тодi

(aH1 × bH2) ◦ (a′H1 × b′H2) = aH1 × b′H2

(aH1 × bH2) ◦ (a′′H1 × b′′H2) = aH1 × b′′H2

звiдки b′H2 = b′′H2 . Але тодi a′H1 = a′′H1 . 2

Теорема 1. Нехай G — група. Якщо елемент (H1, G1, H2, G2, φ) напiвгру-
пи вiдповiдностей S(G) є iдемпотентом, то виконуються такi умови:

1) H1(G1 ∩G2) = G1 , H2(G1 ∩G2) = G2 ;
2) для довiльного g ∈ G1 ∩G2 φ(gH1) = gH2 .

Доведення. Нехай елемент A = (H1, G1, H2, G2, φ) є iдемпотентом.
Тодi для довiльного блоку aH1 × bH2 iз A маємо:

(aH1 × bH2) ◦ (aH1 × bH2) = (aH1 × bH2).

Звiдси випливає, що bH2 ∩ aH1 = ∅ . Отже, для кожного
класу сумiжностi aH1 групи G1 за пiдгрупою H1 знайдеться та-
кий елемент c ∈ aH1 ∩ bH2 ⊆ G1 ∩G2 , що aH1 = cH . Але тодi
H1(G1 ∩G2) ⊆ H1G1 = G1 . Аналогiчно доводиться, що H2(G1 ∩G2) = G2 .
Це доводить умову 1).

Для довiльного g ∈ G1∩G2 елемент A мiстить блоки вигляду aH1×gH2

i gH1 × bH2 . Оскiльки g ∈ gH1 × gH2 , то gH1 ∩ gH2 ̸= ∅ , а тому

(aH1 × gH2) ◦ (gH1 × bH2) = (aH1 × bH2).

З iншого боку, з iдемпотентностi елемента A маємо:

(aH1 × gH2) ◦ (aH1 × gH2) = aH1 × gH2.

Отже, A мiстить блоки aH1×bH2 i aH1×gH2 . Оскiльки, першi компоненти
блокiв однаковi, то bH2 = gH2 . Аналогiчно доводиться, що aH1 = gH1 . Але
тодi φ(gH1) = φ(aH1) = bH2 = gH2 , що доводить умову 2).

Умови теореми 1 не є достатнiми. Розглянемо такий приклад:
G = G1 = G2 = Z2 ⊕ Z2 , H1 = {(0, 0), (1, 0)} , H2 = {(0, 0), (0, 1)} . То-
дi G1/H1 ≃ G2/H2 ≃ Z2 . Група Z2 має тiльки тотожнiй автоморфiзм,
тому iзоморфiзм φ : G1/H1 → G2/H2 визначений однозначно. Для
елемента A = (H1, G1, H2, G2, φ) умови теореми виконуються, бо
H1(G1 ∩ G2) = H1G = G , H2(G1 ∩ G2) = G , φ((0, 0)H1) = (0, 0)H2 ,
φ((1, 1)H1) = (1, 1)H2 . Але A ̸= G × G , а A ◦ A = G × G . Тому A не є
iдемпотентом. 2
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Теорема 2. Напiвгрупа вiдповiдностей S(G) — регулярна.

Доведення. Нехай елемент A напiвгрупи S(G) має вигляд:

A = a1H1 × b1H2 + a2H1 × b2H2 + ...+ akH1 × bkH2.

Розглянемо елемент

B = b1H2 × a1H1 + b2H2 × b2H1 + ...+ bkH2 × akH1.

Для довiльного i маємо:

(aiH1 × biH2) ◦ (biH2 × aiH1) ◦ (aiH1 × biH2) = (1)

= (aiH1 × aiH1) ◦ (aiH1 × biH2) = aiH1 × biH2 = S(G).

Iз рiвностi 1 та леми 1 випливає, що A ◦ B ◦ A = A . Отже, елемент
A є регулярним. Оскiльки елемент A — довiльний, то напiвгрупа S(G) є
регулярною. 2

Нагадаємо, що напiвгрупа називається iдемпотентною (або зв’язкою),
якщо всi її елементи є iдемпотентами.

Наслiдок 1. Якщо G — група, то напiвгрупа вiдповiдностей S(G) буде
зв’язкою тодi i тiльки тодi, коли |G| 6 2 .

Доведення. Якщо |G| > 2 , то група G має нетривiальний авто-
морфiзм φ . Виберемо такий елемент g ∈ G , що φ(g) ̸= g . Розглянемо в
S(G) елемент A = {(g, φ(g))|g ∈ G} . Для цього елемента H1 = H2 = E ,
G1 = G2 = G . Позаяк φ(gH1) = φ(g) ̸= g = gH2 , то для A не виконується
умова 2 теореми 1. Тому A не є iдемпотентом.

Якщо |G| 6 2 , то легко перевiряється, що S(G) є звязкою. 2

Наступне твердження стосується довiльних унiверсальних алгебр.

Твердження 1. Якщо алгебра G має власну пiдалгебру H , то напiвгрупа
вiдповiдностей S(G) не є iнверсною.

Доведення. Нехай H — власна пiдалгебра алгебри G . Тодi кожен iз
елементiв H ×H та G×G є iдемпотентом напiвгрупи S(G) . Але

(H ×H) ◦ (G×G) = H ×G ̸= G×H = (G×G) ◦ (H ×H).

Отже, в S(G) є iдемпотентти, якi не комутують, а тому S(G) не є iнвер-
сною. 2
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Наслiдок 2. Нехай G — напiвгрупа. Напiвгрупа вiдповiдностей S(G) буде
iнверсною тодi i тiльки тодi, коли |G| = 1 .

Доведення. Нехай |G| > 1 . Якщо в G є iдемпотент e , то в G є
власна пiднапiвгрупа {e} . Якщо в G немає iдемпотента, то всi елементи
мають нескiченний порядок. Тодi для довiльного елемента a ∈ G циклiчна
пiднапiвгрупа ⟨a⟩ = {a2, a4, . . .} є власною. 2

2. Максимальнi пiдгрупи D -класу напiвгрупи вiдповiд-
ностей

Для довiльного iдемпотетна e ∈ S через Ge позначимо максимальну
пiдгрупу з S , для якої e є одиницею.

Теорема 3. Нехай G — скiнченна група, а елемент e = (H1, G1, H2, G2, φ)
напiвгрупи вiдповiдностей S(G) є iдемпотентом. Тодi

Ge = {(H1, G1, H2, G2, ψφ)|ψ ∈ Aut(G1/H1)} =

= {(H1, G1, H2, G2, φψ)|ψ ∈ Aut(G2/H2)}.

Зокрема, якщо G1 = G2 = G , H1 = H2 = H , φ = ε — тотожний автомор-
фiзм, то

Ge = {(G,H,G,H, ψ)|ψ ∈ Aut(G/H)}.

Доведення. Легко перевiряється, що елемент f = (H1, G1, H1, G1, ε) ,
де ε — тотожний автоморфiзм факторгрупи G1/H1 , буде iдемпотентом.

В [4] показано, що елементи A′ = (H ′
1, G

′
1, H

′
2, G

′
2, φ

′) i
A′′ = (H ′′

1 , G
′′
1, H

′′
2 , G

′′
2, φ

′′) належать одному D –класу напiвгрупи S(G) тодi
i тiльки тодi, коли G′

1/H
′
1 ≃ G′

2/H
′
2 ≃ G′′

1/H
′′
1 ≃ G′′

2/H
′′
2 . Якщо G′

1/H
′
1 ≃ F ,

то будемо казати, що вiдповiдний D –клас визначається фактором F .
Тому iдемпотенти e i f будуть D –еквiвалентнi. За теоремою Грiна

(див. [2], теор. 2.20) максимальнi пiдгрупи Ge i Gf iзоморфнi. Тому має
сенс спочатку розiбратися iз заключною частиною теореми.

Отже, нехай e = (G,H,G,H, ε) , де ε — тотожний автоморфiзм фактор-
групи G/H . За наслiдком 1 iз теореми 1 з [4] H –клас H(e) , який збiгається
з Ge , мiстить |Aut(G/H)| елементiв. Тому для доведення заключної частини
теореми досить показати, що кожен елемент вигляду A = (G,H,G,H, φ) , де
φ ∈ Aut(G/H) , належить Ge . Маємо:

(gH, φ(gH)) ◦ (φ(gH), gH) = (gH, gH). (2)
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З iншого боку, якщо gH ̸= g′H , то gH ∩ g′H = ∅ , звiдки
φ(gH) ∩ φ(g′H) = ∅ i

(gH, φ(gH)) ◦ (φ(g′H), g′H) = ∅. (3)

Iз рiвностей 2 i 3 випливає, що для елемента A−1 = (G,H,G,H, φ−1) буде
A ◦ A−1 = e . Тому A ∈ Ge .

Нехай тепер e = (G1, H1, G2, H2, φ) — довiльний iдемпотент. Iз уже дове-
деного випливає, що

|Ge| = |{(G1, H1, G2, H2, φψ)|ψ ∈ Aut(G2/H2)}|. (4)

З iншого боку, оскiльки для елемента A = (G1, H1, G2, H2, φψ) та iдемпотента
e = (G1, H1, G2, H2, φ) четвiрка (G1, H1, G2, H2) одна i та ж, то за наслiдком
1 iз теореми 1 з [4] A ∈ H(e) . Оскiльки H(e) = Ge , то разом iз 4 це завершує
доведення теореми. 2

Наслiдок 3. Якщо в напiвгрупi вiдповiдностей S(G) iдемпотент e нале-
жить D -класу, який визначається фактором F , то Ge = Aut F .
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