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РОЗВИТОК ТЕОРIЇ ҐАЛУА В РОБОТАХ М.Г. ЧЕБОТАРЬОВА

В статтi наведений огляд основних робiт М.Г. Чеботарьова з теорiї Ґалуа, зроблений аналiз
його дослiджень та описанi перспективи застосувань.
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Вступ
15 червня 2014 року науковий математичний свiт вiдзначає 130 -ту рiч-

ницю з дня народження видатного математика i педагога, вихованця Київ-
ського Унiверситету св. Володимира М.Г.Чеботарьова.

Миколай Григорович Чеботарьов народився 15 червня 1894 року в
Кам’янець-Подiльську. У 1912 роцi вiн закiнчив мiсцеву гiмназiю i разом
з батьками переїхав до Києва. В цьому ж роцi вiн був прийнятий у Київ-
ського унiверситету на фiзико-математичний факультет. Це був рiк розквiту
наукового алгебраїчного семiнару Д.О. Граве, у роботi якого вже приймали
участь О.Ю. Шмiдт, М.Ф. Кравчук, Б.М. Делоне та iншi. До роботи семiна-
ру активно долучився i М.Г. Чеботарьов. Влiтку, 1913 року, пiсля закiнчення
першого курсу вiн переклав з нiмецької мови на росiйську велику частину
пiдручника Вебера з алгебри. Це було знайомство з теорiю Галуа, яку про-
фесор Д.О.Граве на той час читав студентам третього курсу.

У 1916 роцi пiсля закiнчення унiверситету М.Г. Чеботарьов був залише-
ний для пiдготовки до професорського звання, готувався до магiстерських
екзаменiв, якi складав у 1918р.

Наукову дiяльнiсть М.Г. Чеботарьова можна роздiлити на три перiоди: ки-
ївський (1918-1921рр.), одеський (1921-1927рр.) i казанський (1927-1947рр.).
До київського перiоду вiдносяться дослiдження питань з рiзних роздiлiв ма-
тематики: видiлення алгебраїчної частини в абелевих iнтегралах, задача,
обернена задачi Чiрнгаузена, про поверхнi переносiв, визначення щiльностi
множин простих чисел, якi належать до заданого класу пiдстановок та iншi.
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У кiнцi 1921р. Чеботарьов переїхав до Одеси. Там вiн працював секрета-
рем науково-дослiдницької кафедри при Одеському iнститутi народної освiти
та продовжив науковi дослiдження, над якими почав роботу ще в Києвi.

Вагомим алгебраїчним дослiдженням М.Г. Чеботарьова київського i по-
чатку одеського перiоду його творчостi є робота, яка присвячена вирiшенню
проблеми Фробенiуса [1]. Цю роботу в 1926р. Чеботарьов представив в Укра-
їнську академiю наук як докторську дисертацiю, яку захистив у 1927 р. Його
опонентами були Д.О. Граве, М.Ф. Кравчук i Г.В. Пфейффер. Пiсля захисту
дисертацiї Чеботарьов був запрошений в Казанський унiверситет, де працю-
вав до кiнця життя.

Найбiльш плiдною i багатогранною була науково-педагогiчна дiяльнiсть
М.Г. Чеботарьова в казанський перiод. У Казанi вiн створив першокласну ма-
тематичну школу, яка розвивалася за рiзними напрямками. Чеботарьов, як i
його вчитель Граве, вимагав самостiйної творчої роботи вiд студентiв, почи-
наючи з молодших курсiв. Його учнi працювали в усiх напрямках, за якими
працював вiн сам. Бiльшiсть iз них стали видатними радянськими вченими:
Д.I. Адо, М.М. Мейман, Л.I. Гаврiлов та iншi. Вони з великим успiхом роз-
робили iдеї свого вчителя в областi теорiї безперервних груп, напiвпростих
алгебр Лi, теорiї полiномiв, що продовжуються та iншi. До приїзду Чебота-
рьова в Казань цими питаннями там нiхто не займався.

У Казанi М.Г.Чеботарьов був беззмiнним директором науково-
дослiдницького iнституту математики i механiки, а з 1943 р. — головою
Казанського фiзико-математичного суспiльства. В 1929 р. М.Г. Чеботарьов
був обраний членом-кореспондентом АН СРСР, а у 1943 р. йому було при-
своєно звання заслуженого дiяча науки РРФСР. М.Г. Чеботарьов лауреат
Державної премiї СРСР, нагороджений орденом Ленiна, двома орденами
Трудового Червоного Прапору i медалями. Помер М.Г. Чеботарьов 24 червня
1947 р. в Москвi у зенiтi своєї творчої дiяльностi.

У 1947 р. президiям АН СРСР заснував премiю iм. М.Г.Чеботарьова, яка
«присуджується» один раз в три роки за кращу роботу з математики. Його
iменем названо науково-дослiдницький iнститут математики i механiки при
Казанському унiверситетi.

Дана робота присвячена дослiдженню наукової спадщини М.Г. Чебота-
рьова.

Мета дослiдження полягає у вивченнi основних положень теорiї Ґалуа в
роботах Чоботарьова, зокрема, дослiдженню задачi про знаходження рiвнянь
з наперед заданою групою Ґалуа.
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Рiвняння з наперед заданою групою
Задача про знаходження рiвнянь з наперед заданою групою Ґалуа вперше

була поставлена в загальному виглядi Д. Гiльбертом [2] в кiнцi ХIХ ст. Ним
же у 1892р. вона була розв’язана для випадку симетричних i знакозмiнних
груп. Розв’язання Гiльберта базується на його ж теоремi про незвiднiсть,
згiдно з якою, якщо одночлен вiд декiлькох змiнних незвiдний над даним
полем, то можна для одних iз цих змiнних пiдiбрати такi значення, що пiсля
пiдстановки їх многочлен залишається незвiдним вiдповiдно останнiх змiнних
над тим же полем.

Ця теорема є типовою теоремою «iснування», тому розв’язання Гiльберта
не давало практичного способу знаходження шуканих рiвнянь.

М. Бауер (1907р.) розв’язав задачу для симетричних груп в такий спосiб,
який дiйсно виконується на практицi. Для свого розв’язання даної задачi вiн
використав теорему Дедекiнда про зв’язки мiж розкладанням лiвої частини
рiвняння на незвiднi за простим модулем множники i циклами пiдстановок
його групи Ґалуа.

Важливi результати у цьому напрямку були отриманi Е.Нетер (1918р.)
для випадку, коли деяка система функцiй, якi залежать вiд заданої групи,
має так названий рацiональний базис. Метод Нетер також заснований на
вживаннi теореми Гiльберта про незвiднiсть многочлена вiдповiдно деяких
змiнних.

Незалежно вiд Бауера Чеботарьов для розв’язання задачi знаходження
рiвнянь з наперед заданою групою Ґалуа використовує теорему Дедекiнда.
В першiй своїй роботi [3] (1926р.), присвяченої знаходженню алгебраїчних
рiвнянь з наперед заданою групою Ґалуа, вiн показав, що для випадку си-
метричної групи, якщо тiльки можна знайти циклiчнi групи пiдстановок, якi
мiстяться в симетричнiй групi, але не мiстяться в жоднiй з її пiдгруп, то
можна так скорегувати спосiб Бауера, що з його допомогою одержати всi
можливi рiвняння з симетричною групою, а також розв’язати задачу для
груп, якi допускають рацiональний базис. При цьому побудова шуканих рiв-
нянь виконується за скiнченну кiлькiсть дiй.

Крiм того в цiй же роботi [3] Чеботарьов довiв теорему Дедекiнда без
використання теорiї iдеалiв. Нагадаємо теорему Дедекiнда.

Якщо незвiдний многочлен n -ого степеня

f(x) = xn + p1x
n−1 + . . .+ pn−1x+ pn (1)

має розклад на k незвiдних множникiв за модулем p , (p не належить
p дискримiнантуp многочлена)
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f(x) ≡ f1(x) · f2(x) · . . . · fk(x) (mod p) (2)

з вiдповiдними степенями n1, n2, . . . , nk(n1+n2+. . .+nk = n) то в групi Ґалуа
цього рiвняння мiститься пiдстановка, яка складається iз циклiв порядкiв
n1, n2, . . . , nk.

Доведення цiєї теореми у Чеботарьова складається з двох частин: спо-
чатку доводиться iснування в групi Ґалуа пiдстановки циклiв n1, . . . , nk, а
потiм можливiсть такого способу нумерувати коренi рiвняння (1) i конгруен-
цiї (2), щоб група конгруенцiї була дiльником групи рiвняння.

Метод Чеботарьова на вiдмiну вiд методу Бауера дає можливiсть по-
будувати всi рiвняння з симетричною групою. Згiдно способу Чеботарьова
необхiдно взяти пiдстановку циклу n -ого порядку, n− 1 -ого i транспозицiю.
Подальшi мiркування основанi на теоремi Фробенiуса, оберненiй теоремi Де-
декiнда. Якщо група Галуа рiвняння (1) мiстить пiдстановку, яка складається
iз циклiв порядкiв n1, . . . , nk, то iснує нескiнченна множина таких простих
чисел, що вiдповiдна конгруенцiя (2) розкладається в добуток незвiдних за
модулем p множникiв степенiв n1, n2, . . . , nk. Будь-яке рiвняння без афекту,
тобто з симетричною групою, мiстить пiдстановки трьох вказаних Чебота-
рьовим циклiчних типiв, отже, iснує нескiнченна множина простих модулiв,
за якими лiва частина рiвняння або залишається незвiдною, або розклада-
ється на лiнiйний множник i множник (n− 1) -го степеня, або на квадратний
множник i n − 2 лiнiйних. Труднощi побудови рiвнянь з наперед заданою
несиметричною групою, як показав Чеботарьов, полягають в тому, що при
побудовi рiвнянь, до групи яких входили б пiдстановки заданих циклiчних
типiв, можливий випадок, коли в цю групу входять i пiдстановки циклiчного
типу, якi не мiстяться в заданiй групi.

У роботi [3] Чеботарьов формулює задачу таким чином. Нехай
P = p1 · p2 · . . . · pm — добуток вибраних простих модулiв, a1, a2, . . . , an —
вирахування класiв за модулем p, якi пiдiбранi так, щоб рiвняння

f(x) = xn + anx
n−1 + . . .+ an−1x+ a0 = 0 (3)

мало групу, яка мiстить пiдстановки заданих циклiчних типiв.
z(x1, x2, . . . , xn) — функцiя, яка належить до заданої групи i задоволь-
няє рiвняння

F (z) = zk + b1z
k−1 + . . .+ bk−1z + bk = 0 (4)

коефiцiєнти якого b1, b2, . . . , bk є цiлими рацiональними функцiями вiд
a1, a2, . . . , an. Конгруенцiя F (z) ≡ 0 за кожним з модулiв p1, p2, . . . , pk , а
отже, i за модулем P має рацiональний корiнь.
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Якщо замiсть a1, a2, . . . , an взяти A1 = a1 + α1P , A2 = a2 + α2P ,
. . . , An = an + αnP , то коефiцiєнти b1, b2, . . . , bk рiвняння (4) будуть ра-
цiональними функцiями вiд α1, α2, . . . , αn . Позначимо їх β1, β2, . . . , βk i тодi
конгруенцiя

F (z) = zk + β1z
k−1 + . . .+ βk−1z + βk ≡ 0 (mod p)

буде мати рацiональнi коренi при всiх значеннях α1, α2, . . . , αk. Розв’язан-
ня задачi зводиться до знаходження чисел α1, α2, . . . , αk так, щоб рiвняння
F (z) = 0 мало рацiональнi коренi. Остання задача в загальному випадку не
розв’язана. Чеботарьов показав, що задача легко розв’язується в окремому
випадку, коли функцiї

a1(x1, x2, . . . , xn), . . . , an(x1, x2, . . . , xn), z(x1, x2, . . . , xn)

володiють рацiональним базисом, тобто коли iснують такi рацiональнi фун-
кцiї ξ1, ξ2, . . . , ξn, через якi рацiонально виражаються всi рацiональнi функцiї
a1, a2, . . . , an, z . Такi функцiї знайденi лише для n = 1 i n = 2. Чеботарьов
розглядає тiльки той випадок, коли рацiональний базис iснує. Тодi необхi-
дною i достатньою умовою того, що група рiвнянь (3) була заданою групою
або її дiльником, є рацiональнiсть величин ξ1, ξ2, . . . , ξn.

У 1934 р. М.Г. Чеботарьов у великiй статтi [4], яка присвячена пробле-
мам сучасної теорiї Галуа, зробив глибокий аналiз iснуючих розв’язкiв задачi
про знаходження алгебраїчних рiвнянь з наперед заданою групою Галуа. Вiн
встановив зв’язки мiж розв’язками описаної задачi i питанням вивчення по-
лiв рацiональних функцiй; сформулював задачу в бiльш загальнiй формi —
у виглядi трьох задач:

1. Знайти будь-якi рiвняння, група яких була б iзоморфною групi Галуа;
2. Знайти загальну параметричну форму коефiцiєнтiв рiвняння, група

якого була б iзоморфною групi G або її пiдгрупi. Подання коефiцiєнтiв в цiй
формi має бути необхiдною i достатньою умовою того, щоб група рiвняння
була iзоморфною групi G або її пiдгрупi.

3. Знайти спосiб для визначення рiвнянь, група яких iзоморфна групi
G , причому цей спосiб повинен охоплювати всi рiвняння цього роду, якщо
його достатньо продовжити.

Висновки
У результатi проведених iсторично-математичних дослiджень можна

стверджувати, що наукова спадщина М.Г. Чеботарьова збагатила вiтчизняну
i свiтову науку.

Випуск №4, 2014 67



Математика

Роботи знаного математика вiдрiзнялися чiткiстю постановки проблеми,
пошуками нових методiв розв’язання задач, доведенням розв’язкiв до повного
алгоритму.

У своєму вiдгуку про М.Г. Чеботарьова у зв’язку з висуненням його кан-
дидатури у члени АН УРСР у 1938 р. Д.О. Граве писав: «...Знаменитый
французский математик Э. Галуа был убит на дуэли в возрасте 21 года, и,
несмотря на это, ему удалось создать теорию, которая в продолжении бо-
лее 100 лет занимает умы лучших представителей математики. Начиная с
вопросов алгебры, она постепенно вошла в новые части математики. Чебо-
тарев посвящает теории Ґалуа книги. Этим он показал глубокое понимание
исторических перспектив хода развития математики....»

Теорiя Ґалуа беззаперечно не втратила своєї актуальностi i має широке ко-
ло застосувань. Зокрема в сучасних системах захисту iнформацiї використо-
вуються алгоритми, що ґрунтуються на властивостях груп точок елiптичних
кривих у полях Ґалуа [8]. Саме з їх допомогою будуються найефективнiшi на
сьогоднi алгоритми тестування простоти i розкладу чисел на множники.
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