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ДВОКОЛЬОРОВI ХОРДОВI n -ДIАГРАМИ МIНIМАЛЬНОГО
РОДУ З k = 9 ЦИКЛАМИ ПЕВНОГО КОЛЬОРУ

В роботi розглядається клас планарних двокольорових хордових дiаграм з n хордами, що
мають точно k 6 n циклiв певного кольору. Для k = 9 i натуральних n > 9 встановлено
формули пiдрахунку числа нееквiвалентних таких дiаграм вiдносно дiї циклiчної групи.
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Вступ
Конструкцiї, схожi до кола з вiдмiченими точками, зокрема хордовi дiаг-

рами, ефективно використовують в багатьох галузях науки, зокрема матема-
тицi, фiзицi, бiологiї.

Нагадаємо, що хордовою дiаграмою порядку n або, коротко, n -дiаграмою
називають конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на
ньому (якi є вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають
вказанi точки. Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна
одержати з iншої в результатi повороту. Дiаграми називають еквiвалентними,
якщо їх можна сумiстити за допомогою повороту, дзеркального вiдбиття, або
ж їх композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових дiаграм займалась цiла низ-
ка вiдомих математикiв, зокрема автори робiт [1–6]. Задачi про пiдрахунок
числа неiзоморфних та нееквiвалентних n -дiаграм були повнiстю розв’язанi
в роботах [4], [5]. Формули для пiдрахунку числа неiзоморфних планарних
(роду 0 ), тороїдальних (роду 1 ) n -дiаграм та 2m -дiаграм максимального
роду m встановлено в [4].

Пiдрахунок числа неiзоморфних, зокрема двокольорових, n -дiаграм фiк-
сованого роду є досить складною i в загальному випадку до сьогоднi не
розв’язаною задачею.

c⃝Кадубовський О.А., Хабарова К.В., Сапсай Ю.В,2014

69



Математика

Добре вiдомо (напр. [11], [12]), що двокольоровi хордовi O - i N -дiаграми
знаходять своє застосування в топологiї, зокрема при топологiчнiй класи-
фiкацiї функцiй певного класу на замкнених орiєнтовних та вiдповiдно не
орiєнтовних поверхнях фiксованого роду.

Формули пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних двокольо-
рових O - i N -дiаграм вiдповiдно встановлено в роботi [9]. В [10] встановлено
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -дiаграм,
якi мають один чорний (або ж бiлий) цикл. Задача про пiдрахунок числа не-
iзоморфних O -дiаграм максимального роду (з одним чорним та одним бiлим
циклом) повнiстю розв’язана в [8].

Задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних планарних
O -дiаграм (мiнiмального роду 0 ) з n хордами повнiстю розв’язанi в робо-
тi [6]. Проте, до сьогоднi залишається нерозв’язаною задача про пiдрахунок
числа неiзоморфних двокольорових O -дiаграм роду 0 з фiксованим числом
1 6 k 6 n циклiв певного кольору.

Першi результати, повязанi з пiдрахунком числа неiзоморфних O -дiаг-
рам мiнмального роду (з n хордами) для випадкiв натуральних 1 6 k 6 8 i
n > k одержано в роботах [11, 12, 13].

В данiй роботi для випадку k = 9 i натуральних n > 9 встановлено
формули пiдрахунку числа неiзоморфних таких дiаграм.

Крiм того, бiльш пильнi спостереження за величинами p(n; k) (для на-
туральних k 6 9 i n > k ), дозволили виявити закономiрнiсть та висунути
гiпотезу на випадок довiльних натуральних n > k > 2 .

Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому, що є вершинами правильного
2n кутника, дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i бi-
лий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном – рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.

Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хорди,
що сполучають вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) – рис. 1 b), c) .

Означення 3. O -дiаграму з n хордами, яка не має хорд, що перетинаю-
ться, будемо називати дiаграмою мiнiмального роду (роду 0) або ж планар-
ною O -дiаграмою – рис. 1 d) .
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Рис. 1:
a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 бiлих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 бiлих та 3 чорних циклiв;
d) планарна O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 бiлих та 4 чорних циклiв

Означення 4. «Чорним» («бiлим») циклом 2 -кольорової дiаграми назива-
тимемо послiдовнiсть хорд та чорних (бiлих) дуг, якi утворюють гомео-
морфний образ (орiєнтованого) кола — рис. 1 b)− d) .

Означення 5. Множину планарних O -дiаграм з n хордами, якi мають
точно k (1 6 k 6 n ) бiлих (n−k+1 чорних) циклiв позначатимемо ℑk,n .

Як з’ясувалось (див. напр. [12]), число дiаграм з класу ℑk,n дорiвнює
числу Нараяна

|ℑk,n| = N (n; k) =
1

n
Ck
n · Ck−1

n .

Бiльше того, в [11] показано, що число неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n

спiвпадає з числом нееквiвалентних (вiдносно дiї циклiчної групи порядку
n ) комбiнаторних об’єктiв з класу NCn(k) , добре вiдомих як «non-crossing
partition of [n] with k blocks» [6]. Зауважимо також, що з огляду на природну
бiєкцiю мiж елементами множин ℑk,n та NCn(k) , дiаграму з класу ℑk,n та
вiдповiдне їй розбиття взагалi доцiльно ототожнювати.

Основна частина
Теорема 1. Для довiльного натурального n > 9 число неiзоморфних дiа-
грам з класу ℑ9,n можна обчислити за допомогою спiввiдношень

P ∗
9,n =

1

n

(
1

n
C9
n · C8

n +
∑

j|(n;9), j ̸=1

ϕ(j) · n− 9 + j

n
· C

9
j
n
j
· C

9
j−1
n
j

+

+
∑

j|(n;8), j ̸=1

ϕ(j) · 8 + j

n
· C

8
j+1
n
j

· C
8
j
n
j

)
, (1)
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де (a; b) – найбiльший спiльний дiльник натуральних a i b ; ϕ(q) – фун-
кцiя Ейлера; а пiдсумовування у другому i третьому доданках ведеться за
всiма дiльниками (за винятком 1-цi) чисел (n; 9) i (n; 8) вiдповiдно.

Доведення. Всi типи дiаграм з класу ℑ9,n , якi самосумiщаються при пово-
ротi (в напрямку за годинниковою стрiлкою) на певний кут ωi,n = 2π

2n · 2i,
i = 1, . . . , n− 1 наведено на рис. 2, 3.
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Рис. 2: 25 з 39 можливих типiв дiаграм з класу ℑ9,n , якi самосумiщаються при
поворотi на певний кут
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Рис. 3: 14 з 39 можливих типiв дiаграм з класу ℑ9,n , якi самосумiщаються при
поворотi на певний кут

Позначимо через Aj(n) число дiаграм j -го типу, а через A∗
j,n — число

неiзоморфних дiаграм j -го типу ( j = 1, ..., 39 ). Тодi

P ∗
9,n =

1

n

(1
n
C9
n · C8

n −
39∑
j=1

Ai(n)
)
+

39∑
j=1

A∗
j,n (2)

З iншого боку, якщо позначити

p(n; 9) = n ·
39∑
j=1

A∗
j,n −

39∑
j=1

Ai(n), (3)

то (2) можна подати у виглядi

P ∗
9,n =

1

n

(1
n
C9
n · C8

n + p(n; 9)
)
. (4)

Число неiзоморфних дiаграм для кожного з 39 зазначених типiв обчисли-
мо за лемою Бернсайда.

В подальшому через aj(n, i) будемо позначати число дiаграм j -го ти-
пу, якi самосумiщаються при поворотi на кут ωi,n = 2π·i

n , j = 1, ..., 39 ,
i = 1, . . . , n− 1 .
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1) Дiаграми 1 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Оскiльки

a1(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
1,n =

{
1
nA1(n), n ̸= 2k
1
n

(
A1(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(5)

2) Дiаграми 2 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 3 або на 9, а поворот здiйснюється на
кут, кратний куту ω = 2π

3 або куту ω = 2π
9 . Оскiльки

a2(n, 3) =

{
0, n ̸= 3k
C3

n
3
, n = 3k,

a2(n, 9) =

{
0, n ̸= 9k
C1

n
9
, n = 9k, то

A∗
2,n =


1
nA2(n), n ̸= 3k
1
n

(
A2(n) + ϕ(3)C3

n
3

)
, n = 3k

1
n

(
A2(n) + ϕ(3)C3

n
3
+ ϕ(9)C1

n
9

)
, n = 9k

(6)

3) Дiаграми 3 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, на 4 або на 8, а поворот здiйснюється
на кут, кратний куту ω = π (при i = n

2 ), куту ω = π
2 (при i = n

4 ), куту
ω = π

4 (при i = n
8 ). Оскiльки

a3(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
2C8

n
2
, n = 2k,

a3(n, 4) =

{
0, n ̸= 4k
2C4

n
4
, n = 4k,

a3(n, 8) =

{
0, n ̸= 8k
2C2

n
8
, n = 8k, то

A∗
3,n =



1
nA3(n), n ̸= 2k
1
n

(
A3(n) + 2C8

n
2

)
, n = 2k

1
n

(
A3(n) + 2C8

n
2
+ ϕ(4)2C4

n
4

)
, n = 4k

1
n

(
A3(n) + 2C8

n
2
+ ϕ(4)2C4

n
4
+ ϕ(8)2C2

n
8

)
, n = 8k

(7)

4) Дiаграми 4 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Оскiльки

a4(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
4,n =

{
1
nA4(n), n ̸= 2k
1
n

(
A4(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(8)
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5) Дiаграми 5 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Оскiльки

a5(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
5,n =

{
1
nA5(n), n ̸= 2k
1
n

(
A5(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(9)

6) Дiаграми 6 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a6(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
5C5

n
2
, n = 2k,

то A∗
6,n =

{
1
nA6(n), n ̸= 2k
1
n

(
A6(n) + 5C5

n
2

)
, n = 2k

(10)

7) Дiаграми 7 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a7(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
7,n =

{
1
nA7(n), n ̸= 2k
1
n

(
A7(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(11)

8) Дiаграми 8 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a8(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
8,n =

{
1
nA8(n), n ̸= 2k
1
n

(
A8(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(12)

9) Дiаграми 9 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a9(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

тоA∗
9,n =

{
1
nA9(n), n ̸= 2k
1
n

(
A9(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(13)

10) Дiаграми 10 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a10(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

тоA∗
10,n =

{
1
nA10(n), n ̸= 2k
1
n

(
A10(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(14)
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11) Дiаграми 11 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a11(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
11,n =

{
1
nA11(n), n ̸= 2k
1
n

(
A11(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(15)

12) Дiаграми 12 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a12(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
12,n =

{
1
nA12(n), n ̸= 2k
1
n

(
A12(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(16)

13) Дiаграми 13 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a13(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
13,n =

{
1
nA13(n), n ̸= 2k
1
n

(
A13(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(17)

14) Дiаграми 14 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a14(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
14,n =

{
1
nA14(n), n ̸= 2k
1
n

(
A14(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(18)

15) Дiаграми 15 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2 або на 4, а поворот здiйснюється на
кут, кратний куту ω = π або кут, кратний куту ω = π

2 . Оскiльки

a15(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
4C8

n
2
, n = 2k,

a15(n, 4) =

{
0, n ̸= 4k
4C4

n
4
, n = 4k, то

A∗
15,n =


1
nA15(n), n ̸= 2k
1
n

(
A15(n) + 4C8

n
2

)
, n = 2k

1
n

(
A15(n) + 4C8

n
2
+ ϕ(4)4C4

n
4

)
, n = 4k

(19)

16) Дiаграми 16 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2 або на 4, а поворот здiйснюється на
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кут, кратний куту ω = π або кут, кратний куту ω = π
2 . Оскiльки

a16(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
3C6

n
2
, n = 2k,

a16(n, 4) =

{
0, n ̸= 4k
3C3

n
4
, n = 4k, то

A∗
16,n =


1
nA16(n), n ̸= 2k
1
n

(
A16(n) + 3C6

n
2

)
, n = 2k

1
n

(
A16(n) + 3C6

n
2
+ ϕ(4)3C3

n
4

)
, n = 4k

(20)

17) Дiаграми 17 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a17(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
17,n =

{
1
nA17(n), n ̸= 2k
1
n

(
A17(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(21)

18) Дiаграми 18 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a18(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
18,n =

{
1
nA18(n), n ̸= 2k
1
n

(
A18(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(22)

19) Дiаграми 19 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a19(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
19,n =

{
1
nA19(n), n ̸= 2k
1
n

(
A19(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(23)

20) Дiаграми 20 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a20(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
20,n =

{
1
nA20(n), n ̸= 2k
1
n

(
A20(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(24)

21) Дiаграми 21 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a21(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
21,n =

{
1
nA21(n), n ̸= 2k
1
n

(
A21(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(25)
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22) Дiаграми 22 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a22(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
6C6

n
2
, n = 2k,

то A∗
22,n =

{
1
nA22(n), n ̸= 2k
1
n

(
A22(n) + 6C6

n
2

)
, n = 2k

(26)

23) Дiаграми 23 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a23(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
23,n =

{
1
nA23(n), n ̸= 2k
1
n

(
A23(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(27)

24) Дiаграми 24 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a24(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
24,n =

{
1
nA24(n), n ̸= 2k
1
n

(
A24(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(28)

25) Дiаграми 25 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a25(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
25,n =

{
1
nA25(n), n ̸= 2k
1
n

(
A25(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(29)

26) Дiаграми 26 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a26(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
26,n =

{
1
nA26(n), n ̸= 2k
1
n

(
A26(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(30)

27) Дiаграми 27 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a27(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
27,n =

{
1
nA27(n), n ̸= 2k
1
n

(
A27(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(31)
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28) Дiаграми 28 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a28(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
28,n =

{
1
nA28(n), n ̸= 2k
1
n

(
A28(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(32)

29) Дiаграми 29 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a29(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
29,n =

{
1
nA29(n), n ̸= 2k
1
n

(
A29(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(33)

30) Дiаграми 30 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a30(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
30,n =

{
1
nA30(n), n ̸= 2k
1
n

(
A30(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(34)

31) Дiаграми 31 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a31(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
8C8

n
2
, n = 2k,

то A∗
31,n =

{
1
nA31(n), n ̸= 2k
1
n

(
A31(n) + 8C8

n
2

)
, n = 2k

(35)

32) Дiаграми 32 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a32(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
32,n =

{
1
nA32(n), n ̸= 2k
1
n

(
A32(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(36)

33) Дiаграми 33 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a33(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
33,n =

{
1
nA33(n), n ̸= 2k
1
n

(
A33(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(37)
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34) Дiаграми 34 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 3, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = 2π

3 (при i = n
3 ). Оскiльки

a34(n, 3) =

{
0, n ̸= 3k
4C4

n
3
, n = 3k,

то A∗
34,n =

{
1
nA34(n), n ̸= 3k
1
n

(
A34(n) + ϕ(3)4C4

n
3

)
, n = 3k

(38)
35) Дiаграми 35 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут

ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 3, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = 2π

3 . Оскiльки

a35(n, 3) =

{
0, n ̸= 3k
4C4

n
3
, n = 3k,

то A∗
35,n =

{
1
nA35(n), n ̸= 3k
1
n

(
A35(n) + ϕ(3)4C4

n
3

)
, n = 3k

(39)
36) Дiаграми 36 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут

ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 3, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = 2π

3 . Оскiльки

a36(n, 3) =

{
0, n ̸= 3k
5C5

n
3
, n = 3k,

то A∗
36,n =

{
1
nA36(n), n ̸= 3k
1
n

(
A36(n) + ϕ(3)5C5

n
3

)
, n = 3k

(40)
37) Дiаграми 37 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут

ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 3, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = 2π

3 . Оскiльки

a37(n, 3) =

{
0, n ̸= 3k
5C5

n
3
, n = 3k,

то A∗
37,n =

{
1
nA37(n), n ̸= 2k
1
n

(
A37(n) + ϕ(3)5C5

n
3

)
, n = 3k

(41)
38) Дiаграми 38 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут

ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π (при i = n

2 ). Оскiльки

a38(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
38,n =

{
1
nA38(n), n ̸= 2k
1
n

(
A38(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(42)

39) Дiаграми 39 -го типу самосумiщаються при поворотi на певний кут
ωi,n лише за умов, коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π . Оскiльки

a39(n, 2) =

{
0, n ̸= 2k
7C7

n
2
, n = 2k,

то A∗
39,n =

{
1
nA39(n), n ̸= 2k
1
n

(
A39(n) + 7C7

n
2

)
, n = 2k

(43)
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З урахуванням спiввiдношень (5) – (43) маємо справедливiсть спiввiд-
ношення (44) .

p(n; 9) =

=



0, n ̸= 2k ̸= 3p
5C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
, n = 2k ̸= 3p

ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
), n = 3k ̸= 2p

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+ ϕ(4)(6C4

n
4
+ 3C3

n
4
), n = 4k ̸= 3p

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+

+ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
), n = 6k

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+

+ϕ(4)(6C4
n
4
+ 3C3

n
4
) + ϕ(8)2C2

n
8
, n = 8k ̸= 3p

ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
) + ϕ(9)C1

n
9
, n = 9k ̸= 2p

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+

+ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
) + ϕ(4)(6C4

n
4
+ 3C3

n
4
), n = 12k

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+

+ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
) + ϕ(9)C1

n
9
, n = 18k

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+

+ϕ(3)C3
n
3
+ ϕ(4)(6C4

n
4
+ 3C3

n
4
) + ϕ(8)2C2

n
8
, n = 24k

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+ ϕ(4)(6C4

n
4
+ 3C3

n
4
)+

+ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
) + ϕ(9)C1

n
9
, n = 36k

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2
+ ϕ(4)(6C4

n
4
+ 3C3

n
4
)+

+ϕ(3)(C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3
) + ϕ(8)2C2

n
8
+ ϕ(9)C1

n
9
, n = 72k

(44)

За допомогою безпосередньої перевiрки не важко встановити справедли-
вiсть наступних тотожностей

C1
n
9

= n−9+9
n · C

9
9
n
9
· C

9
9−1
n
9

, k = 9, j|(n; 9), j = 9

C3
n
3
+ 8C4

n
3
+ 10C5

n
3

= n−9+3
n · C

9
3
n
9
· C

9
3−1
n
9

, k = 9, j|(n; 9), j = 3

2C2
n
8

= 9−1+8
n · C

9−1
8 +1

n
8

· C
9−1
8

n
8
, k = 9, j|(n; 8), j = 8

6C4
n
4
+ 3C3

n
4

= 9−1+4
n · C

9−1
4 +1

n
4

· C
9−1
4

n
4
, k = 9, j|(n; 8), j = 4

5C5
n
2
+ 45C6

n
2
+ 105C7

n
2
+ 70C8

n
2

= 9−1+2
n · C

9−1
2 +1

n
2

· C
9−1
2

n
2
, k = 9, j|(n; 8), j = 2

(45)
З урахуванням спiввiдношень (4) , (44) , (45) має мiсце формула (1) .
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З урахуванням результатiв, одержаних в роботах [11] – [13] (для випадкiв
k = 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 ) та справедливостi наступних рiвностей

C1
n
8

= n−8+8
n · C

8
8
n
8
· C

8
8−1
n
8

, k = 8, j|(n; 8), j = 8

C2
n
4
+ 3C3

n
4

= n−8+4
n · C

8
4
n
8
· C

8
4−1
n
8

, k = 8, j|(n; 8), j = 4

C4
n
2
+ 15C5

n
2
+ 45C6

n
2
+ 35C7

n
2

= n−8+2
n · C

8
2
n
8
· C

8
2−1
n
8

, k = 8, j|(n; 8), j = 2

2C2
n
7

= 8−1+7
n · C

8−1
7 +1

n
7

· C
8−1
7

n
7
, k = 8, j|(n; 7), j = 7

(46)

C1
n
7

= n−7+7
n · C

7
7
n
7
· C

7
7−1
n
7

, k = 7, j|(n; 7), j = 7

2C2
n
6

= 7−1+6
n · C

7−1
6 +1

n
6

· C
7−1
6

n
6
, k = 7, j|(n; 6), j = 6

3C3
n
3
+ 6C4

n
3

= 7−1+3
n · C

7−1
3 +1

n
6

· C
7−1
3

n
6
, k = 7, j|(n; 6), j = 3

4C4
n
2
+ 20C5

n
2
+ 20C6

n
2

= 7−1+2
n · C

7−1
2 +1

n
6

· C
7−1
2

n
6
, k = 7, j|(n; 6), j = 2

(47)

C1
n
6

= n−6+6
n · C

6
6
n
6
· C

6
6−1
n
6

, k = 6, j|(n; 6), j = 6

C2
n
3
+ 3C3

n
3

= n−6+3
n · C

6
3
n
6
· C

6
3−1
n
6

, k = 6, j|(n; 6), j = 3

C3
n
2
+ 8C4

n
2
+ 10C5

n
2

= n−6+2
n · C

6
2
n
6
· C

6
2−1
n
6

, k = 6, j|(n; 6), j = 2

2C2
n
5

= 6−1+5
n · C

6−1
5 +1

n
5

· C
6−1
5

n
5
, k = 6, j|(n; 5), j = 5

(48)

C1
n
5

= n−5+5
n · C

5
5
n
5
· C

5
5−1
n
5

, k = 5, j|(n; 5), j = 5

2C4
n
2

= 5−1+4
n · C

5−1
4 +1

n
4

· C
5−1
4

n
4
, k = 5, j|(n; 4), j = 4

3C3
n
2
+ 6C4

n
2

= 5−1+2
n · C

5−1
2 +1

n
4

· C
5−1
2

n
4
, k = 5, j|(n; 4), j = 2

(49)

C1
n
4

= n−4+4
n · C

4
4
n
4
· C

4
4−1
n
4

, k = 4, j|(n; 4), j = 4

C2
n
2
+ 3C3

n
2

= n−4+2
n · C

4
2
n
2
· C

4
2−1
n
2

, k = 4, j|(n; 4), j = 2

2C2
n
3

= 4−1+3
n · C

4−1
3 +1

n
3

· C
4−1
3

n
3
, k = 4, j|(n; 3), j = 3

(50)

C1
n
3

= n−3+3
n · C

3
3
n
3
· C

3
3−1
n
3

, k = 3, j|(n; 3), j = 3

2C2
n
2

= 3−1+2
n · C

3−1
2 +1

n
2

· C
3−1
2

n
2
, k = 3, j|(n; 2), j = 2

(51)

82 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кадубовський О.А., Хабарова К.В., Сапсай Ю.В n -дiаграми мiнiмального роду

C1
n
2

= n−2+2
n · C

2
2
n
2
· C

2
2−1
n
2

, k = 2, j|(n; 2), j = 2

(52)
справедливим є твердження

Теорема 2. Для натуральних 1 < k 6 9 i n > k число неiзоморфних
дiаграм з класу ℑk,n можна обчислити за допомогою спiввiдношень

P ∗
k,n =

1

n

(
1

n
Ck
n · Ck−1

n +
∑

j|(n;k), j ̸=1

ϕ(j) · n− k + j

n
· C

k
j
n
j
· C

k
j−1
n
j

+

+
∑

j|(n;k−1), j ̸=1

ϕ(j) · k − 1 + j

n
· C

k−1
j +1

n
j

· C
k−1
j

n
j

)
, (53)

де (a; b) – найбiльший спiльний дiльник натуральних a i b ; ϕ(q) – функцiя
Ейлера (кiлькiсть натуральних чисел, якi меншi за q та є взаємнопрости-
ми з q ) а пiдсумовування у другому i третьому доданках ведеться за всiма
дiльниками (за винятком 1-цi) чисел (n; k) i (n; k − 1) вiдповiдно.

Таким чином є всi пiдстави висунути гiпотезу стосовно узагальненої фор-
мули пiдрахунку числа неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n . А саме
Теорема 3. (Гiпотеза на випадок натуральних n > k > 2 )
Для натуральних n > k > 2 число неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n мож-
на обчислити за допомогою спiввiдношень

P ∗
n,k =

1

n

N(n; k) +
∑

j|(n,k), j ̸=1

ϕ(j) ·
(
n− k

j
+ 1

)
·N
(
n

j
;
n− k

j
+ 1

)
+

+
∑

j|(n,k−1), j ̸=1

ϕ(j) ·
(
k − 1

j
+ 1

)
·N
(
n

j
;
k − 1

j
+ 1

) , (54)

де N(p; q) — числа Нараяна, що визначаються за формулою

N(p; q) =
1

p
Cq
pC

q−1
p . (55)

Висновки
З урахуванням спiвпадiння початкових значень величини P ∗

n,k (при
11 > n > k > 1 ) з членами вiдповiдної послiдовностi A209805 [7], одержа-
них автором виключно програмним шляхом, висунута нами гiпотеза є доволi
небезпiдставно.

На нашу думку, цiлком досяжним здається одержання й строгого дове-
дення висунутої гiпотези (для загального випадку n > k > 2 ).
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