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ПРИБЛИЖЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
СУММАМИ ФАВАРА И ФЕЙЕРА

Получены элементы суммирующих треугольных матриц операторов повторных методов
Валле Пуссена.
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Введение
Классификация неперерывных периодических функций по признаку их

аппроксимативных свойств на основе учета свойств тригонометрических ря-
дов, полученных преобразованием их рядов Фурье при помощи мультипли-
катров и сдвигов по аргументу, была предложена в работах А.И. Степанца в
1983 году [1].

Аналогичные классификации функций многих переменных были постро-
ены и применены в работах П.В. Задерея [2], А.И. Степанца, Н.Л. Пачу-
лиа [3], Р.А. Ласурии [4], В.И. Рукасова, О.А. Новикова, В.И. Бодрой [5]. В
этих работах изучаются вопросы приближения различными прямоугольны-
ми линейными методами классов (ψ, β) -дифференцируемых периодических
функций многих переменных. Классы (ψ, β) -дифференцируемых функций
многих переменных, в этих работах определялись двумя наборами функций-
мультипликаторов и сдвигов по аргументу.

В работе [6] введены классы (ψ, β) -дифференцируемых функций m пере-
менных, определяемых m наборами мультипликаторов (своим для каждого
числа переменных).

В данной статье изучаются вопросы приближения элементов таких клас-
сов прямоугольными операторами Фавара и Фейера.
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Пусть Rm – пространство m -мерных векторов �x = (x1, x2, ..., xm),

Tm =
m∏
i=1

[−π; π] – m -мерный куб с ребром 2π,

Nm =
{
�x ∈ Rm|xi ∈ N, i = 1, 2, ...,m

}
,

Nm
∗ =

{
�x ∈ Rm|xi ∈ N∗ = N ∪ {0}, i = 1, 2, ...,m

}
,

Nm
i =

{
�x ∈ Rm|xi ∈ N, xj ∈ N∗, i �= j

}
,

Em =
{
�x ∈ Nm|xi ∈ N, xi ∈ {0; 1}}.

Через L(Tm) обозначим множество 2π -периодических по каждой пере-
менной, суммируемых на кубе Tm , функций f(�x) = f(x1, x2, ..., xm).

Следуя [1], каждой паре точек �s ∈ Em, �k ∈ Nm
∗ , поставим в соответствие

коэффициент Фурье функции f ∈ L(Tm)

a�s�k(f) =
1

πm

∫
Tm

f(�x)
m∏
i=1

cos
(
kixi − siπ

2

)
dxi.

Каждому вектору �k ∈ Nm
∗ поставим в соответствие величину

A�k(f ; �x) =
∑
�s∈Em

a�s�k(f)
m∏
i=1

cos
(
kixi − siπ

2

)
.

Тогда, следуя [3], ряд Фурье функции f(�x) задается соотношением

S[f ] =
∑
�k∈Nm∗

1

2q(�k)
A�k(f ; �x), (1)

где q(�k) – количество нулевых координат вектора �k .
Пусть m = {1, 2, ...,m} и μ – какое-либо подмножество из m , обозна-

чим через |μ| количество элементов множества μ и через μ(r) – всякое
r -элементное подмножество из m ( |μ(r)| = r) .

Гармоникой, сопряженной с A�k(f ; �x) по переменной xr , будем называть
величину

A�er
�k
(f ; �x)=

∑
�s∈Em

a�s�k(f)
∏

i∈m\{r}
cos
(
kixi − siπ

2

)
cos

(
krxr − (sr + 1)π

2

)
.

Следуя работе [6] введем понятие (ψ, β) -производных функций многих
переменных следующим образом.

Пусть ψi,r(ki), i = 1, 2, ...,m, r = 1, 2, ...,m, ki ∈ N∗ — фиксированные
системы чисел, �βr = (β1,r, β2,r, ..., βm,r) – фиксированный набор векторов
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(βi,r ∈ R , i = 1, 2, ...,m ). Пусть для фиксированного r ∈ m существует
функция ϕi ∈ L(Tm) такая, что

S[ϕi] =
∑
�k∈Nm

i

1

2q(�k)ψi,1(ki)

[
A�k(f ; �x) cos

βi,1π

2
− A�ei

�k
(f ; �x) sin

βi,1π

2

]
.

Тогда будем считать, что f(�x) имеет частную (ψi,1; βi,1)–производную по
переменной xi , функцию ϕi(�x) , которую будем обозначать f

ψi,1

βi,1
(�x).

Для фиксированного множества μ(r) ⊂ m, μ = {i1, i2, ..., ir}, смешанной
(ψμ(r); β)–производной по переменным xi, i ∈ μ(r), будем называть функ-
цию

f
ψμ(r)

β (�x) =
∂
ψir,r

βir,r
∂
ψir−1,r

βir−1,r
...∂

ψi1,r

βi1,r
f(�x)

∂xir∂xir−1
...∂xi1

.

Множество непрерывных функций f ∈ C таких, что для всех i ∈ m су-
ществуют производные fψi,1

βi,1
(�x) и для r = 2, 3, ...,m, μ(r) ⊂ m, существуют

смешанные (ψμ(r); β)–производные f
ψμ(r)

β (�x) , которые удовлетворяют услови-
ям

esssup|fψi,1

βi,1
(�x)| � 1, esssup|fψμ(r)

β (�x)| � 1, i ∈ m, μ ⊂ m,

будем обозначать Cmψ
β,∞ .

Через M обозначим множество функций ψ(x) , непрерывных при x � 0 ,
монотонно убывающих, выпуклых вниз при x � 1 и исчезающих на беско-
нечности: lim

x→∞ψ(x) = 0.

Через M′ обозначим подмножество функций ψ ∈ M , для которых вы-

полнено
∞∫
1

ψ(x)/xdx <∞.

Каждой функции ψ(x) поставим в соответствие функцию η(x) , свя-
занную при x � 1 с ψ(x) соотношением ψ(η(x)) = 1

2ψ(x).
Положим

μ(t) = μ(ψ, t) =
t

η(t)− t
.

Через M′
0 обозначим множество функций ψ ∈ M′ , для которых величина

μ(ψ, t) ограничена сверху.
Следуя [7], прямоугольные линейные средние рядов Фурье определим сле-

дующим образом.
Пусть Λ = {Λ1,Λ2, ...,Λm} – фиксированный набор бесконечных тре-

угольных числовых матриц, Λi = {λ(ni)
ki

}, i = 1, 2, ...,m, �n ∈ Nm, �k ∈ Nm
∗ ,
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λ
(ni)
0 = 1 и λ

(ni)
ki

= 0 для ki � ni. Пусть далее λ
(�n)
�k

=
m∏
i=1

λ
(ni)
ki

и

G�n =
m∏
i=1

[0;ni − 1] . Так, что λ(�n)�k
= 0 для любых �k �∈ G�n.

Функции f ∈ L(Tm), имеющей ряд Фурье (1), поставим в соответствие
семейство тригонометрических полиномов

U�n(f ; �x; Λ) =
∑
�k∈G�n

2−q(�k)λ
(�n)
�k
A�k(f ; �x). (2)

При λ
(ni)
ki

= ki/ni, i = 1, 2, ...,m, �k ∈ G�n, многочлены U�n(f ; �x; Λ) = σ�n(f ; �x)
будем называть прямоугольными суммами Фейера.

Суммами Фавара порядка �r = (r1, r2, ..., rm) будем называть полиномы
U�n(f ; �x; Λ̃) = Φ�n,�r(f ; �x), которые определяются треугольными матрицами Λ̃i,
i = 1, 2, ...,m, с элементами

λ̃
(ni)
ki,ri

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1− krii
∞∑
ν=1

(−1)ν+1
(

1
(2νni−ki)ri

+ 1
(2νni+ki)ri

)
, ri = 2l, l ∈ N,

1− krii
∞∑
ν=1

(
1

(2νni−ki)ri
− 1

(2νni+ki)ri

)
, ri = 2l − 1, l ∈ N .

(3)

Величины δ�n(f ; �x) = f(�x)−U�n(f ; �x) являются уклонениями тригономет-
рических многочленов U�n(f ; �x), �n ∈ Nm, от функции f(�x) .

Целью данной работы является изучение асимптотического при ni → ∞,
i = 1, 2, ...,m, поведения величин

E(Cmψ
β,∞;U�n) = sup

f∈Cmψ
β,∞

||δ�n(f ; �x)||C

при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m , где методы U�n задаются при помощи суммиру-
ющих матриц разных типов.

Основна часть
Теорема 1. Пусть ψi,j ∈ M′

0, βi,j ∈ R , μ1
⋃
μ2 = m , μ1

⋂
μ2 = ∅ . Пусть

для i ∈ μ1, выполнено ri = 1 , величины λ
(ni)
ki

определяются соотношением
(3), функции ψi,j(x)x

2, монотонно возрастают и сохраняют характер вы-
пуклости при x � 1 , для i ∈ μ2, λ

(ni)
ki

= ki/ni, �k ∈ G�n, функции ψi,j(x)x,
монотонно возрастают и сохраняют характер выпуклости при x � 1 .
Тогда при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, справедлива асимптотическая формула

E
(
Cmψ

β,∞;U�n

)
=
π

6

∑
i∈μ1

sin
βi,1π
2

n2i

ni∫
1

ψi,1(x)xdx+
2

π

∑
i∈μ2

sin
βi,1π
2

ni

ni∫
1

ψi,1(x)dx+
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+
2

π

m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)

(
m∑
i=1

ψi,1(ni)+

+
m∑
r=2

∑
μ(r)⊂m

∏
j∈μ(r)⋂μ1

⎧⎪⎨
⎪⎩ψj,r(nj) + sin

βj,rπ

2

[ nj∫
1

ψj,r(x)x

n2j
dx+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx

]⎫⎪⎬
⎪⎭×

×
∏

j∈μ(r)⋂μ2

⎧⎪⎨
⎪⎩ψj,r(nj) + sin

βj,rπ

2

[
1

nj

nj∫
1

ψj,r(x)dx+

∞∫
nj

ψj,r(x)

x
dx

]⎫⎪⎬
⎪⎭
)
. (4)

Доказательство. Через
{
λni

(v)
}
, �n = (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm, обо-

значим семейство непрерывных на [0;1] суммирующих функций так, что
λ
(ni)
ki

= λni
( kini

), �k ∈ G�n.
Введем функции

τi,r(v) =

{
(1− λni

(v))ψi,r(niv),
1
ni

� v � 1;
ψi,r(niv), 1 � v, i = 1, 2, ...,m;

(5)

которые на [0; 1
ni
] заданы так, что τi,r(v) непрерывны на положительной

полуоси и выполнено условие τi,r(0) = 0, i, r = 1, 2, ...,m.
Известно [5], что функций τi,r, i, r = 1, 2, ...,m, заданных соотношенем

(5) в которых для метода Фейера λni
(v) = v и для метода Фавара при ri = 1

λni
(v) = πv

2 ctg
πv
2 , таковы, что

A(τi,r) =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,r(x) cos(xt+
βπ

2
)dx

∣∣∣∣∣dt <∞,

и при ni → ∞, i = 1, 2, ...,m, справедливо равенство:

E
(
Cmψ

β,∞;U�n

)
=

m∑
i=1

sin
βi,1π
2

π

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+

+
m∑
i=1

1

π

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos(xt+
βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+O(1)
( m∑

i=1

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos xtdx

∣∣∣∣∣dt+

+
m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
1∫

0

τi,1(x) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
m∑
i=1

a(τi,1) +
m∑
r=2

∑
μ(r)⊂m

∏
j∈μ(r)

A(τj,r)
)
,
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где

a(τi,1) =
1

π

∞∫
|t|�πni

2

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos(xt+
βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt.
Введем функции

τ
(μ1)
i,r (v) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
nivψi,r(1)

∑∞
j=0 cjn

−2j
i , 0 � v � 1

ni
;

v2ψi,r(niv)
∑∞

j=0 cjv
2j, 1

ni
� v � 1;

ψi,r(niv), 1 � v, i = 1, 2, ...,m,

(5)

где

cj =

∏j
k=0(2j + 1)

(2j + 1)!

∞∑
ν=1

2

(2ν)2j+2
;

τ
(μ2)
i,r (v) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

ϕi(1)ψi,r(1)
ϕi(ni)

vni,
1
ni

� v � 1
ni
;

ϕi(nix)ψi,r(niv)
ϕi(ni)

, 1
ni

� v � 1;
ψi,r(niv), 1 � v, i = 1, 2, ...,m.

(6)

Пусть

τi,r(v) =

{
τ
(μ1)
i,r (v), i ∈ μ1;

τ
(μ2)
i,r (v), i ∈ μ2.

Тогда

E
(
Cmψ

β,∞;U�n

)
=

m∑
i=1

sin
βi,1π
2

π

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+

+
∑
i∈μ1

1

π

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(μ1)
i,1 (x) cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+

+
∑
i∈μ2

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(μ2)
i,1 (x)

π
cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt+O(1)
( m∑

i=1

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos xtdx

∣∣∣∣∣dt+

+
m∑
i=1

sin
βi,1π

2

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
1∫

0

τi,1(x) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt+
m∑
i=1

a(τi,1) +
m∑
r=2

∑
μ(r)⊂m

∏
j∈μ(r)

A(τj,r)
)
.

(6)
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Применяя рассуждения работ [6], [8], получаем асимптотические форму-
лы

1

π

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
1

ψi,1(nix) sin xtdx

∣∣∣∣∣dt = 2

π

∞∫
ni

ψi,1(x)

x
dx+O(1)ψi,1(ni),

для i ∈ μ1

1

π

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(μ1)
i,1 (x) cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt = π

6

sin
βi,1π
2

n2i

ni∫
1

ψi,1(x)xdx+O(1)ψi,1(ni),

A(τ
(μ1)
i,r ) =

= O(1)

⎛
⎝sin

βi,rπ

2

∞∫
ni

ψi,r(x)

x
dx+

π

6

sin
βi,rπ
2

n2i

ni∫
1

ψi,r(x)xdx+O(1)ψi,r(ni)

⎞
⎠ ,

a(τ
(μ1)
i,1 ) = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|<1

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(μ1)
i,1 (v) cos vtdv

∣∣∣∣∣∣ dt = O(1)ψi,1(ni),

для i ∈ μ2

1

π

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(μ2)
i,1 (x) cos(xt+

βi,1π

2
)dx

∣∣∣∣∣dt = sin
βi,1π
2

ni

ni∫
1

ψi,1(x)dx+O(1)ψi,1(ni),

A(τ
(μ2)
i,r ) = O(1)

⎛
⎝sin

βi,rπ

2

∞∫
ni

ψi,r(x)

x
dx+

sin
βi,rπ
2

ni

ni∫
1

ψi,r(x)dx+ ψi,r(ni)

⎞
⎠ ,

∫
|t|<1

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ
(μ2)
i,1 (v) cos vtdv

∣∣∣∣∣∣ dt = O(1)ψi,1(ni), a(τ
(μ2)
i,1 ) = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τi,1(x) cos xtdx = O(1)ψi,1(ni),

∫
|t|�1

∣∣∣∣∣
1∫

0

τi,1(x) sin xtdx = O(1)ψi,1(ni).

Подставляя эти соотношения в формулу (6), получаем асимптотическую
формулу (4). �
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