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НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ ψ ДИФЕРЕНЦIЙОВАНИХ
ФУНКЦIЙ БIМАТРИЧНИМ МЕТОДОМ

Стаття присвячена дослiдженню питань наближення лiнiйними методами пiдсумовування
рядiв Фур’є класiв 2π -перiодичних функцiй, що задаються мультиплiкаторами.
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Вступ
Природним апаратом наближення перiодичних функцiй є частиннi суми

Фур’є. Але, як добре вiдомо, суми Фур’є не є рiвномiрно збiжними на всьому
просторi неперервних функцiй. Цей факт, у свiй час, активiзував розробку
рiзноманiтних тригонометричних сум, породжених лiнiйними методами пiд-
сумовування рядiв Фур’є i позбавлених вказаного недолiку (суми Рогозин-
ського, Стєклова, Фавара, Зигмунда, Фейєра, Рiсса, Чезаро, Бернштейна-
Рогозинського тощо). Вказанi методи породженi застосуванням, так званого,
матричного пiдсумовування, що використовує iдеї пiдсумовування розбiжних
числових рядiв.

Суть такого пiдсумовування полягає у встановленнi вiдповiдностi мiж
f ∈ L (0, 2π) i рядом Фур’є

Un (f ; x; Λ) =
a0
2 λ

(n)
0 +

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak cos kx+ bk sin kx),

де ak = ak (f) i bk = bk (f) , k = 0, 1, ...,−коефiцiєнти Фур’є функцiї f(x) ;
Λ =

∥∥∥λ(n)k

∥∥∥, n = 0, 1, ..., k = 0, 1, ..., n,

– довiльна нескiнчена трикутна матриця чисел
До однiєї з основних задач в теорiї наближення функцiй i пiдсумовування

рядiв Фур’є вiдносять задачу про знаходження асимптотичних при n → ∞
рiвностей для величин

E (N;Un(Λ))X := sup
f∈N

‖f(·)− Un (f ; ·; Λ)‖
де N – деякий фiксований клас 2π -перiодичних функцiй, N ⊂ X , X – лi-
нiйний нормований простiр, а Un (f ; · ; Λ) – тригонометричний полiном, по-
роджений певним лiнiйним методом пiдсумовування рядiв Фур’є.
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Ця задача має багату iсторiю, яка пов’язана з iменами таких вiдомих
математикiв, як А.Н. Колмогоров, С.М. Нiкольський, Б. Надь, В.К. Дзядик,
М.П. Корнєйчук, С.Б. Стєчкiн, О.П. Тiман, М.П. Тiман, О.I. Степанець, О.В.
Єфiмов, С.О. Теляковський, та iншi.

Якщо в явному виглядi знайдено функцiю ϕ(n) = ϕ (N;Un(Λ);n) таку,
що

E (N;Un(Λ))X = ϕ(n) + o (ϕ(n)) , n→ ∞
то, наслiдуючи О.I. Степанця будемо казати, що розв’язана задача Колмого-
рова-Нiкольського для методу Un (f ; ·; Λ) на класi N в метрицi простору X .

Вiдомо, що швидкiсть наближення до нуля вiдхилення |f(·)− Un (f ; ·; Λ)|
залежить вiд способу побудови Un (f ; ·; Λ) , вибору матрицi Λ . У рамках роз-
витку iдеї узагальнення лiнiйних методiв пiдсумовування, в 1991 роцi О.О.
Новiковим був запроваджений бiльш загальний агрегат наближення, так зва-
ний «у-ен-фi-еф» метод (напр. [3]), частинним випадком якого є усi класичнi
методи. Принцип побудови таких методiв оснований на введенi мультиплiка-
тора кожної гармонiки тригонометричного ряду, але вплив парної чи непарної
складової гармонiки на пiдсумовування ряду може рiзнитися.

В роботi розв’язується задача Колмогорова-Нiкольського для методу
Un (f ; ·; Λ1,2), побудованого на основi бiматриць, для перiодичних функцiй
з класу Cψ

∞ в рiвномiрнiй метрицi. Класи Cψ
∞ були введенi у 1996 роцi

О.I.Степанцем. Цi класи при фiксованих значеннях параметрiв, що їх ви-
значають, спiвпадають з вiдомими класами Cψ

β,∞ .
Метою даної роботи є знаходження асимптотичних рiвностей для точних

верхнiх меж вiдхилень узагальнених тригонометричних полiномiв, що поро-
дженi новим методом, на класах Cψ

∞ в рiвномiрнiй метрицi.
Об’єктом дослiдження є клас Cψ

∞ .
Предметом дослiдження є швидкiсть наближення в рiвномiрнiй метрицi

функцiй з класiв Cψ
∞ узагальненими тригонометричними полiномами, що

породженi лiнiйним бiматричним методом.
Задачi дослiдження:

1) ввести до розгляду бiльш загальний, бiматричний, лiнiйний метод пiдсу-
мовування рядiв Фур’є;
2) встановити необхiднi i достатнi умови рiвномiрної збiжностi послiдовно-
стi полiномiв, що породженi новим методом;
3) оцiнити знизу вiдхилення полiному, побудованого на основi нового мето-
ду, вiд функцiї, що його породжує;
4) отримати асимптотичну рiвнiсть для верхнiх меж вiдхилень узагальне-
них полiномiв Un (f ; x; Λ1,2) на класах Cψ

∞ в метрицi простору C .
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Основна частина
Нехай f ∈ L (0, 2π) i

a0
2
+

∞∑
k=1

(ak (f) cos kx+ bk (f) sin kx) (1)

– ряд Фур’є цiєї функцiї,

ak = ak (f) =
1
π

π∫
−π
f (t) cos ktdt,

bk = bk (f) =
1
π

π∫
−π
f (t) sin ktdt, k = 0, 1, ...,

(2)

– її коефiцiєнти Фур’є.
В напрямку узагальнення лiнiйних методiв пiдсумовування пропонується

нова конструкцiя полiномiв.
За допомогою нескiнченних числових матриць Λ1 =

{
λ
(n)
k,1

}
,Λ2 =

{
λ
(n)
k,2

}
таких, що ∀n ∈ N λn0,i = 1, k � n, λnk,i = 0, i = 1, 2 кожнiй функцiї f(x)
на основi ряду (1) поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть тригонометричних
полiномiв Un(f ; x; Λ1,2) виду

Un (f ; x; Λ1,2) =
a0
2
+

n−1∑
k=1

(
λ
(n)
k,1ak (f) cos kx+ λ

(n)
k,2bk (f) sin kx

)
. (3)

Неважко переконатися у лiнiйностi методу (3), який називатимемо бiма-
тричним методом, а отже, через визначення Λ1,Λ2 можна отримати вiдомi
лiнiйнi методи.

Якщо у (3) визначити Λ1 = Λ2 = 1 , то вiдповiдний полiном, очевидно,
спiвпадає з частинними сумами Фур’є

Un (f ; x; Λ1,2) = Sn(f, x) =
a0
2
+

n−1∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx). (4)

Метод середнiх арифметичних (метод Фейєра) буде задано при Λ1 = Λ2 =

= λ
(n)
k = 1− k

n , k = 0, 1, .., n− 1 , i (3), при цьому задають суми Фейєра:

Un (f ; x; Λ1,2) = σn (f ; x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk (f ; x). (5)
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Якщо у (3) прийняти Λ1 = Λ2 =

{
1, k = 0, 1, ..., n− p

1− k−n+p
p , k = n− p+ 1, ..., n− 1,

то будуть заданi суми Валле-Пуссена:

Un (f ; x; Λ1,2) = Vn,p (f ; x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk+1 (f ; x) (6)

Якщо у (3) прийняти Λ1 = Λ2 = cos kπ2n , k = 0, 1, ..., n − 1 , то будуть
заданi, так званi суми Рогозинского. Суми Зигмунда визначаються при

Λ1 = Λ2 = 1− (
k
n

)s
, s > 0, k = 0, 1, ..., n− 1.

Зрозумiло, що апроксимацiйнi властивостi полiномiв (3) визначаються
матрицями Λ1,Λ2 . Питання рiвномiрної збiжностi полiномiв (3) у випад-
ку Λ = Λ1 = Λ2 = λ

(n)
k на просторi C (простiр неперервних на всiй осi

2π−перiодичних функцiй з нормою ||f ||C = max
t

|f(t)| ) розкрите у роботi [1].
Використовуючи викладену методику, встановимо умови рiвномiрної збiжно-
стi полiномiв (3) у загальному випадку, при Λ1 	= Λ2 .

Припустимо, що Un(f ; x; Λ1,2) рiвномiрно збiгаються на просторi C , то
вони повиннi збiгатися i на пiдпросторi C утвореного тригонометричними
полiномами Pm(x) порядку не вище за m , рiвномiрно по всiм x ∈ [−π, π] i
повинно виконуватися lim

n→∞ |Un (Pm; x,Λ1,2)− Pm| = 0 , що можливо, лише
коли

lim
n→∞λ

(n)
k,i = 1, i = 1, 2. (7)

Оскiльки

Un(Pm; x; Λ1,2)−Pm =
m∑
k=1

[(λ
(n)
k,1 − 1)ak(f) cos kx+ (λ

(n)
k,2 − 1)bk(f) sin kx]. (8)

Тобто система (7) є необхiдною умовою рiвномiрної збiжностi на просторi
C полiномiв Un(f ; x; Λ1,2) .

Згiдно з теоремою Вейерштрасса довiльну функцiю з простру С можна
наблизити, з будь-якою точнiстю, тригонометричним полiномом. Тобто, якщо
f(x) ∈ C то ∀ε > 0 ∃ P

(ε)
m (f, x) :

∣∣∣∣∣∣f(x)− P
(ε)
m (f, x)

∣∣∣∣∣∣
C
� ε .

Отже, ∀ Λ1,2

||f(x)− Un(f ; x; Λ1,2)||C =

=
∣∣∣∣∣∣f(x)− P

(ε)
m (f, x) + P

(ε)
m (f, x)− Un(f ; x; Λ1,2)

∣∣∣∣∣∣
C
�

�
∣∣∣∣∣∣f(x)− P

(ε)
m (f, x)

∣∣∣∣∣∣
C
+
∣∣∣∣∣∣P (ε)

m (f, x)− Un(f ; x; Λ1,2)
∣∣∣∣∣∣
C
�

� ε+
∣∣∣∣∣∣P (ε)

m (f, x)− Un(P
(ε)
m ; x; Λ1,2)

∣∣∣∣∣∣
C
+
∣∣∣∣∣∣Un((P (ε)

m − f); x; Λ1,2)
∣∣∣∣∣∣
C
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Розглянемо∥∥∥Un ((P (ε)
m − f); x,Λ1,2

)∥∥∥
C
= max

x

∣∣∣∣ 1π π∫
−π

[P
(ε)
m (x+ t)− f(x+ t)]U

(1)
n (t; Λ1,2)dt+

+ 1
π

π∫
−π

[P
(ε)
m (t− x)− f(t− x)]U

(2)
n (t; Λ1,2)dt

∣∣∣∣ �
� 2ε

π

[
π∫
0

∣∣∣U (1)
n (t; Λ1,2)

∣∣∣ dt+ π∫
0

∣∣∣U (2)
n (t; Λ1,2)

∣∣∣ dt] ,

де U
(1)
n (t; Λ1,2) =

n∑
k=1

λ
(n)
k,1+λ

(n)
k,2

2 cos kt, U
(2)
n (t; Λ1,2) =

n∑
k=1

λ
(n)
k,1−λ(n)k,2

2 cos kt .

Значить

‖f(x)− Un(f ; x,Λ1,2)‖C � ε

(
1 +

2

π

∫ π

0

[∣∣∣U (1)
n (t; Λ1,2)

∣∣∣+ ∣∣∣U (2)
n (t; Λ1,2)

∣∣∣] dt)+

+
∥∥∥P −m(ε)(f, x)− Un

(
P (ε)
m ; x,Λ1,2

)∥∥∥
C
. (9)

Послiдовнiсть чисел

Ln (Λ1,2; i) = sup
|f |<1

∣∣∣∣∣∣U (i)
n (f ; x; Λ1,2)

∣∣∣∣∣∣
C
= 2

π

π∫
0

∣∣∣U (i)
n (t; Λ1,2)

∣∣∣dt i = 1, 2

є аналогами констант Лебега даного метода.
Обмеженiсть Ln (Λ1,2; i) будемо позначати класично:

Ln (Λ1,2; i) = O (1) , n→ ∞ i = 1, 2. (10)

Отже (9), (8), (10) свiдчать про рiвномiрну збiжнiсть Un(f ; x; Λ1,2) до
f(x) на С завжди, коли виконано (7).

Таким чином, умови (7), (10) є достатнiми умовами рiвномiрної збiжностi
Un(f ; x; Λ1,2) до f(x) на С. Необхiднiсть (7) вже встановлена, необхiднiсть
умови (10) слiдує з теореми Банаха:
для того, щоб послiдовнiсть лiнiйних операторiв Un(f) , що вiдображають
повний лiнiйний нормований простiр С у свою частину, володiла властивiстю

lim
n→∞||f − Un(f)||c = 0,

необхiдно i достатньо, щоб ∀ f(x) ∈ C виконувалась умова
sup {||Un(f)||c : ||f || � 1} = O(1), n→ ∞.

Виходячи з (10) можна стверджувати, що полiноми Un(f ; x,Λ1,2) бу-
дуть рiвномiрно збiгатися кожного разу, коли будуть рiвномiрно збiгатися
Un(f ; x; Λ1) i Un(f ; x; Λ2) , але не навпаки.

В умовi (10) можна вимагати лише Ln(Λ1,2; 1) = O(1), при n → ∞
оскiльки Ln (Λ1,2; 2) = O (1) , при n → ∞ випливає iз ознаки збiжностi
рядiв, ознаки Дирихле:
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ряд
∞∑
k=1

akbk буде збiгатися, якщо ряд
∞∑
k=1

bk обмежений, а послiдовнiсть чисел

{ak, k = 1, 2..} монотонно прямує до нуля.

Оскiльки
n∑
k=1

cos kt =
sin nt

2 cos n+1
2 t

sin t
2

, t 	= 2πk k ∈ Z , є обмеженою при

n → ∞ , а монотонне зменшення до нуля ak =
λ
(n)
k,1−λ(n)k,2

2 забезпечується моно-

тонним виконанням (7), то 2
π

π∫
0

∣∣∣∣ n∑
k=1

λ
(n)
k,1−λ(n)k,2

2 cos kt

∣∣∣∣dt = O(1), при n→ ∞ .

Теорема 1. Для рiвномiрної збiжностi послiдовностi полiномiв
Un (f ; x; Λ1,2) до функцiї f (x) на всьому просторi C , необхiдно i достатньо
виконання умов:

1) lim
n→∞λ

(n)
k,i = 1, i = 1, 2

2) Ln (Λ1,2) =
2
π

π∫
0

∣∣∣∣ n∑
k=1

λ
(n)
k,1+λ

(n)
k,2

2 cos kt

∣∣∣∣dt = O(1), n→ ∞

Встановимо нижню межу вiдхилення полiномiв (3) вiд функцiї f(x) , що
їх породжує. Для цього розглянемо величину

I = 1
π

π∫
−π

[f(x)− Un(f ; x; Λ1,2)] e
imxdx , m < n , яку з урахуванням (1), (2), (3)

подамо у виглядi

I = 1
π

π∫
−π

[
n−1∑
k=1

[
(1− λ

(n)
k,1)ak(f) cos kx+ (1− λ

(n)
k,2)bk(f) sin kx

]
+

+
∞∑
k=n

[ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx]

]
eimxdx.

Застосовуючи формулу Ейлера cosmx + i sinmx = emxi та виконавши
ряд елементарних перетворень, отримаємо

I = 1
π

n−1∑
k=1

[
(1− λ

(n)
k,1)ak(f)

π∫
−π

cos kx(cosmx+ i sinmx)dx+

+ (1− λ
(n)
k,2)bk(f)

π∫
−π

sin kx(cosmx+ i sinmx)dx

]
+

+
∞∑
k=n

[
ak(f)

π∫
−π

cos kx(cosmx+ i sinmx)dx+

+ bk(f)
π∫

−π
sin kx(cosmx+ i sinmx)dx

]
.

Виходячи з ортогональностi тригонометричної системи
π∫

−π
cos kx sinmxdx = 0 ∀k,m,

π∫
−π

sin kx sinmxdx =

{
0, k 	= m

π, k = m

i
π∫

−π
cos kx cosmxdx =

{
0, k 	= m
π, k = m,

маємо
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I = 1
π

π∫
−π

[f(x)− Un(f ; x; Λ1,2)] e
imxdx = (1− λ

(n)
k,1)ak(f) + i(1− λ

(n)
k,2)bk(f).

Очевидно,

|I| =
∣∣∣(1− λ

(n)
k,1)ak(f) + i(1− λ

(n)
k,2)bk(f)

∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1π π∫
−π

[f(x)− Un(f ; x; Λ1,2)] e
imxdx

∣∣∣∣ ,
i тому має мiсце

Теорема 2. Швидкостi збiжностi будь-якого полiнома побудованого лiнiй-
ним бiматричним методом (3) , до функцiї що його породжує, не може

бути кращою за величину min
k∈N

√
[(1−λ(n)k,1)ak]

2
+[(1−λ(n)k,2)bk]

2

2 , тобто

min
k∈N

√[(
1− λ

(n)
k,1

)
ak

]2
+
[(

1− λ
(n)
k,2

)
bk

]2
2

� ||f (x)− Un (f ; x; Λ1,2)||C . (11)

Дослiдимо величину sup
f∈Cψ∞

‖f(x)− Un(f ; x; Λ1,2)‖ , а саме асимптотичну її

поведiнку при n→ ∞ .
В роботах О.I. Степанця [1, 2] класи функцiй f ∈ Cψ

∞ визначаю-
ться наступним чином. Нехай (1) ряд Фур’є функцiї f ∈ L (0, 2π) i
ψ(k) = (ψ1(k), ψ2(k)) пара довiльних фiксованих систем чисел, що задоволь-
няють умову

ψ
2
(k) = ψ2

1(k) + ψ2
2(k) 	= 0, k ∈ N.

Якщо ряд
∞∑
k=1

ψ1(k)

ψ
2
(k)
Ak(f, x) +

ψ2(k)

ψ
2
(k)
Ak(f, x), де

Ak(f, x) = ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx, Ak(f, x) = −ak(f) sin kx+ bk(f) cos kx
є рядом Фур’є деякої функцiї, то назвемо її ψ похiдною функцiї f(x) i по-
значимо fψ(x) .

Нехай Cψ
∞ клас функцiй f ∈ C , якi мають обмежену ψ похiдну.

Представимо f(x)−Un(f ; x; Λ1,2) в iнтегральному видi. Згiдно означення

fψ(x) =
∞∑
k=1

ψ1(k)

ψ
2
(k)
Ak(f, x) +

ψ2(k)

ψ
2
(k)
Ak(f, x) =

= Ak(f, x) =
∞∑
k=1

ak(f
ψ) cos kx+ bk(f

ψ) sin kx,

де

⎧⎨
⎩
ak(f

ψ) = 1

ψ
2
(k)

(ψ1(k)ak(f) + ψ2(k)bk(f))

bk(f
ψ) = 1

ψ
2
(k)

(ψ1(k)bk(f)− ψ2(k)ak(f)).
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Ak(f, x) = ψ1(k)
[
ak(f

ψ) cos kx+ bk(f
ψ) sin kx

]
−

−ψ2(k)
[
bk(f

ψ) cos kx− ak(f
ψ) sin kx

]
=

= 1
π

π∫
−π
fψ(t)[ψ1(k) cos k(t− x)− ψ2(k) sin k(t− x)]dt =

= 1
π

π∫
−π
fψ(x− t)[ψ1(k) cos kt+ ψ2(k) sin kt]dt

Неважко переконатися в тому, що (3) можна записати у виглядi

Un(f ; x; Λ1,2) =
n−1∑
k=1

[
λ
(n)
k,1−λ(n)k,2

2 (ak(f) cos kx− bk(f) sin kx)

]
+

+a0
2 +

n−1∑
k=1

[
λ
(n)
k,1+λ

(n)
k,2

2 (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

]
.

Нехай можливе представлення:{
λn,1(x) = 1− ϕn(nx)

ϕn(n)
Fn(x)

λn,2(x) = 1− gn(nx)
gn(n)

Hn(x)
, λn,i

(
k
n

)
= λnk,i, i = 1, 2,

де ϕn(x), gn(x) послiдовнiсть неперервних, додатнiх, не спадаючих при x > 0
функцiй таких, що ϕn(0) = gn(0) = 0 ; Fn(x), Hn(x) послiдовнiсть двiчi ди-
ференцiйованих i неперервних функцiй, обмежених разом iз другою похiдною
при x ∈ [0; 1] таких, що Fn(0) 	= 0, Hn(0) 	= 0 i Fn(1) = Hn(1) .

Тодi вважатимемо Un(f ; x,Λ1,2) ≡ Un(f ; x; {ϕ, F}; {g,H}) , i вiдхилення
запишемо у виглядi

Δn (f, x,Λ1,2) = f (x)− Un (f ; x; {ϕ, F}; {g,H}) =
= 1

2π

π∫
−π
fψ (−x− t)

(
n−1∑
k=1

(
ν
(n)
k,1 (t) cos kt+ ν

(n)
k,2 (t) sin kt

))
dt+

+ 1
π

π∫
−π
fψ (x− t)

( ∞∑
k=1

(
τ
(n)
k,1 (t) cos kt+ τ

(n)
k,2 (t) sin kt

))
dt ,

де ν(n)k,i (t) =
{(
λ
(n)
k,2(t)− λ

(n)
k,1(t)

)
ψi(k), i = 1, 2 ;

τ
(n)
k,i (t) =

⎧⎨
⎩

(
1− λ

(n)
k,2(t)+λ

(n)
k,1(t)

2

)
ψi(k), k < n,

ψi(k), k � n,
i = 1, 2 .

Вiдомо, що за умови коли ψ1(v), ψ2(v) неперервнi, додатнi i випукли вниз

при v � 1 , i lim
v→∞ψi(v) = 0, i = 1, 2 та

∞∫
1

ψi(v)
v dv < ∞ , то можливе iнтег-

ральне представлення

Δn (f, x,Λ1,2) =
1
2π

∞∫
−∞

fψ
(−x− t

n

) 1∫
0

(νn,1 (v) cos vt+ νn,2 (v) sin vt)dvdt+

+ 1
π

∞∫
−∞

fψ
(
x− t

n

) ∞∫
0

(τn,1 (v) cos vt+ τn,2 (v) sin vt) dvdt = I1 + I2,
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де νn,i (v) =
{
(λn,2 (v)− λn,1 (v))ψi (nv) ,

1
n � v � 1, i = 1, 2;

τn,i (v) =

{ (
1− λn,2(v)+λn,1(v)

2

)
ψi (nv) ,

1
n � v � 1,

ψi(nv), v � 1,
i = 1, 2.

Для випадкiв 0 � v � 1
n функцiї νn,i(v) i τn,i(v) довизначаються довiльно

з урахуванням неперервностi.
При вивченнi асимптотичних поведiнок Δn (f, x,Λ1,2) = I1+I2 доданок I2

завжди присутнiй та достатньо вивчений i оцiнений. Новим є перший доданок,

вивчимо його, I1 = 1
2π

∞∫
−∞

fψ(−x− t
n)

1∫
0

(νn,1(v) cos vt+ νn,2(v) sin vt)dvdt .

Для його оцiнки використаємо лему Теляковського.
Якщо: 1) νn,i(v) абсолютно неперервнi при v > 0 ; 2) νn,i(0) = νn,i(1) = 0 ;
3) для точок, в яких не iснує νn,i(v) її можна довизначити так, що iнтеграл
1∫
0

v(1− v)
∣∣dν ′n,i(v)∣∣ iснує, то 1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣ 1∫
0

(νn,1(v) cos vt+ νn,2(v) sin vt)dv

∣∣∣∣dt =
= 1

π

1∫
0

|νn,2(v)|
v dv +O(1)

(
1∫
0

√
ν2n,1+ν

2
n,2

1−v dv +
2∑
i=1

1∫
0

v(1− v)
∣∣dν ′n,i(v)∣∣

)
.

Для I1 має мiсце нерiвнiсть

|I1| � 1
2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣ 1∫
0

(νn,1(v) cos vt+ νn,2(v) sin vt)dv

∣∣∣∣dt ,
у якiй iнтеграл в правiй частинi задовольняє всiм умовам леми Теляковсько-
го, якщо νn,i(v) довизначити на промiжку 0 � v � 1

n аналогiчно промiжку
1
n � v � 1 , тобто νn,i(v) = {(λn,2(v)− λn,1(v))ψi(nv) 0 � v � 1, i = 1, 2 .

Перевiрка умов леми для таких νn,i(v) не є складною. Виконання першої
i третьої умови слiдує з визначення νn,i(v) . З визначення випливає виконання
i другої умови, згiдно представлення λn,i(v)

νn,i(v) =
{(

ϕn(nv)
ϕn(n)

Fn(v)− gn(nv)
gn(n)

Hn(v)
)
ψi(nv), 0 � v � 1, i = 1, 2;

звiдки
νn,i(0) =

{(
ϕn(0)
ϕn(n)

Fn(0)− gn(0)
gn(n)

Hn(0)
)
ψi(0) =

=
(

0
ϕn(n)

· Fn(0)− 0
gn(n)

· Fn(0)
)
ψi(0) = 0, 0 � v � 1, i = 1, 2;

νn,i(1) =
{(

ϕn(n)
ϕn(n)

Fn(1)− gn(n)
gn(n)

Hn(1)
)
ψi(1) =

= (1 · Fn(1)− 1 ·Hn(1))ψi(n) = 0, 0 � v � 1, i = 1, 2.
Це свiдчить про те, що νn,i(0) = νn,i(1) = 0 . Вивчимо головну частину.
1∫
0

|νn,2(v)|
v dv =

1∫
0

|(λn,2(v)−λn,1(v))ψ2(nv)|
v dv =

1∫
0

|(ϕn(nv)ϕn(n)
Fn(v)− gn(nv)

gn(n)
Hn(v))|

v |ψ2(nv)|dv =
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= 1
ϕn(n)gn(n)

1∫
0

|(ϕn(nv)gn(n)Fn(v)−gn(nv)ϕn(n)Hn(v))|
v |ψ2(nv)|dv �

� 1
ϕn(n)gn(n)

1∫
0

|(ϕn(nv)gn(n)(Fn(v)−Fn(0))−gn(nv)ϕn(n)(Hn(v)−Hn(0)))|
v |ψ2(nv)|dv+

+ 1
ϕn(n)gn(n)

1∫
0

|(ϕn(nv)gn(n)Fn(0)−gn(nv)ϕn(n)Hn(0))|
v |ψ2(nv)|dv = A1 + A2.

Розглянемо перший доданок A1 =
1

ϕn(n)gn(n)
×

×
1∫
0

|(ϕn(nv)gn(n)(Fn(v)−Fn(0))−gn(nv)ϕn(n)(Hn(v)−Hn(0)))|
v |ψ2(v)|dv .

Враховуючи визначення λn,i(v) i теорему Лагранжа Fn(v)− Fn(0) =
= F ′

n(ξF )(v − 0) , Hn(v)−Hn(0) = Hn(ξH)(v − 0) , де ξF , ξH ∈ (0; v) , маємо

A1 =
1

ϕn(n)gn(n)

1∫
0

|(ϕn(nv)gn(n)F ′
n(ξF )− gn(nv)ϕn(n)H

′
n(ξH))||ψ2(nv)|dv =

= O(1)
ϕn(n)gn(n)

max
0�v�1

{|ϕn(nv)gn(n)ψ2(nv)|+ |gn(nv)ϕn(n)ψ2(nv)|}.
У випадку зростання ϕn(nv)ψi(nv) i gn(nv)ψi(nv) отримаємо, що

A1 = O(1)ψ(n) , а отже
1∫
0

|νn,2(v)|
v dv =

n∫
0

∣∣∣(ϕn(v)
ϕn(n)

Fn(0)− gn(v)
gn(n)

Hn(0)
)∣∣∣ |ψ2(v)|

v dv +O(1)ψ(n).

Для оцiнки першого доданка бiльшого порядку малостi
1∫
0

√
ν2n,1+ν

2
n,2

1−v dv ,

врахуємо нерiвнiсть
1∫
0

√
ν2n,1+ν

2
n,2

1−v dv �
2∑
i=1

1∫
0

|νn,i(v)|
1−v dv та отримаємо

1∫
0

|νn,i(v)|
1−v dv =

1∫
0

|(ϕn(nv)ϕn(n)
Fn(v)− gn(nv)

gn(n)
Hn(v))|

1−v |ψi(nv)|dv �

�
1∫
0

|(ϕn(nv)ϕn(n)
(Fn(v)−1)− gn(nv)

gn(n)
(Hn(v)−1))|

1−v |ψi(nv)|dv +
1∫
0

|(ϕn(nv)ϕn(n)
− gn(nv)

gn(n) )|
1−v |ψi(nv)|dv =

= B1 +B2 .
Згiдно визначення λn,i(v) i теореми Лагранжа запишемо:

для B1 , Fn(v)− Fn(1) = F ′
n(ξF )(v − 1) ,

а Hn(v)−Hn(1) = H ′
n(ξH)(v − 1) де ξF , ξH ∈ (v; 1) ,

для B2 , ϕn(nv)ψi(nv)−ϕn(n)ψi(n) = (ϕn(nξϕ)ψi(nξϕ))
′ n(v−1) ; при i = 1, 2

gn(nv)ψi(nv)− gn(n)ψi(n) = (gn(nξg)ψi(nξg))
′ n(v − 1) де ξg, ξϕ ∈ (nv;n)

Тодi у випадку зростання ϕn(nv)ψi(nv) i gn(nv)ψi(nv) отримаємо, що

B1 =
1∫
0

∣∣∣(ϕn(nv)ϕn(n)
F ′
n(ξF )− gn(nv)

gn(n)
H ′
n(ξH)

)∣∣∣|ψi(nv)|dv �

� O(1)max
0�v�1

{∣∣∣ϕn(nv)ϕn(n)
ψi(nv)

∣∣∣+ ∣∣∣gn(nv)gn(n)
ψi(nv)

∣∣∣},
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а значить B1 = O(1)ψ(n) . Для другого iнтегралу B2 =
1

ϕn(n)gn(n)
·

·
1∫
0

|(ϕn(nv)ψi(nv)− ϕn(n)ψi(n)) gn(n)− (gn(nv)ψi(nv)− gn(n)ψi(n))ϕn(n)| dv1−v

B2 �
1

ϕn

(n)gn(n)

1∫
0

| (ϕn(nv)ψi(nv))′ξϕ n(v − 1)gn(n)−

− (gn(nv)ψi(nv))
′
ξg
n(v − 1)ϕn(n)| dv

1− v
�

� 1

ϕn(n)gn(n)

1∫
0

∣∣∣(ϕn(nv)ψi(nv))′ξϕ ngn(n)
∣∣∣dv+

+
1

ϕn(n)gn(n)

1∫
0

∣∣∣(gn(nv)ψi(nv))′ξg nϕn(n)
∣∣∣dv =

=
1

ϕn(n)gn(n)
(|ϕn(nv)ψi(nv)|gn(n) + |gn(nv)ψi(nv)|ϕn(n))|10 = O(1)ψ(n) .

Враховуючи оцiнки B1 та B2 отримуємо, що
1∫

0

|νn,i(v)|
1− v

dv = O(1)ψ(n) , i як наслiдок
1∫

0

√
ν2n,1 + ν2n,2

1− v
dv = O(1)ψ(n).

Для оцiнки другого доданка бiльшого порядку малостi, вивчимо рiвнiсть
1∫

0

v(1− v)
∣∣dν ′n,i(v)∣∣ =

=

1∫
0

v(1− v)

∣∣∣∣d
((

ϕn(nv)

ϕn(n)
Fn(v)ψi(nv)

)′
−

(
gn(nv)

gn(n)
Hn(v)ψi(nv)

)′)∣∣∣∣ =
= O(1)

1∫
0

v(1− v)

∣∣∣∣d
((

ϕn(nv)

ϕn(n)
Fn(v)ψi(nv)

)′)∣∣∣∣+
+O(1)

1∫
0

v(1− v)

∣∣∣∣d
(
gn(nv)

gn(n)
Hn(v)ψi(nv)

)′∣∣∣∣ = O(1)C1 +O(1)C2.

Оцiнимо C1 . Позначимо
ϕn(nv)

ϕn(n)
ψi(nv) = Zi(nv) i розглянемо

C1 =

1∫
0

v(1− v)
∣∣d ((Zi(nv)Fn(v))′)∣∣ ,

де (Zi(nv)Fn(v))
′ = nZ ′

i(nv)Fn(v) + Zi(nv)F
′
n(v) , i
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d
(
(Zi(nv)Fn(v))

′) = (nZ ′
i(nv)Fn(v) + Zi(nv)F

′
n(v))

′
dv =

=
(
n2Z ′′

i (nv)Fn(v) + 2Z ′
i(nv)F

′
n(v) + Zi(nv)F

′′
n (v)

)
dv .

Тодi C1 =

1∫
0

v(1− v)
∣∣d ((Zi(nv)Fn(v))′)∣∣ =

= O(1)

⎛
⎝
∣∣∣∣∣∣

1∫
0

v(1− v)n2Z ′′
i (nv)dv

∣∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

v(1− v)nZ ′
i(nv)dv

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

v(1− v)Zi(nv)dv

∣∣∣∣∣∣
⎞
⎠

C1 = O(1)

⎛
⎝
∣∣∣∣∣∣v(1− v)nZ ′

i(nv)

∣∣∣∣
1

0

−
1∫

0

(1− 2v)dZi(nv)

∣∣∣∣∣∣+
+2

∣∣∣∣∣∣v(1− v)Zi(nv)

∣∣∣∣
1

0

−
1∫

0

(1− 2v)Zi(nv)dv

∣∣∣∣∣∣+O(1)max
0�v�1

{v(1− v)Zi(nv)}
⎞
⎠ =

= O(1)

⎛
⎝
∣∣∣∣∣∣

1∫
0

(1− 2v)dZi(nv)

∣∣∣∣∣∣+ 2max
0�v�1

{|(1− 2v)Zi(nv)|}+O(1)ψ(n)

⎞
⎠ =

= O(1)

⎛
⎝
∣∣∣∣∣∣(1− 2v)Zi(nv)

∣∣∣∣
1

0

+ 2

1∫
0

Zi(nv)dv

∣∣∣∣∣∣+O(1)ψ(n)

⎞
⎠ =

= O(1)

(
Zi(n) +O(1)max

0�v�1
{|Zi(nv)|}+O(1)ψ(n)

)
= O(1)ψ(n).

Аналогiчно, позначивши
gn(nv)

gn(n)
ψi(nv) = Zi(nv) , можна показати, що

C2 = O(1)ψ(n) .

Враховуючи оцiнки C1 i C2 , отримали, що
1∫
0

v(1− v)
∣∣dν ′n,i(v)∣∣ = O(1)ψ(n) .

Теорема 3. Якщо функцiї ϕn(nv)ψi(nv) i gn(nv)ψi(nv) i = 1, 2 зроста-
ють, випуклi ввгору або вниз, то при n→ ∞ має мiсто рiвнiсть

sup
f∈Cψ∞

‖f (x)− Un (f ; x; Λ1,2)‖ =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

(τn,1(v) cos vt+ τn,2(v) sin vt) dv

∣∣∣∣∣∣ dt+

+

n∫
0

∣∣∣∣
(
ϕn(v)

ϕn(n)
Fn(0)− gn(v)

gn(n)
Hn(0)

)∣∣∣∣ |ψ2(v)|
v

dv +O(1)ψ(n).
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Висновки
Узагальнено лiнiйний метод пiдсумовування рядiв Фур’є, шляхом введе-

ння бiматриць, матрицi для кожного доданку гармонiки;
Встановлено необхiднi i достатнi умови рiвномiрної збiжностi послiдовно-

стi полiномiв, що породженi новим, бiматричним, методом;
Знайдено оцiнку знизу вiдхилення полiному, побудованого на основi но-

вого методу, вiд функцiї, що його породжує;
Одержано асимптотичну рiвностi, в iнтегральному видi, для точних

верхнiх меж наближень узагальненими тригонометричними полiномами
Un (f ; x; Λ1,2) в метрицi простору C неперервних 2π -перiодичних функцiй,
ψ -похiднi яких обмеженi.
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