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АРИФМЕТИКА НЕФАКТОРIАЛЬНИХ ОБЛАСТЕЙ
ЦIЛIСНОСТI З «IДЕАЛЬНИМИ» МНОЖНИКАМИ

В роботi розглядається нефакторiальне кiльце Z[
√
−5] та розклад його елементiв на про-

стi множники. Вiдсутнiсть однозначностi такого розкладу порушує окремi властивостi
подiльностi факторiальних кiлець, зокрема виявляються вiдсутнiми найбiльший спiльний
дiльник та найменше спiльне кратне для окремих чисел. Дана робота показує шляхи вiд-
шукання НСД та НСК для таких чисел за допомогою «iдеальних» множникiв, якi знахо-
дяться за межами Z[

√
−5] .

Ключовi слова: простий елемент, складений елемент, регулярний елемент, дiль-
ник одиницi, НСД, НСК.

Вступ
Однiєю iз задач, яка призвела до побудови теорiї кiлець, була задача про

розклад на простi множники. В деяких кiльцях кожний складений елемент
володiє однозначним розкладом, в iнших кiльцях розклад на простi множни-
ки iснує, але не виконується умова однозначностi, в третiх — iснують складенi
елементи, якi не мають розкладу на простi множники.

Областi цiлiсностi, що володiють однозначним розкладом на простi мно-
жники називають факторiальними. Вони є достатньо вiдомими i глибоко до-
слiдженими. В данiй статтi розглядаються нефакторiальнi кiльця. Неодно-
значнiсть розкладу окремих її елементiв приводить до того, що виникають су-
перечностi з вiдомими властивостями факторiальних кiлець, виникають про-
блеми iз визначенням найбiльших спiльних дiльникiв та найменших спiльних
кратних деяких пар елементiв нефакторiальних кiлець. Дана стаття показує,
яким чином можна вирiшити окремi з цих проблем.

Поштовхом до вiдкриття та вивчення областей з неоднозначним розкла-
дом на простi множники стали спроби довести Велику теорему Ферма. В
1844 роцi нiмецький математик Ернст Куммер, вивчаючи публiкацiї в Трудах
Французької Академiї, аналiзував доведення Кошi i Ламе. На думку Кумме-
ра, основна проблема полягала в тому, що доведення Кошi i Ламе спиралися
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на використання властивостi цiлих чисел, вiдомої пiд назвою єдиностi роз-
кладу на простi множники. Обидва представлених Академiї доведення спи-
ралися на комплекснi числа. Куммер звернув увагу на те, що хоча теорема
про єдинiсть розкладу на простi множники виконується для цiлих чисел, во-
на не обов’язково повинна виконуватися, якщо використовуються комплекснi
числа. Дана проблема розглядається також в [1, 2, 3].

В роботi розглядається кiльце Z[
√
−5] = {a+b

√
5i| a, b ∈ Z} , окремi йо-

го числа, що не володiють однозначним розкладом. Приєднуючи до Z[
√
−5]

числа, якi названо «iдеальними», вдається одержати однозначнi розклади,
якi i вирiшують проблеми визначення НСД та НСК для довiльних чисел,
хоча цi значення знаходяться за межами кiльця Z[

√
−5]

Основнi означення та зауваження
Представлення елемента a у виглядi добутку a = p1p2 . . . pn (n � 1 )

простих елементiв з умовою, що в кожному такому представленнi елемента
a число n обмежено зверху натуральним числом, яке залежить тiльки вiд
кiльця K i елемента a , називається факторизацiєю елемента a .

Нагадаємо, що всi ненульовi елементи, якi не є дiльниками одиницi, нази-
ваються регулярними елементами.

Елемент d називають найбiльшим спiльним дiльником a i b , якщо
вiн є спiльним дiльником a i b та довiльний iнший їх спiльний дiльник дi-
лить d .

Елементи a i b взаємно простими, якщо вони мають тiльки оборотнi
спiльнi дiльники ((a, b) = 1) .

Теорема 1. (Критерiй кiльця з факторизацiєю.) Область цiлiсностi є
кiльцем з факторизацiєю тодi i тiльки тодi, коли на множинi її регуляр-
них елементiв можна визначити функцiю θ iз значенням в множинi N ,
що володiє наступною властивiстю: для будь-яких регулярних елементiв a

i b θ(ab) > θ(a).

(Таку функцiю будемо називати нормою.)
Доведення.

Необхiднiсть. Нехай K – кiльце з факторизацiєю i a – його регулярний
елемент. Розглянемо всi рiзнi факторизацiї елемента a i покладемо θ(a) рiв-
ним максимальному числу простих, не обов’язково рiзних, спiвмножникiв в
факторизацiях елемента a . Якщо a = p1p2 . . . pθ(a) – факторизацiя елемента
a з максимальним числом простих спiвмножникiв i b = q1q2 . . . qn – деяка фа-
кторизацiя елемента b , то ab = p1p2 . . . pθ(a)q1q2 . . . qn є деяка факторизацiя
елемента ab i тому θ(ab) > θ(a) .
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Достатнiсть. Множину всiх значень функцiї θ позначимо через A . Так
як A – не порожня множина натуральних чисел, то вона мiстить мiнiмальний
елемент. Нехай θ1 – мiнiмальний елемент множини A . Якщо A\{θ1} �= ∅ ,
то позначимо її мiнiмальний елемент через θ2 . Продовжуючи цi мiркуван-
ня, отримаємо монотонно зростаючу послiдовнiсть θ1, . . . , θn, . . . всiх значень
функцiї θ . Методом математичної iндукцiї доведемо, що кожний регулярний
елемент допускає факторизацiю. Iндукцiю проведемо за номерами значень
функцiї θ .

Якщо для деякого p θ(p) = θ , то p – простий елемент. Дiйсно, нехай
p = p1p2 , де p1, p2 - регулярнi елементи, тодi θ(p) = θ(p1p2) > θ(p1) > θ1 ,
тобто θ(p) > θ1 , що суперечить вибору елементу p . Так як простий еле-
мент допускає факторизацiю, то будь-який елемент x , для якого θ(x) = θ1 ,
допускає факторизацiю.

Припустимо, що будь-який елемент a з умовою θ(a) < θn допускає фа-
кторизацiю. Нехай θ(b) = θn . Якщо b – простий елемент, то вiн допускає
факторизацiю, в протилежному випадку b = cd , де c i d – регулярнi еле-
менти. Iз означення функцiї θ випливає, що θ(c) < θn i θ(d) < θn , отже,
c i d допускають факторизацiю i елемент d можна представити у виглядi
скiнченого добутку простих множникiв. Методом вiд супротивного покажемо,
що для всiх можливих представлень елемента b у виглядi добутку простих
елементiв число спiвмножникiв обмежене. Нехай

b = p1p2 . . . ps, s � θ(b) + 1 (1)

Має мiсце тотожнiсть:

θ(b) = (θ(b)− θ(p2 . . . ps))+(θ(p2 . . . )− θ(p3 . . . ps)) + . . .

· · ·+ (θ(ps−1ps)−θ(ps)) + θ(ps)
(2)

Iз означення функцiї θ випливає, що кожний доданок в правiй частинi то-
тожностi (2) не менше одиницi, тому iз тотожностi (2) випливає, що θ(b) � s ,
що суперечить умовi (1).

�

Основна частина
Розглянемо кiльце Z[

√
−5] = {a+b

√
−5 |a, b ∈ Z} . Неважко перевiрити,

що Z[
√
−5] � Z[x]/(x2 + 5) є областю цiлiсностi. Визначимо функцiю θ на

Z[
√
−5] наступним чином: θ(a+ b

√
5i) = a2 + 5b2 . Легко доводиться, що

θ((a+ b
√
5i)(c+ d

√
5i)) = θ(a+ b

√
5i)θ(c+ d

√
5i) (3)
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Оскiльки θ(1) = 1 , то дiльниками одиницi є лише числа ε = x + y
√
5i ,

x, y ∈ Z такi, що θ(ε) = 1 , тобто x2 + 5y2 = 1 ⇒ x = ±1, y = 0 ⇒ ε = ±1 .
Так як θ(β) ∈ N ∀β ∈ Z[

√
−5], β �= 0, то для регулярного β маємо, що

θ(β) > 1 . Тодi, враховуючи (3) для довiльних регулярних α i β виконується
умова:

θ(α, β) = θ(α)θ(β) > θ(α).

За критерiєм кiльця з факторизацiєю, будь-який ненульовий елемент кiльця
Z[

√
−5] , що не є дiльником одиницi, розкладається в добуток простих еле-

ментiв, але такий розклад не є єдиним. Наприклад,
21 = (1 + 2

√
5i)(1− 2

√
5i) = 3 · 7.

Покажемо, що цiлi числа

α = 1 + 2
√
5i, α′ = 1− 2

√
5i,

β = 3, ρ = 7

нерозкладнi в Z[
√
−5] . Справдi, якби β = 3 розкладалось в добуток γδ , в

якому обидва множники вiдмiннi вiд одиницi, то ми мали б

9 = θ(3) = θ(γ)θ(δ).

Але розклад числа 9 на натуральнi множники, iз яких жоден не до-
рiвнює одиницi, можливий лише у виглядi 9 = 3 · 3 , так що мало б бути
θ(γ) = θ(δ) = 3 , i для γ = x+ y

√
5i з цiлими рацiональними x, y ми мали б

x2 + 5y2 = 3 , x2 � 3 , y2 � 3 , щo, очевидно, неможливо. Отже, β = 3 нероз-
кладне в Z[

√
−5] . Аналогiчно впевнюємося в тому, що ρ = 7 нерозкладне.

Нарештi, якби α розкладалося в добуток γδ з θ(γ) �= 1 i θ(δ) �= 1 , то ми
мали б θ(γ)θ(δ) = θ(α) = 21 , отже, або θ(γ) = 3, θ(δ) = 7 , або навпаки. Але
ми вище показали, що не може бути нiякого цiлого γ з θ(γ) = 3 . Отже, α ,
а тому i спряжене йому α′ , нерозкладнi.

Таким чином, число 21 двома суттєво рiзними способами представлене у
виглядi добутку нерозкладних в Z[

√
−5] цiлих чисел:

21 = (1 + 2
√
5i)(1− 2

√
5i) = 3 · 7.

(21 = αα′ = βρ)

Отримали суперечнiсть з традицiйною теорiєю подiльностi, бо нерозкла-
дне число 3 є дiльником добутку (1 + 2

√
5i)(1 − 2

√
5i) , але не входить в

жоден з його множникiв (1 + 2
√
5i) i (1− 2

√
5i) . З усього сказаного маємо,

що числа α = 1 + 2
√
5i i β = 3 не мають спiльних дiльникiв, крiм ±1 , бо

кожне з них нерозкладне, α � β i β � α . Тобто, (α, β) = 1 за означенням.
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Ми можемо спостерiгати суперечностi i при знаходженнi НСД i НСК. На-
приклад, (21, 7α) . Нетривiальними дiльниками числа 21 є ±α,±α′,±3,±7 ,
а числа 7α — ±1,±α,±7 . 7 i α є спiльними дiльниками 21 i 7α , причому
(7, α) = 1 . Але 7α � 21 , бо 21

7α = 3
α , a (3, α) = 1 . Тому (21, 7α) �= 7α . Також

(21, 7α) �= 7 , бо iнший спiльний дiльник α не дiлить 7 . З цiєї ж причини
(21, 7α) �= α . Не може бути (21, 7α) = 1 , оскiльки взаємно простi елементи
це тi, якi не мають iнших спiльних дiльникiв, крiм дiльникiв одиницi.

Так само не можливо знайти i [21, 7α] . Це можна показати двoма спосо-
бами.

1) Формула взаємозв’язку НСД i НСК
(
[a, b] = ab

(a,b)

)
має мiсце завжди,

якщо iснує (a, b) . В даному випадку ми не можемо нею скористатися.

2) За означенням НСК (a, b) , це спiльне кратне a i b , яке дiлить довiльне
iнше спiльне кратне a i b . Серед кратних 147α = 21 · 7α , 147 = 21 · 7 ,
21α – не iснує НСК:

a) 147α
21 = 7α , 147α

7α = 21 ∈ Z[
√
−5] , але 21α

147α = 1
7 �∈ Z[

√
−5] . Тобто

[21, 7α] �= 147α .

б) 21α
21 = α, 21α

7α = 3 ∈ Z[
√
−5] , але 21α � 147 , оскiльки

147
21α = 7

α �∈ Z[
√
−5] , тому [21, 7α] �= 21α

в) Аналогiчно 147 i всi iншi спiльнi кратнi не можуть бути НСК (21, 7α) .

Вiдмiтимо далi, що хоча нерозкладнi в Z[
√
−5] числа α = 1 + 2

√
5i i

β = 3 , i не мають нетривiального спiльного множника, який належав би
Z[

√
−5] , але мають спiльний множник (який не є одиницею) в iншому кiль-

цi. Справдi, квадрати α2 = −19 + 4
√
5i i β2 = 9 дiляться на цiле число

λ = 2 +
√
5i , яке не є одиницею:

α2 = (2 +
√
5i)(−2 + 3

√
5i), β2 = (2 +

√
5i)(2−

√
5i).

Отже, α2

λ i β2

λ - цiлi. Так само квадрати α′2 i ρ2 дiляться на
τ = −2− 3

√
5i :

α′2 = (2−
√
5i)(−2− 3

√
5i), ρ2 = 72 = (−2− 3

√
5i)(−2 + 3

√
5i),

тобто α′2
τ i ρ2

τ -цiлi.
Тепер число

√
λ (яке не належить кiльцю Z(

√
−5) ) має властивостi най-

бiльшого спiльного дiльника чисел α i β .
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Подвiйний розклад αα′ = βρ на нерозкладнi в Z[
√
−5] множники вияв-

ляється можливим тому, що

α =
√
λ
√
τ ′, α′ =

√
λ′√τ , β =

√
λ
√
λ′, ρ =

√
τ
√
τ ′

i в добутку 21 =
√
λ
√
λ′√τ

√
τ ′ чотири «iдеальнi» множники, якi не нале-

жать Z[
√
−5] , можуть декiлькома способами бути з’єднанi в пари, якi при

множеннi дають числа iз Z[
√
−5] , причому всi вони попарно взаємно простi.

Завдяки введенню «iдеальних» множникiв вдається вiдновити закон
однозначностi розкладу на простi множники i побудувати арифметику, по-
дiбну до звичайної. Так, наприклад, оскiльки

21 =
√
λ
√
λ′√τ

√
τ ′ 7α =

√
τ
√
τ ′
√
λ
√
τ ′,

то легко знаходяться

(21, 7α) =
√
λ
√
τ
√
τ ′ = 7

√
λ = α

√
τ �∈ Z[

√
−5]

[21, 7α] =
√
λ
√
λ′√τ

√
τ ′ = 21

√
τ ′ = 7α

√
λ′ �∈ Z[

√
−5].

Висновки
Дослiджуючи технiку видiлення «iдеальних множникiв» у нефакторiаль-

них областях цiлiсностi, ми зустрiлися з фактами, якi суперечать властиво-
стям подiльностi в факторiальних кiльцях. Опишемо цi суперечностi.

Для факторiальної областi цiлiсностi K , якщо (a, b) = 1 (a, b ∈ K) , то
(a2, b2) = 1 . В кiльцi Z[

√
−5] , якщо α = 1 + 2

√
5i , то як було зазначено,

(α, 3) = 1 , але α2 = λτ ′, 32 = λλ′ , звiдки (α2, 32) = λ �= 1 .
Наступна суперечнiсть виникає з властивiстю простих в K :

(a, b) = 1, ac
...b ⇒ c

...b,

Оскiльки (α, 3) = 1 i 21
...3 , то розглядаючи 21 = α · α′ та враховуючи, що

α′ – просте, отримуємо, що 3 � α′.
В кiльцi K маємо властивiсть НСД: (ac, bc) = c(a, b) . В нашому прикладi

(α, 3) = 1 , але (21, 7α) = (7 · 3, 7 · α) �= 7 .
При використаннi «iдеальних» множникiв, всi цi суперечностi зника-

ють. Та виникає питання, чи можна побудувати таке розширення кiльця
Z[

√
−5] , яке було б факторiальним. Проста перевiрка показує, що розши-

рення Z[
√
−5][

√
λ,

√
λ′,

√
τ ,
√
τ ′] не розв’язує цього питання, оскiльки, на-

приклад
6 = 2 · 3 = (1 +

√
5i)(1−

√
5i)
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32 = λ · λ′ (λ = 2 +
√
5i)

22 = 4 = (−2)(−2) ⇒ 2 = (
√
2i)(−

√
2i)

(1 +
√
5i)2 = −4 + 2

√
5i = (−2)λ′

(1−
√
5i)2 = −4− 2

√
5i = (−2)λ,

отже
6 =

√
λ
√
λ′(

√
2i)(−

√
2i),

а числа
√
2i i −

√
2i �∈ Z[

√
−5][

√
λ,

√
λ′,

√
τ ,
√
τ ′] .

Також цiкаво, для яких кiлець типу Z[
√−p] можна застосовувати вико-

ристання «iдеальних» множникiв? Яка будова кiлець кiлець Z[ 3
√
p] ?
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