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НАПIВГРУПИ ВIДОБРАЖЕНЬ,
ЩО ЗБЕРIГАЮТЬ БIНАРНЕ ВIДНОШЕННЯ

Розглядаються напiвгрупи часткових i повних перетворень множини X , якi зберiгають
бiнарне вiдношення задане на X . Розглянуто випадок, коли бiнарне вiдношення є вiдно-
шенням порядку або квазiпорядку.
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Вступ
Для довiльної множини X нехай T (X) –— напiвгрупа перетворень

α : X → X iз операцiєю x(αβ) = (xα)β . Далi, нехай PT (X) –— мно-
жина всiх часткових перетворень, тобто вiдображень β : X1 → X , де
X1 ⊆ X . Множина X1 називається областью визначення вiдображення β

i позначається Domβ . Операцiю в напiвгрупi PT (X) виконують за прави-
лом x(αβ) = (xα)β при x ∈ Domα ∩ (Domβ)α−1 . Нарештi, нехай B(X) –
— напiвгрупа бiнарних вiдношень на множинi X . Нехай σ ∈ B(X) . Для
x ∈ X покладемо Ax = {y|(x, y) ∈ σ} . Тодi σ можна розглядати як ба-
гатозначне вiдображення x �→ Ax . Очевидно, T (X) i PT (X) –— пiдна-
пiвгрупи напiвгрупи B(X) i T (X) ⊆ PT (X) ⊆ B(X) . При |X| > 1 маємо
T (X) ⊂ PT (X) ⊂ B(X) . У випадку коли X –— скiнчена множина, елементи
цих напiвгруп можна записувати як звичайнi пiдстановки. Наприклад, якщо
X = {1, 2, 3, 4} , то

α =

(
1 2 3 4
3 3 4 1

)
∈ T (X), β =

(
1 2 3 4
2 − 2 3

)
∈ PT (X),

γ =

(
1 2 3 4
− {1, 3, 4} 3 {1, 2}

)
∈ B(X)

Вiдомо i iнше представлення елементiв напiвгрупи B(X) , тобто представ-
лення у виглядi матриць iз 0 та 1 (булевих матриць). Елемент σ ∈ B(X) в
цьому випадку представляється у виглядi матрицi σ = ‖σij‖i,j∈X , де
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σij =

{
1 якщо (i, j) ∈ σ,
0 якщо (i, j) 
∈ σ.

Наприклад, наведений вище елемент γ можна представити наступним
чином:

γ =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎠

Нехай X –— множина, на якiй задано бiнарне вiдношення σ , i
α : X → X –— вiдображення. Будемо казати, що α зберiгає σ , якщо

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ σ ⇒ (xα, yα) ∈ σ. (1)

Вiдзначимо, що задання на множинi X бiнарного вiдношення σ рiвно-
сильно заданню графа з множиною вершин X , а вiдображення α : X → X ,
яке зберiгає вiдношення σ , –— ендоморфiзм цього графа. Поняття ендомор-
физму графа допускає ряд модифiкацiй, якi узагальнюють означення (1)
[4, 5]. Обгляд робiт по напiвгрупам ендоморфiзмiв графiв представлено в
[7].

Основна частина
Необхiдна i достатня умова збереження вiдношення σ надає наступне

твердження.

Твердження 1. [6] Вiдображення α ∈ T (X) зберiгає вiдношення σ в то-
му i тiльки в тому випадку, коли σα ⊆ ασ (в розумiннi добутку бiнарних
вiдношень).

Позначимо через Tσ(X) множину всiх α ∈ T (X) , якi зберiгають σ . За
умовою маємо Tσ(X) = {α ∈ T (X)|σα ⊆ ασ} . Неважко перевiрити, що
Tσ(X) –— пiднапiвгрупа напiвгрупи T (X) , навiть пiдмоноїд. У випадку ко-
ли σ –— вiдношення порядку або квазiпорядку на множинi X , напiвгрупу
Tσ(X) називають напiвгрупою iзотонних перетворень. Ця напiвгрупа несе iн-
формацiю про будову квазiвпорядкованої множини X . Л.М. Глускiн довiв
[2], що якщо для двох квазiвпорядкованих множин X i Y напiвгрупи Tσ(X)
i Tσ(Y ) iзоморфнi, то множини X i Y iзоморфнi або антиiзоморфнi.

Цiкаве питання про регулярнiсть напiвгрупи Tσ(X) . Якщо σ — вiдноше-
ння порядку, то необхiдна i достатня умова регулярностi напiвгрупи Tσ(X)
отриманi в [1], бiльш прозорi умови, у випадку коли (X, σ) — ланцюг, — в
[3].
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Для елементiв напiвгруппи PT (X) «збереження σ » можна розумiти дво-
яко.

Означення 1. Часткове вiдображення α ∈ PT (X) прийнятне для σ ,
якщо

∀x, y ∈ Domα(x, y) ∈ σ ⇒ (xα, yα) ∈ σ. (2)

Означення 2. Часткове вiдображення α ∈ PT (X) спiвставляється з σ ,
якщо

σα ⊆ ασ. (3)

Нехай
PT σ(X) = {α ∈ PT (X)|α прийнятне для σ},
˜PT σ(X) = {α ∈ PT (X)|α спiвставляється з σ}.

Не важко перевiрити, що PT σ(X) i ˜PT σ(X) — моноїди, є пiдмоноїдами
моноїда PT (X) . Наступне твердження показує, що ˜PT σ(X) ⊆ PT σ(X) .

Твердження 2. [6] Для довiльного α ∈ PT (X) справедлива iмплiкацiя
(3) ⇒ (2) , але iснують приклади, коли (2) 
⇒ (3) .

Iз умови (3) випливає умова

∀x, y ∈ X ((x, y) ∈ σ & y ∈ Domα ⇒ x ∈ Domα) (4)

Твердження 3. [6] Для довiльного α ∈ PT (X) справедлива iмплiкацiя
(2) & (4) ⇒ (3) .

Розглянемо тепер бiльш докладно випадок, коли σ — квазiпорядок. Бу-
демо позначати цей квазiпорядок через � .

Теорема 1. [6] Нехай (X,�) — квазiвпорядкована множина. Напiвгрупа
PT �(X) регулярна тодi й лише тодi, коли виконується хоча б одна умова:

1) X — антиланцюг;

2) X — ланцюг;

3) x � y для всiх x, y ∈ X .

Позначимо через Δ вiдношення рiвностi на множинi X . Для σ ⊆ X×X
транзитивне замикання вiдношення σ будемо обозначати через σt . Наре-
штi, обозначимо через ω будь-який лiнiйний порядок на множинi X . Для
вiдношення σ , яке задовольняє умовi Δ ⊆ σ ⊆ ω , σt = ω питання про
регулярнiсть напiвгрупи PTσ(X) вирiшується наступним твердженням.
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Твердження 4. [6] Нехай σ — бiнарне вiдношення на X , Δ ⊆ σ ⊆ ω , де
ω — лiнiйний порядок i σt . Якщо напiвгрупа PT σ(X) регулярна, то σ = ω .

Доведення. Нехай σ 
= ω . Вiзьмемо пару (a, b) ∈ ω \ σ . Так як σt = ω

то σ 
= Δ , тому iснує пара (c, d) ∈ σ \Δ . Покладемо α =

(
a b
c d

)
. Очеви-

дно, α ∈ PT σ(X) . Якщо β ∈ PT σ(X) — такий елемент, що αβα = α , то
c, d ∈ Domβ и cβ = α , dβ = b , звiдки отримуємо, що β не зберiгає вiдноше-
ння σ . Це протирiчить вибору β . Звiдки отримуємо, що α — нерегулярний
елемент напiвгрупи PT σ(X) .

Нехай IS(X) пiдмножина напiвгрупи часткових перетворень PT (X) ко-
жен елемент якої є взаємнооднозначним частковим перетворенням (частко-
вою пiдстановкою). А вiдношення рiвностi (дiагональ)

ιX = {(x, x)|x ∈ X}.

Лема 1. IS(X) є iнверсною напiвгрупою.

Для часткової пiдстановки α =
(

x
xα

∣∣x ∈ X
)
iнверсна до неї визначається

таким чином

α−1 =
(xα
x

| x ∈ Domα
)
⊕
(y
∅ | y ∈ X \Domα

)

Тут символом ⊕ позначено пряму суму перетворень, що дiють на множинах
якi не перетинаються. Для перетворень α ∈ PT (X) , β ∈ PT (Y ) , X∩Y = ∅ ,
їх пряма сума α⊕ β визначається рiвнiстю

z(α⊕ β) =

{
zα якщо z ∈ X
zβ якщо z ∈ Y

Довiльну iнверсну напiвгрупу S можна упорядкувати, поклавши для
будь-яких елементiв a, b ∈ S

a � b ⇔ ∃e ∈ S(e2 = e) : a = eb

Лема 2. Вiдношення � на iнверснiй напiвгрупi S є вiдношенням частко-
вого порядку.

Доведення – очевидна перевiрка умов часткового порядку.
Для симетричної iнверсної напiвгрупи IS(X) маємо таке твердження

Теорема 2. В симетричнiй iнверснiй напiвгрупi IS(X) , α � β тодi й
лише тодi, коли α ⊆ β .
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Доведення.Досить пересвiдчитись, що для вiдношень α, β ∈ IS(X) ⊂ B(X)
нерiвнiсть α � β має мiсце тодi й лише тодi коли α ⊆ β . Нехай α, β еле-
менти напiвгрупи IS(X) i α � β . Тодi в множинi X iснує пiдмножина C
для якої α = ιCβ . Якщо (x, y) ∈ α , то iснує такий елемент z ∈ X , що
(x, z) ∈ ιC , (z, y) ∈ β . Тобто x = z ∈ C i також (x, y) ∈ β . А тому α ⊆ β .

Навпаки, нехай α ⊆ β мiстить елемент ιDom(α)β . Тодi

(x, y) ∈ α ⇒ (x, x) ∈ ιdom(α), (x, y) ∈ β ⇒ (x, y) ∈ ιdom(α)β,

i тому α ⊆ ιdom(α)β . Виходячи з оберненого включення, вважаємо, що
(x, y) ∈ ιDom(α)β . Тодi x ∈ Dom(α) i (x, y) ∈ β . Тобто iснує xα ∈ X та-
кий, що (x, xα) ∈ α ⊆ β . З того, що β є частковим вiдображенням маємо
xα = y . Тобто (x, y) ∈ α .

Ми показали, що α = ιDom(α)β i остаточно α � β в IS(X) .

Висновки
В роботi розглянутi деякi регулярнi напiвгрупи напiвгруп часткових та

повних перетворень скiнченої множини на яких зберiгається бiнарне вiдно-
шення.
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