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ОСНОВНI МЕТРИЧНI ЗАДАЧI НА ПРЯМI У ПЛОЩИНI В
АФIННИХ КООРДИНАТАХ

Дана стаття присвячена методичним i теоретичним аспектам вивчення теми «метричнi
задачi на пряму в площинi в афiнних координатах», яка, з урахуванням сучасної тен-
денцiї, є невiд’ємною складовою при викладаннi об’єднаного курсу з лiнiйної алгебри та
аналiтичної геометрiї для студентiв фiзико-математичних спецiальностей ВНЗ.
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«Ничто не в силах остановить математика. Не остановился он даже
перед авторитетом Декарта, искривив прямоугольную систему коорди-
нат, названную в честь величайшего математика и мыслителя XVII века
декартовой.»

Р. Глазер

Вступ
Сьогоднi перед вiтчизняними ВНЗ, що готують майбутнiх викладачiв,

зокрема викладачiв фiзики та математики, постало надважливе завдання –
формувати фахiвцiв з високим рiвнем професiйної компетентностi.

Традицiйно, дисциплiни «Аналiтична геометрiя» i «Лiнiйна алгебра та
аналiтична геометрiя» є нормативними дисциплiнами у навчальних планах
пiдготовки фахiвцiв фiзико-математичних спецiальностей педагогiчних ВНЗ.

Загально-визнаною вимогою сучасностi є теза про те, що студенти повиннi
бачити та усвiдомлювати «... не лише стрункiсть i красу теоретичної думки,
а й можливостi застосування апарату аналiтичної геометрiї в iнших роздi-
лах математики, для розв’язання практичних задач у рiзних галузях виро-
бництва й економiки, оскiльки подальша викладацька дiяльнiсть студентiв-
математикiв», зокрема якi здобувають освiтньо-квалiфiкацiйний рiвень магi-
стра за спецiальнiстю 8.04020101 Математика*, «... передбачатиме навчання
спецiалiстiв рiзного профiлю» [6] .
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На превеликий жаль, вiдповiдними освiтньо-професiйними програмами
пiдготовки фахiвцiв для зазначених дисциплiн не передбачено змiстових мо-
дулiв «Метричнi задачi на . . . в афiнних координатах». Можливо саме тому в
бiльшостi «рекомендованих» пiдручниках, методичних посiбниках та збiрни-
ках задач з аналiтичної геометрiї (кiлькiсть яких постiйно i стрiмко зростає)
для студентiв педагогiчних (i не лише) ВНЗ метричнi задачi розглядають
виключно в декартових прямокутних координатах. Але ж зазначенi фахiв-
цi повиннi володiти методами аналiтичної геометрiї, зокрема багатовимiрної
[3] , не лише евклiдового, а й афiнного просторiв.

Одним iз пiдтверджень сучасної тенденцiї об’єднання традицiйно рiзних
роздiлiв математики в одну дисциплiну, з метою досягнення наочностi алге-
браїчних абстракцiй та лаконiчностi геометричних доведень, є те, що тема
«Метричнi задачi на . . . в афiнних координатах» є невiд’ємною складовою
об’єднаного курсу з лiнiйної алгебри та аналiтичної геометрiї для студентiв
фiзико-математичних спецiальностей «класичних» унiверситетiв [12, 5].

Особливiстю курсу аналiтична геометрiя є його (майже безпрецедентна)
геометрична наочнiсть. I тому, саме через цю обставину, для розвитку бiльш
фундаментальних математичних уявлень студентiв необхiдно здiйснювати цi-
леспрямоване навчання взаємопов’язаному використанню i «взаємоперекла-
дам» мiж природними для цих математичних курсiв формами iнформацiї:
геометричною наочнiстю i символьними образами.

Ще у 1970 р. (у журналi «Успехи математических наук», том XXV, вип.
1 (151)) Л.Д. Кудрявцев зазначив, що «Именно, курс геометрии излагае-
тся, как правило, более интуитивно, приводимые в нем доказательства часто
основываются на наглядных соображениях, необходимость использования в
ряде вопросов методов других разделов математики (алгебры, анализа) за-
тушевывается». До зазначеного додамо, що в багатьох випадках правильнi
iнтуїтивно-наочнi уявлення взагалi витiсняють строго-математичнi обгрун-
тування деяких фактiв (не аксiоматичного характеру). Не можна не пого-
дитися й з тим, що такий одночасно рiзний пiдхiд до вимог математичної
строгостi дiйсно викликає ускладнення та «подвiйнi стандарти» у студентiв,
що вивчають цю дисциплiну. Втiшає те, що зазначеної вади позбавлена до-
статня кiлькiсть гарних пiдручникiв та курсiв лекцiй з аналiтичної геометрiї.
Найбiльш яскравими з них, на думку авторiв, є [1, 2, 10, 11, 7]. Як зазначив
П.С. Александров в [1]: «Что касается Б.Н. Делоне, то богатство его геоме-
трических идей делает его книгу [2] (совместную с Д.А. Райковым) образцом
геометрического мышления и изложения, который сохраняет и на многие го-
ды сохранит свое значение».
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В [2] Б.Н. Делоне наголошує на необхiдностi широкого розвитку афiн-
ної точки зору оскiльки зв’язок аналiтичної геометрiї з такими важливими
роздiлами математики, як аналiз (зокрема функцiональний) i алгебра, вiд-
бувається саме через афiнну i метричну геометрiю. Слiд зазначити, що в [2]
крiм звичайного матерiалу, який вiдноситься до рiзних видiв рiвнянь прямої
та рiзних задач на пряму, зокрема метричних, коротко викладено й поняття
про метод скорочених позначень для прямої.

Роздiли «Метричнi задачi на . . . в афiнних координатах» вперше було за-
пропоновано П.С. Моденовим i О.С. Пархоменком у 1976 р. в збiрнику задач
з аналiтичної геометрiї [8]. Причому всi задачi таких роздiлiв авторами було
класифiковано як задачi теоретичного характеру i пiдвищеної складностi.
У вiдповiдному роздiлi [8] для зазначених задач наведено розв’язки-вiдповiдi,
якi пiзнiше також було наведено i в [9] у виглядi доволi повного довiдкового
матерiалу. За словами П.С. Александрова «... всякому понятно, что нельзя
овладеть таким предметом, как аналитическая геометрия, не решая относя-
щиеся к нему основные задачи. Но решению задач надо научить, ...» [1] .
В роботi [4] викладено алгоритмiчний пiдхiд (при застосуваннi координатно-
векторного методу) до розв’язування певного кола метричних задач за допо-
могою введення афiнної системи координат. Представлена стаття, в певному
сенсi, є її логiчним продовженням. Отже, метою даної статтi є:
1) виокремлення та доповнення «ключових» задач вправами теоретичного
характеру, якi б (в певному розумiннi) «повно» охоплювали основнi метричнi
задачi «на прямi в площинi»;
2) наведення (з дотриманням належного рiвня строгостi) розв’язань зазна-
чених задач в афiнних координатах за алгоритмами, якi без змiн (проте з
очевидними значними спрощеннями) доцiльно використовувати при розв’я-
зуваннi цих задач в косокутних та прямокутних координатах.

Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Нагадаємо [1] , що узагальненою декартовою (або ж афiнною) системою

координат на площинi називають трiйку (O;−→e1 ,−→e2 ) , де O – деяка фiксова-
на точка даної площини – початок координат, а −→e1 ,−→e2 – базиснi вектори
(впорядкована пара неколiнеарних векторiв з початком у точцi O ), напря-
ми яких визначають додатнi напрями координатних осей OX (абсцис) i OY
(ординат) вiдповiдно – рис. 1 a) .

В подальшому будемо вважати, що ω = ∠(−→e1 ,−→e2 ) ∈ (00; 1800) , а вiсь OY
одержується в результатi повороту осi OX навколо точки O на кут ω у
напрямку проти руху годинникової стрiлки.
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Площину з вибраною на нiй узагальненою декартовою (афiнною) систе-
мою координат називають (афiнною) координатною площиною.

Добре вiдомо, що кожнiй точцi M афiнної площини в єдиний спосiб мо-
жна поставити у вiдповiднiсть впорядковану пару чисел (x, y) , якi є коефi-
цiєнтами розкладу її радiус-вектора

−−→
OM за базисними векторами −→e1 ,−→e2 .

I навпаки, кожнiй впорядкованiй парi чисел (x, y) ставиться у вiдповiднiсть
єдина точка площини, що є кiнцем радiус-вектора x · −→e1 + y · −→e2 .

З огляду на зазначену зiставленнiсть, кожну точку афiнної площини ото-
тожнюють з вiдповiдною їй впорядкованою парою чисел, якi й називають
афiнними координатами точки.
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Рис. 1: a) – афiнна система координат (АСК); b) – косокутна система координат (КСК);
c) – прямокутна система координат (ПСК)

Означення 1. Афiнну систему координат (АСК) називатимемо косокут-
ною (КСК), якщо (при фiксованiй одиницi довжини) всi її базиснi вектори
є ортами, тобто |−→e1 | = |−→e2 | = 1 – рис. 1 b) .
Iнколи говорять, що КСК породжується нормованим базисом.

Означення 2. Косокутну систему координат називатимемо прямокут-
ною (ПСК), якщо базиснi вектори є (попарно) ортогональними, тобто
∀i �= j ∠ (−→ei ,−→ej ) = 900 – рис. 1 c) .
Часто говорять, що ПСК породжується ортонормованим базисом.

Означення 3. [11] Метричними коефiцiєнтами gij базису {−→e1 ,−→e2} (на
площинi) називають наступнi скалярнi добутки

gij = 〈−→ei ,−→ej 〉 = |−→ei | · |−→ej | · cos∠ (−→ei ,−→ej ) ∀i, j ∈ {1, 2}. (1)

Матрицю G =

(
g11 g12
g21 g22

)
, елементами якої є зазначенi добутки, назива-

ють матрицею Грама метричних коефiцiєнтiв базису {−→e1 ,−→e2} .
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З урахуванням (1) , мають мiсце рiвностi

g11 = |−→e1 |2 , g22 = |−→e2 |2 , g12 = g21 = |−→e1 | · |−→e2 | · cos∠ (−→e1 ,−→e2 ) . (2)

I тому матриця Грама метричних коефiцiєнтiв нормованого базису (ма-
триця Грама для КСК) має вид

G =

(
1 cosω
cosω 1

)
, ω = ∠(−→e1 ,−→e2 ). (3)

Матриця Грама коефiцiєнтiв ортонормованого базису (матриця Грама для
ПСК) є одиничною матрицею

G =

(
1 0
0 1

)
. (4)

Добре вiдомо (напр. [12]), що якщо два вектори (на площинi) задано сво-
їми координатами −→a = {a1; a2} , −→

b = {b1; b2} вiдносно базису {−→e1 ,−→e2} , то
їх скалярний добуток можна обчислити за формулою〈−→a ,

−→
b
〉
=

2∑
i=1

2∑
j=1

gijaibj = (a1 a2) ◦G ◦
(

b1
b2

)
= AT ◦G ◦B, (5)

де A , B — матрицi-стовпцi, елементами яких є координати векторiв −→a i−→
b вiдповiдно; AT – матриця-рядок, що є транспонованою до матрицi A .

Оскiльки 〈−→a ,−→a 〉 = |−→a |2 , то наслiдком з (5) є наступна формула

|−→a | =
√

(a1 a2) ◦G ◦
(

a1
a2

)
=

√
AT ◦G ◦ A. (6)

Слiд зазначити, що для кожного базису, зокрема {−→e1 ,−→e2} , визначник
‖G‖ матрицi Грама є строго додатним. В останньому не важко перекона-
тися, оскiльки

‖G‖ = g11g22 − g212 = |−→e1 |2 |−→e2 |2 − (|−→e1 | |−→e2 | cos∠ (−→e1 ,−→e2 ))2 =
= |−→e1 |2 |−→e2 |2 sin2∠ (−→e1 ,−→e2 ) > 0.

Бiльш детально з наведеними поняттями та фактами можна ознайомити-
ся, наприклад в [1 – 3], [5], [11].

При викладi подальшого матерiалу (без додаткових пояснень) ми будемо
використовувати елементарнi вiдомостi з «афiнних задач на прямi в площинi»
[10], найпростiшi факти «векторної алгебри» i «терiї визначникiв», основнi
дiї з матрицями та певнi факти «метричної теорiї векторiв», з якою можна
детально ознайомитися в [9, 11].
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Основна частина
В умовах всiх наведених нижче задач координати даних точок i векто-

рiв та рiвняння прямих задано вiдносно фiксованої афiнної системи коорди-
нат АСК (O;−→e1 ,−→e2 ) , gij , (i = 1, 2) – метричнi коефiцiєнти базису {−→e1 ,−→e2} ,
G = (gij) – матриця Грама, ‖G‖ – визначник матрицi Грама, G−1 – матриця,
обернена до матрицi G .

Задача 1. Рiвняння прямої l , що проходить через дану точку
L0(x0; y0) перпендикулярно заданому вектору −→n = {n1;n2}

Нехай (x; y) – координати довiльної але фiксована точки L прямої l .
Тодi очевидно, що вектор

−−→
L0L = {x − x0; y − y0} є перпендикулярним до

вектора −→n = {n1;n2} . I тому (з урахуванням необхiдної i достатньої умови
ортогональностi векторiв) координати кожної точки L(x; y) прямої l задо-
вольняють матричному рiвнянню

(n1 n2) ◦G ◦
(

x− x0
y − y0

)
= 0,

яке в розгорнутому виглядi набуває вид

(n1g11 + n2g21)(x− x0) + (n1g12 + n2g22)(y − y0) = 0. (7)

Тепер припустимо, що координати (x′; y′) певної точки L′ задовольня-
ють рiвняння (7) . Тодi (з урахуванням необхiдної i достатньої умови орто-
гональностi векторiв) радiус-вектор

−−→
L0L

′ = {x′ − x0; y
′ − y0} цiєї точки є

ортогональним до вектора −→n = {n1;n2} . З останнього й випливає, що кiнець
L′(x′; y′) цього вектора належить прямiй l .

Отже, вiдносно афiнної системи координат (надалi – АСК) шуканим
рiвнянням прямої l , яка задовольняє зазначеним умовам, є рiвняння (7) .

Вiдносно косокутної системи координат з координатним кутом ω
(надалi – КСК з КК ω ) рiвняння (7) набуває вид

(n1 + n2 cosω)(x− x0) + (n1 cosω + n2)(y − y0) = 0. (8)

Вiдносно прямокутної системи координат (надалi – ПСК) рiвняння (7)
(або ж рiвняння (8) для випадку ω = π/2 ) набуває добре знайомий вид

n1(x− x0) + n2(y − y0) = 0. (9)

Зауважимо, що задання прямої у зазначений в цiй задачi спосiб, можна
тлумачити як «геометричне мiсце кiнцiв колiнеарних векторiв зi спiльним
початком, якi є ортогональними до даного (не нульового) вектора».
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Нагадаємо, що нормальним (напрямним) вектором прямої називають
будь-який ненульовий вектор, що є перпендикулярним (паралельним) до цiєї
прямої. Напрямний та нормальний вектор однiєї прямої є ортогональними.

Задача 2. Нормальний вектор прямої l : ax+ by + c = 0

Добре вiдомо, що в якостi напрямного вектора прямої l : ax+ by + c = 0

завжди можна обрати вектор
−→
l = {b;−a} . Тодi задача про знаходження ко-

ординат нормального вектора прямої l зводиться до задачi про знаходження
вектора −→n , ортогонального до вектора

−→
l .

Отже, нехай {n1;n2} – шуканi координати нормального вектора −→n пря-
мої l . Зауважимо, що шуканi n1 i n2 достатньо знайти з точнiстю до їх
вiдношення, тобто достатньо знайти вiдношення n1

n2
.

Для цього скористаємося необхiдною i достатньою умовою ортогонально-

стi векторiв −→n i
−→
l в матричному виглядi (b ...− a) ◦G ◦

(
n1

n2

)
= 0 , яка в

розгорнутому виглядi набуває вид (bg11 − ag21)n1 + (bg12 − ag22)n2 = 0.
Звiдки n1 : n2 = (ag22 − bg12) : (bg11 − ag21) . Таким чином, вiдносно АСК
в якостi шуканих координат {n1;n2} нормального вектора прямої l можна
обрати зазначено пару чисел, тобто вектор

−→n = {ag22 − bg12; bg11 − ag21}. (10)

Вiдносно КСК з КК ω в якостi нормального вектора можна обрати вектор
−→n = {a− b cosω; b− a cosω}, (11)

а вiдносно ПСК – добре знайомий вектор виду
−→n = {a; b}. (12)

Задача 3. [4] Умови перпендикулярностi двох прямих
l1 : a1x+ b1y + c1 = 0 i l2 : a2x+ b2y + c2 = 0

Двi зазначенi прямi є перпендикулярними тодi i лише тодi, коли орто-
гональними є їх напрямнi вектори

−→
l1 = {b1;−a1} i

−→
l2 = {b2;−a2} . Тому

з урахуванням умови (10) , необхiдну i достатню умову перпендикулярностi
прямих l1 i l2 (заданих рiвняннями вiдносно АСК) можна подати у виглядi

l1⊥l2 ⇔ a1a2g22 − g12(a1b2 + a2b1) + b1b2g11 = 0. (13)

Вiдносно КСК з КК ω умова (13) набуває вид

l1⊥l2 ⇔ a1a2 − (a1b2 + a2b1) cosω + b1b2 = 0, (14)

а вiдносно ПСК –
l1⊥l2 ⇔ a1a2 + b1b2 = 0. (15)
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Задача 4. [4] Рiвняння прямої m , що проходить через дану точку
M0(x0; y0) перпендикулярно до заданої прямої l : ax+ by + c = 0

Оскiльки пряма m є перпендикулярною до прямої l : ax+by+c = 0 , то в
якостi нормального її вектора можна обрати напрямний вектор

−→
l = {b;−a}

прямої l . Тому, з урахуванням задачi 1 (рiвняння (7) при n1 = b, n2 = −a ),
вiдносно АСК шукане рiвняння прямої m має вид

(bg11 − ag21)(x− x0) + (bg12 − ag22)(y − y0) = 0. (16)

Вiдносно КСК з КК ω рiвняння (16) набуває вид

(b− a cosω)(x− x0) + (b cosω − a)(y − y0) = 0, (17)

а вiдносно ПСК
b(x− x0)− a(y − y0) = 0. (18)

Вправа 1. [4] Покажiть, що рiвняння прямої, яка проходить через то-
чку M0(x0; y0) i є перпендикулярно до осi OX , можна подати рiвнянням
виду

g11 · (x− x0) + g12 · (y − y0) = 0, (19)

яке вiдносно КСК з КК ω набуває вид

(x− x0) + cosω · (y − y0) = 0, (20)

а вiдносно ПСК –
x− x0 = 0. (21)

Вправа 2. [4] Покажiть, що рiвняння прямої, яка проходить через то-
чку M0(x0; y0) i є перпендикулярно до осi OY , можна подати рiвнянням
виду

g21 · (x− x0) + g22 · (y − y0) = 0, (22)

яке вiдносно КСК з КК ω набуває вид

(x− x0) cosω + (y − y0) = 0, (23)

а вiдносно ПСК –
y − y0 = 0. (24)

Задача 5. Кут мiж прямими l1 : a1x+b1y+c1 = 0 i l2 : a2x+b2y+c2 = 0

Шуканий кут (менший з двох сумiжних) мiж прямими l1 i l2 можна знайти
як кут мiж напрямними векторами

−→
l1 = {b1;−a1} i

−→
l2 = {b2;−a2} цих

прямих. Як вiдомо, cos∠
(−→
l1 ,

−→
l2

)
=
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=

〈−→
l1 ,

−→
l2

〉
√〈−→

l1 ,
−→
l1

〉√〈−→
l2 ,

−→
l2

〉 =

(
b1 −a1

)
◦G◦

⎛⎝ b2
−a2

⎞⎠
√√√√√(

b1 −a1
)
◦G◦

⎛⎝ b1
−a1

⎞⎠
√√√√√(

b2 −a2
)
◦G◦

⎛⎝ b2
−a2

⎞⎠
.

Звiдки косинус не тупого кута θ = ∠(l1, l2) можна знайти за формулою

cos θ =
|b1b2g11 + a1a2g22 − g12(a1b2 + a2b1)|√

b21g11 + a21g22 − 2a1b1g12
√

b22g11 + a22g22 − 2a2b2g12
. (25)

Вiдносно КСК з КК ω (25) набуває вид

cos θ =
|a1a2 + b1b2 − (a1b2 + a2b1) cosω|√

a21 + b21 − 2a1b1 cosω
√

a22 + b22 − 2a2b2 cosω
, (26)

а вiдносно ПСК

cos θ =
|a1a2 + b1b2|√
a21 + b21

√
a22 + b22

. (27)

Не важко перевiрити, що вiдносно АСК косинус, синус i тангенс кута θ
мiж зазначеними прямими можна подати за допомогою спiввiдношень

cos θ = −

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a1
g21 g22 b1
a2 b2 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥√√√√√√√√
∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a1
g21 g22 b1
a1 b1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a2
g21 g22 b2
a2 b2 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

sin θ = +

∥∥∥∥∥∥ a1 b1
a2 b2

∥∥∥∥∥∥·
√√√√√

∥∥∥∥∥∥ g11 g12
g21 g22

∥∥∥∥∥∥√√√√√√√√
∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a1
g21 g22 b1
a1 b1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a2
g21 g22 b2
a2 b2 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, tg θ = −

∥∥∥∥∥∥ a1 b1
a2 b2

∥∥∥∥∥∥·
√√√√√

∥∥∥∥∥∥ g11 g12
g21 g22

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 g12 a1
g21 g22 b1
a2 b2 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(28)

Задача 6. Вiдстань вiд точки M0(x0; y0) до прямої l : ax+ by+ c = 0

Нехай L(x′; y′) – довiльна але фiксована точка прямої l . Тодi шукану
вiдстань ρ(M0; l) вiд точки M0 до прямої l можна знайти як модуль проекцiї

вектора
−−→
M0L на нормальний вектор −→n прямої l . Тобто ρ(M0; l) =

∣∣∣〈−−→M0L,
−→n 〉

∣∣∣
|−→n | .

Використовуючи результати задачi 3, в якостi вектора −→n можна обрати
вектор −→n = {ag22 − bg12; bg11 − ag21} . Тому
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〈−−→M0L,
−→n 〉 = (x′ − x0 y′ − y0) ◦

(
g11 g12
g21 g22

)
◦
(

ag22 − bg12
bg11 − ag21

)
=

= (x′ − x0 y′ − y0) ◦
(

g11 g12
g21 g22

)
◦
(

g22 −g12
−g21 g11

)
◦
(

a
b

)
=

= (x′ − x0 y′ − y0) ◦G ◦G−1 · ‖G‖ ◦
(

a

b

)
= ‖G‖ · (a(x′ − x0) + b(y′ − y0)) .

|−→n |2 = 〈−→n ,−→n 〉 = (ag22 − bg12 bg11 − ag21) ◦
(

g11 g12
g21 g22

)
◦
(

ag22 − bg12
bg11 − ag21

)
=

= (a b) ◦ G−1 · ‖G‖ ◦ G ◦ G−1 · ‖G‖ ◦
(

a
b

)
= ‖G‖2 · (a b) ◦ G−1 ◦

(
a
b

)
.

Оскiльки ‖G‖ > 0 , ax′ + by′ = −c , то

ρ(M0; l) =

∣∣∣〈−−→M0L,
−→n 〉

∣∣∣
|−→n | =

|a(x′ − x0) + b(y′ − y0)|√
(a b) ◦G−1 ◦

(
a
b

) =
|ax0 + by0 + c|√

(a b) ◦G−1 ◦
(

a
b

) .

Таким чином, вiдстань вiд точки M0(x0; y0) до прямої l : ax+ by+ c = 0 ,
заданих вiдносно АСК, можна обчислити за формулою

ρ(M0; l) =
|ax0 + by0 + c|√

(a b) ◦G−1 ◦
(

a
b

) . (29)

Вiдносно КСК з КК ω формула (29) набуває вид

ρ(M0; l) =
sinω · |ax0 + by0 + c|√
a2 + b2 − 2ab cosω

, (30)

а вiдносно ПСК – добре знайому формулу

ρ(M0; l) =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
. (31)

Задача 7. [4] Вiдстань мiж двома паралельними прямими
l1 : ax+ by + c1 = 0 i l2 : ax+ by + c2 = 0

Нехай L2(x2, y2) – довiльна але фiксована точка прямої l2 . Тодi шукану
вiдстань ρ(l1; l2) можна знайти як вiдстань точки L2 до прямої l1 . Оскiльки
ax2 + bx2 = −c2 , то, з урахуванням формули (29) , має мiсце рiвнiсть

ρ(L2; l1) =
|ax2 + by2 + c1|√

(a b) ◦G−1 ◦
(

a
b

) =
|c1 − c2|√

(a b) ◦G−1 ◦
(

a
b

) .
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Таким чином, вiдстань мiж паралельними прямими l1 i l2 , заданих своїми
загальними рiвняннями вiдносно АСК, можна обчислити за формулою

ρ(l1; l2) =
|c2 − c1|√

(a b) ◦G−1 ◦
(

a
b

) . (32)

Вiдносно КСК з КК ω формула (32) набуває вид

ρ(l1; l2) =
sinω · |c2 − c1|√
a2 + b2 − 2ab cosω

, (33)

а вiдносно ПСК – добре знайому формулу

ρ(l1; l2) =
|c2 − c1|√
a2 + b2

. (34)

Вправа 3. Перевiрити, що рiвняння прямої l0 , яка вiдстоїть на однако-
вих вiдстанях вiд паралельних прямих l1 : ax+by+c1 = 0 i l2 : ax+by+c2 = 0
(заданих своїми рiвняннями вiдносно АСК), можна подати у виглядi

l0 : ax+ by + c0 = 0, де c0 = (c1 + c2)/2. (35)

Вправа 4. Перевiрити, що рiвняння прямої l , яка є паралельною до
прямих l1 : ax + by + c1 = 0 i l2 : ax + by + c2 = 0 (заданих своїми рiв-
няннями вiдносно АСК) та дiлить їх спiльний перпендикуляр у вiдношеннi
m : n, m, n ∈ N,m � n (у напрямку вiд l1 до l2 ), можна подати у виглядi

l : ax+ by + c = 0, де c = (mc2 + nc1)/(m+ n). (36)

Вправа 5. Доведiть, що рiвняння прямої l̃ , вiдношення вiдстаней якої
до прямих l1 : ax + by + c1 = 0 i l2 : ax + by + c2 = 0 (заданих своїми
рiвняннями вiдносно АСК) становить m : n, m, n ∈ N,m > n (у напрямку
вiд l1 до l2 ), можна подати у виглядi (36) або ж

l̃ : ax+ by + c̃ = 0, де c̃ = (mc2 − nc1)(m− n). (37)

Задача 8. [4] Рiвняння бiсектрис кутiв, утворених двома непара-
лельними прямими l1 : a1x+ b1y + c1 = 0 i l2 : a2x+ b2y + c2 = 0

Нехай (x′; y′) – координати довiльної але фiксованої точки D , що нале-
жить бiсектрисi d одного з двох сумiжних кутiв, утворених прямими l1 i l2 .
Як вiдомо, вiдстанi довiльної точки (D ) бiсектриси (d ) кута до його сторiн
є рiвними, тобто ρ(D; l1) = ρ(D; l2) . Тому, з урахуванням формули (29) , має
мiсце рiвнiсть
|a1x′ + b1y

′ + c1|
Δ1

=
|a2x′ + b2y

′ + c2|
Δ2

, де Δi =

√
(ai bi) ◦G−1 ◦

(
ai
bi

)
,

i = 1, 2 .
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Оскiльки (x′; y′) – поточнi координати довiльної точки однiєї з двох бiсе-
ктрис, то шуканi рiвняння бiсектрис d1 i d2 вiдносно АСК можна подати у
виглядi

d1 :
(a1x+ b1y + c1)

Δ1
= +

(a2x+ b2y + c2)

Δ2
;

d2 :
(a1x+ b1y + c1)

Δ1
= −(a2x+ b2y + c2)

Δ2
,

(38)

де

Δi =

√
(ai bi) ◦G−1 ◦

(
ai
bi

)
, ∀ i = 1, 2.

Шуканi рiвняння бiсектрис d1 i d2 вiдносно КСК з КК ω набувають вид

d1 :
(a1x+ b1y + c1)√
a21 + b21 − 2a1b1 cosω

= +
(a2x+ b2y + c2)√
a21 + b21 − 2a1b1 cosω

;

d2 :
(a1x+ b1y + c1)√
a21 + b21 − 2a1b1 cosω

= − (a2x+ b2y + c2)√
a21 + b21 − 2a1b1 cosω

,
(39)

а вiдносно ПСК

d1 :
(a1x+ b1y + c1)√

a21 + b21
= +

(a2x+ b2y + c2)√
a21 + b21

;

d2 :
(a1x+ b1y + c1)√

a21 + b21
= −(a2x+ b2y + c2)√

a21 + b21
.

(40)

Вправа 6. Задано двi прямi l1 : a1x+b1y+c1 = 0 i l2 : a2x+b2y+c2 = 0 ,
якi перетинаються, та точку M0(x0; y0) , що не належить жоднiй з них.
Доведiть, що рiвняння бiсектриси того кута, внутрiшностi якого належить
дана точка M0 , має вид

(a1x+ b1y + c1) · signF1(x0; y0)

Δ1
=

(a2x+ b2y + c2) · signF2(x0; y0)

Δ2
, (41)

де F1(x0; y0) = a1x0 + b1y0 + c1 , а F2(x0; y0) = a2x0 + b2y0 + c2 .

Вправа 7. [4] Доведiть, що рiвняння бiсектрис координатних кутiв
АСК можна подати у виглядi

m : x
√
g11 ± y

√
g22 = 0, (42)

якi вiдносно КСК з КК ω та ПСК набувають вид

m : y = ±x. (43)
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Задача 9. Координати ортогональної проекцiї P ′ точки P (x; y) на
пряму l : x−x0

m = y−y0
n

Нехай (x′; y′) – шуканi координати точки P ′ . Оскiльки P ′ ∈ l , то{
x′ = mt+ x0
y′ = nt+ y0.

Оскiльки вектор
−−→
P ′P = {mt + x0 − x;nt + y0 − y} є пер-

пендикулярним до прямої l , а
−→
l = {m;n} – напрямний вектор прямої l , то

вектори
−−→
P ′P i

−→
l є ортогональними. Тому має мiсце рiвнiсть(
mt+ x0 − x

... nt+ y0 − y
) ◦G ◦

(
m
n

)
= 0.

Звiдки t · (m n
) ◦G ◦

(
m
n

)
=

(
x− x0 y − y0

) ◦G ◦
(

m
n

)
, або ж

t =

(
x−x0 y−y0

)
◦G◦

⎛⎝ m
n

⎞⎠
(
m n

)
◦G◦

⎛⎝ m
n

⎞⎠ .

Отже, x′ =

(
x−x0 y−y0

)
◦G◦

⎛⎝ m
n

⎞⎠
(
m n

)
◦G◦

⎛⎝ m
n

⎞⎠ ·m+ x0 =

(
mx

... m(y−y0)+nx0

)
◦G◦

⎛⎝ m
n

⎞⎠
(
m n

)
◦G◦

⎛⎝ m
n

⎞⎠ .

Таким чином, шуканi координати ортогональної проекцiї точки P (x; y)
на пряму l : x−x0

m = y−y0
n , заданих вiдносно АСК, можна подати у виглядi

x′ =

(
mx

... m(y−y0)+nx0

)
◦G◦

⎛⎝ m
n

⎞⎠
Δ ; y′ =

(
n(x−x0)+my0

... ny
)
◦G◦

⎛⎝ m
n

⎞⎠
Δ ,

(44)

де

Δ =
(
m n

) ◦G ◦
(

m
n

)
.

Шуканi координати x′ , y′ вiдносно КСК з КК ω набувають вид

x′ =
m(mx+ ny) + n(nx0 −my0) +m cosω(nx+my + nx0 −my0)

m2 + n2 + 2mn cosω
;

y′ =
n(mx+ ny)−m(nx0 −my0) + n cosω(nx+my − nx0 +my0)

m2 + n2 + 2mn cosω
,

(45)

а вiдносно ПСК

x′ =
m(mx+ ny) + n(nx0 −my0)

m2 + n2
; y′ =

n(mx+ ny)−m(nx0 −my0)

m2 + n2
. (46)
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Вправа 8. [9] Перевiрити, що координати ортогональної проекцiї точки
P (x; y) на пряму l : ax + by + c = 0 , заданих вiдносно АСК, можна подати
у виглядi

x′ =

(
bx

... by + c
) ◦G ◦

(
b

−a

)
(
b − a

) ◦G ◦
(

b
−a

) ; y′ = −

(
ax+ c

... ay
) ◦G ◦

(
b

−a

)
(
b − a

) ◦G ◦
(

b
−a

) . (47)

Вправа 9. Показати, що координати точки P ′′ , симетричної точцi
P (x; y) вiдносно прямої l : ax + by + c = 0 , заданих вiдносно АСК, можна
подати у виглядi

x′′ =

(
bx
... 2by+2c+ax

)
◦G◦

⎛⎝ b

−a

⎞⎠
(
b −a

)
◦G◦

⎛⎝ b
−a

⎞⎠ ; y′′ = −

(
2ax+2c+by

... ay
)
◦G◦

⎛⎝ b

−a

⎞⎠
(
b −a

)
◦G◦

⎛⎝ b
−a

⎞⎠ . (48)

Нагадаємо, що кутовим коефiцiєнтом k прямої l називають вiдношен-
ня другої до першої координати напрямного вектора

−→
l цiєї прямої. Оскiльки

перша координата будь-якого вектора, паралельного до осi OY , дорiвнює ну-
лю, то кутовий коефiцiєнт коректно визначений (iснує) лише для прямих, що
не є паралельними до осi OY .

Очевидно, що (вiдносно АСК) рiвняння прямої l , яка проходить через
дану точку L(x0; y0) та має кутовий коефiцiєнт рiвний k , можна подати у
виглядi l : y − y0 = k(x− x0).

Задача 10. Рiвняння прямої l , що проходить через дану точку
M0(x0; y0) i утворює кут ϕ з додатним напрямом осi OX

Очевидно, що у випадку ϕ = 00 , шукане рiвняння прямої l має вид
l : y = y0;

якщо ϕ = ∠ (−→e1 ,−→e2 ) , то рiвняння прямої має вид
l : x = x0;

якщо ж ϕ = 900 , то дана задача зводиться до задачi 4, а шукане рiвняння
прямої (з урахуванням вправи 1) має вид

l : (x− x0)g11 + (y − y0)g12 = 0.
В подальшому достатньо обмежитися розглядом ϕ ∈ (

00; 1800
) \{900;ω} ,

де ω = ∠ (−→e1 ,−→e2 ) . Оскiльки за припущенням ϕ �= ω , то шукане рiвняння
прямої l можна знайти як рiвняння прямої з кутовим коефiцiєнтом, тобто як
рiвняння виду y − y0 = k(x− x0) з невiдомим кутовим коефiцiєнтом k .
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Рис. 2: до задачi 10

Нехай M(x; y) – довiльна але фiксована точка шуканої прямої l , яка є
вiдмiною вiд точки M0(x0; y0) .

Через кожну з точок M0 , M проведемо прямi, що є паралельними до
координатних осей. Пряму, що проходить через точку M паралельно до осi
OY , позначимо як m . Оскiльки (за припущенням) пряма l не є паралельною
до осi OY , то прямi y = y0 та m завжди перетинаються, точку перетину
яких позначимо через M ′ .

Розглянемо ΔMM0M
′ . Не важко перевiрити, що в кожному iз 6-ти суттє-

во рiзних випадкiв (рис. 2. a) — f) ) мають мiсце наступнi системи рiвностей⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
M ′M0 = (x− x0)

√
g11

M ′M = (y − y0)
√
g22

∠M ′M0M = ϕ
∠M ′MM0 = ω − ϕ

(∗), або ж

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
M ′M0 = −(x− x0)

√
g11

M ′M = (y − y0)
√
g22

∠M ′M0M = π − ϕ
∠M ′MM0 = ϕ− ω.

(∗∗)

З ΔMM0M
′ за теоремою синусiв має мiсце рiвнiсть

M ′M
sin∠M ′M0M

=
M ′M0

sin∠M ′MM0
. (49)

Тодi, з урахуванням (∗) i (∗∗) , рiвнiсть (49) набуває вид

(y − y0)
√
g22

sinϕ
=

(x− x0)
√
g11

sin(ω − ϕ)
, або ж

(y − y0)
√
g22

sin(π − ϕ)
=

−(x− x0)
√
g11

sin(ϕ− ω)
(50)

вiдповiдно.
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Отже, координати (x; y) довiльної точки M шуканої прямої l задоволь-
няють рiвняння

y − y0 =

√
g11√
g22

· sinϕ

sin(ω − ϕ)
(x− x0). (51)

Виразимо величину sin(ω − ϕ) в термiнах вихiдних даних.

З урахуванням рiвностей cosω = g12√
g11

√
g22

, sinω =

√
‖G‖√

g11
√
g22

(якi є безпосере-
днiм наслiдком з визначення коефiцiєнтiв матрицi Грама), маємо:

sin(ω − ϕ) = sinω cosϕ− cosω sinϕ =

√
‖G‖√

g11
√
g22

cosϕ− g12√
g11

√
g22

sinϕ .
За припущенням ϕ �= 900 . Звiдки cosϕ �= 0 i тому

k =

√
g11√
g22

· sinϕ√
‖G‖√

g11
√
g22

cosϕ− g12√
g11

√
g22

sinϕ
=

g11 tgϕ√‖G‖ − g12 tgϕ
. (52)

Таким чином, шукане рiвняння прямої вiдносно АСК має вид

y − y0 =
g11 tgϕ√‖G‖ − g12 tgϕ

· (x− x0). (53)

Вiдносно КСК з КК ω (53) набуває вид

y − y0 =
tgϕ

sinω − cosω tgϕ
· (x− x0), (54)

а вiдносно ПСК – добре знайомий вид

y − y0 = tgϕ · (x− x0). (55)

Геометричний змiст коефiцiєнта k прямої l : y − y0 = k(x− x0).
З урахуванням (52) , не важко пересвiдчитись у тому, що для прямої, заданої
вiдносно АСК рiвнянням з кутовим коефiцiєнтом,

k > 0 ⇔ ψ ∈ (
00;ω

)
i навпаки, k < 0 ⇔ ψ ∈ (

ω; 1800
)
.

Геометричний змiст кутового коефiцiєнта прямої, заданої рiвнянням вiд-
носно ПСК, полягає у тому, що вiн дорiвнює тангенсу кута ϕ мiж прямою та
додатним напрямом осi OX . Для прямої, заданої рiвнянням вiдносно АСК,

tgϕ =
k
√‖G‖

g11 + kg12
. (56)

Слiд також зазначити, що кутовий коефiцiєнт прямої, яка є перпендику-
лярною до осi OX АСК з координатним кутом ω = ∠ (−→e1 ,−→e2 ) �= 900 , (або ж
як безпосередньо випливає з рiвняння (19) вправи 1) становить

k =

√
g11√
g22

· sin 900

sin(ω − 900)
= −

√
g11√
g22

· sin 900

sin(900 − ω)
= −

√
g11√
g22

· 1

cosω
= −g11

g12
. (57)

Випуск №3, 2013 169



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

Задача 11. [10] Кут мiж прямими, заданими рiвняннями
l1 : y = k1x+ h1 i l2 : y = k2x+ h2 вiдносно АСК

З урахуванням задачi 5, косинус не тупого кута θ мiж прямими l1 i l2
можна знайти за формулою (25) . Подiливши чисельник i знаменник правої
частини (25) на добуток b1 · b2 , та прийнявши до уваги рiвностi ai

bi
= −ki

( i = 1; 2 ), одержимо

cos θ =
|g11 + k1k2g22 + g12(k1 + k2)|√

g11 + k21g22 + 2k1g12
√

g11 + k22g22 + 2k2g12
. (58)

З урахуванням (58) та основної тригонометричної тотожностi, синус не
тупого кута θ мiж прямими l1 i l2 можна знайти за формулою

sin θ =

√‖G‖ · |k1 − k2|√
g11 + k21g22 + 2k1g12

√
g11 + k22g22 + 2k2g12

. (59)

З урахуванням (58) i (59) , тангенс не тупого кута мiж прямими l1 i l2 ,
заданих рiвняннями вiдносно АСК, можна знайти за формулою

tg θ =

√‖G‖ · |k1 − k2|
|g11 + k1k2g22 + g12(k1 + k2)| . (60)

Вiдносно КСК з КК ω (60) набуває вид

tg θ =
sinω · |k1 − k2|

|1 + k1k2 + (k1 + k2) cosω| , (61)

а вiдносно ПСК

tg θ =
|k1 − k2|
|1 + k1k2| . (62)

Задача 12. [10] Умови перпендикулярностi прямих l1 : y = k1x+ h1

i l2 : y = k2x+ h2 в термiнах їх кутових коефiцiєнтiв k1 i k2
З урахуванням необхiдної i достатньої умови перпендикулярностi прямих,

заданих своїми загальними рiвняннями вiдносно АСК (умова (13) iз задачi
3) та рiвностей ai

bi
= −ki ( i = 1; 2 ), або ж з урахуванням рiвностi (60) , необ-

хiдну й достатню умову перпендикулярностi прямих l1 i l2 , заданих своїми
рiвняннями (з кутовим коефiцiєнтом) вiдносно АСК, можна подати у виглядi

l1 ⊥ l2 ⇔ g11 + k1k2g22 + g12(k1 + k2) = 0 ⇔ k2 = −g11 + k1g12
g21 + k1g22

. (63)

Вiдносно КСК з КК ω у виглядi

l1 ⊥ l2 ⇔ 1 + k1k2 + (k1 + k2) cosω = 0 ⇔ k2 = −1 + k1 cosω

cosω + k1
, (64)

а вiдносно ПСК –
l1 ⊥ l2 ⇔ k1k2 = −1. (65)

170 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кадубовський О.А., Романкевич М.В. Основнi метричнi задачi на прямi у площинi ...

Задача 13. Рiвняння прямої l , яка вiдстоїть вiд початку коорди-
нат на вiдстанi p > 0 , а її нормальний вектор утворює кут α з
додатним напрямом осi OX

Нехай (x′; y′) – координати основи перпендикуляра, опущеного з початку
координат на пряму l . Тодi −→n = {x′; y′} – нормальний вектор прямої l . За
умовою пряма l вiдстоїть вiд початку координат на вiдстанi p > 0 i тому
|−→n | = p . Звiдки має мiсце матрична рiвнiсть(

x′ y′
) ◦G ◦

(
x′

y′

)
= p2. (66)

З iншого боку, оскiльки вектор −→n утворює з додатним напрямом осi OX (з
вектором −→e1 = {1; 0} ) кут α , то з урахуванням (66) , має мiсце рiвнiсть(

1 0
) ◦G ◦

(
x′

y′

)
√
g11

√(
x′ y′

) ◦G ◦
(

x′

y′

) = cosα ⇔ g11x
′ + g12y

′
√
g11 · p = cosα (67)

Нехай далi (x; y) – координати довiльної точки прямої l . Тодi вектори
−→n = {x′; y′} та

−→
l = {x−x′; y−y′} є ортогональними, i тому шукане рiвняння

прямої l можна подати у матричному виглядi(
x′ y′

) ◦G ◦
(

x− x′

y − y′

)
= 0 ⇔ (

x′ y′
) ◦G ◦

(
x

y

)
− (

x′ y′
) ◦G ◦

(
x′

y′

)
= 0.

З урахуванням (67) , останнє рiвняння можна подати у виглядi
(g11x

′ + g21y
′) x+ (g12x

′ + g22y
′) y − p2 = 0 ⇔

⇔ √
g11

g11x
′ + g12y

′
√
g11 · p x+

√
g22

g12x
′ + g22y

′
√
g22 · p y − p = 0 ⇔

√
g11 cosα · x+

√
g22 cos β · y − p = 0, (68)

де β – кут, який утворює вектор −→n з додатним напрямом осi OY (з вектором−→e2 = {0; 1} ).
Позначимо далi ω = ∠ (−→e1 ,−→e2 ) . Оскiльки β = ±(α−ω) i cos β = cos(−β) ,

то, з урахуванням рiвностей cosω = g12√
g11

√
g22

, sinω =

√
‖G‖√

g11
√
g22

, маємо рiвнiсть

cos β = cos(α− ω) = cosα cosω + sinα sinω = cosα · g12√
g11

√
g22

+ sinα ·
√

‖G‖√
g11

√
g22

Таким чином, шукане рiвняння прямої l вiдносно АСК має вид

√
g11 cosα · x+

(
cosα · g12√

g11
+ sinα ·

√‖G‖√
g11

)
· y − p = 0. (69)
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Вiдносно КСК з КК ω рiвняння (69) набуває вид

cosα · x+ (cosα · cosω + sinα · sinω) · y − p = 0, (70)

а вiдносно ПСК – добре знайомий вигляд

cosα · x+ sinα · y − p = 0. (71)

Задача 14. Зведення загального рiвняння прямої l : ax+ by + c = 0
до нормального виду

Пiд нормальним рiвнянням прямої l : ax + by + c = 0 будемо розумiти
рiвняння прямої l виду

l :
√
g11 cosα · x+

√
g12 cos β · y − p = 0, (72)

де p – вiдстань вiд початку координат до прямої l , а α i β – кути, якi
утворює нормальний вектор прямої l (початок якого спiвпадає з початком
O AСК) з додатними напрямами осей OX i OY вiдповiдно.

Як вiдомо, в ПСК зведення загального рiвняння прямої l : ax+by+c = 0
до нормального виду досягається завдяки множенню обох частин загально-

го рiвняння прямої на нормуючий множник μ =
−sign c√
a2 + b2

. Покажемо, що в

якостi нормуючого множника у випадку АСК необхiдно обрати величину

μ =
−sign c√

(a b) ◦G−1 ◦
(

a
b

) . (73)

Дiйсно:
1) з урахуванням формули (29) , μ · c = (−sign c)·c√√√√√(a b)◦G−1◦

⎛⎝ a
b

⎞⎠
= −ρ(O; l) = −p ;

2) cosα = cos∠ (−→n ,OX+) = cos∠ (−→e1 ,−→n ) =

=

(
1 0

) ◦G ◦
(

ag22 − bg12
bg11 − ag21

)
√
g11 · ‖G‖ ·

√
(a b) ◦G−1 ◦

(
a
b

) =
a · ‖ � G‖

√
g11 · ‖ � G‖ ·

√
(a b) ◦G−1 ◦

(
a
b

) ;

3) аналогiчно

cos β = cos∠ (−→e2 ,−→n ) =
b · ‖ � G‖

√
g22 · ‖ � G‖ ·

√
(a b) ◦G−1 ◦

(
a

b

) .
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Таким чином, для зведення загального рiвняння прямої l : ax+by+c = 0
до нормального виду необхiдно:
1) помножити обидвi частини загального рiвняння прямої l на нормуючий
множник (73) ;
2) помножити та роздiлити чисельник i знаменник першого доданку на √

g11 ;
3) помножити та роздiлити чисельник i знаменник другого доданку на √

g22 .

Задача 15. Рiвняння прямих, що проходять через дану точку
M0(x0; y0) пiд кутом θ (0 < θ < π

2 ) до даної прямої l : y = kx+ h

Оскiльки шуканi прямi m1 i m2 утворюють рiвнi кути θ з даною пря-
мою l , то, з урахуванням (63) iз задачi 12, їх кутовi коефiцiєнти k1 i k2
задовольняють умову

tg θ =

√‖G‖ · |ki − k|
|g11 + kikg22 + g12(ki + k)| ⇔ tg θ = ±

√‖G‖ · (ki − k)

g11 + kikg22 + g12(ki + k)
, (74)

звiдки маємо: tg θ = −
√

‖G‖·(k1−k)

g11+k1kg22+g12(k1+k) ⇒ k1 =
k
√

‖G‖−(g11+kg12) tg θ√
‖G‖+(g21+kg22) tg θ

tg θ = +

√
‖G‖·(k2−k)

g11+k2kg22+g12(k2+k) ⇒ k2 =
k
√

‖G‖+(g11+kg12) tg θ√
‖G‖−(g21+kg22) tg θ

.

I тому рiвняння прямих m1 i m2 (вiдносно АСК) можна подати у виглядi

m1,m2 : y − y0 =
k
√‖G‖ ∓ (g11 + kg12) tg θ√‖G‖ ± (g21 + kg22) tg θ

(x− x0). (75)

Вiдносно КСК з КК ω рiвняння прямих (75) набувають вид

m1,m2 : y − y0 =
k sinω ∓ (1 + k cosω) tg θ

sinω ± (cosω + k) tg θ
(x− x0), (76)

а вiдносно ПСК – рiвняння виду

m1 : y − y0 =
k − tg θ

1 + k tg θ
(x− x0), m2 : y − y0 =

k + tg θ

1− k tg θ
(x− x0), (77)

Вправа 10. Покажiть, що вiдносно АСК рiвняння прямої l2 , яка
є симетричною до прямої l1 : y − y0 = k1(x − x0) вiдносно прямої
l : y − y0 = k(x− x0) , можна подати у виглядi y − y0 = k′(x− x0) , де

k′ = k1 + 2(k − k1) · g11 + g12(k + k1) + g22kk1
g11 + 2k1g12 + k(2k1 − k)g22

. (78)

Зауважимо, що шукана пряма iснує завжди. Тому у випадку коли
g11+2k1g12+k(2k1−k)g22 = 0 , рiвняння шуканої прямої має вид x−x0 = 0 ,
оскiльки на площинi iснує єдина пряма, яка проходить через точку (x0; y0)
i для якої кутовий коефiцiєнт не визначено (через паралельнiсть до осi OY ).
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Бiльше того, має мiсце простий спосiб знаходження рiвнянь бiсектрис ку-
тiв, утворених прямими x = x0 i l1 : y − y0 = k1(x − x0) . А саме, кутовi
коефiцiєнти зазначених бiсектрис є коренями квадратного рiвняння (вiдно-
сно k ): g11 + 2k1g12 + k(2k1 − k)g22 = 0 .

Задача 16. Рiвняння прямих, що проходять через дану точку
M1(x1; y1) та вiдстоять вiд точки M0(x0; y0) на вiдстанi p

Оскiльки шукана пряма m проходить через точку M1(x1; y1) , то її рiв-
няння будемо шукати у виглядi m : y − y1 = k(x − x1) . Отже, знаходження
рiвняння шуканої прямої зводиться до вiдшукання її кутового коефiцiєнта k .

За умовою точка M0(x0; y0) вiдстоїть вiд прямої m : k(x−x1)−(y−y1) = 0
на вiдстанi p . Тому, з урахуванням (29) , має мiсце рiвнiсть

|k(x0 − x1)− (y0 − y1)|√
(k − 1) ◦G−1 ◦

(
k

−1

) = p , звiдки

(
k2(x− x1)

2 − 2k(x0 − x1)(y0 − y1) + (y0 − y1)
2
)
= p2

‖G‖
(
k2g22 + 2kg12 + g11

)
,

k2
(‖G‖(x0 − x1)

2 − p2g22
)− 2k

(‖G‖(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12
)
+

+‖G‖(y0 − y1)
2 − p2g11 = 0 . (∗)

1) Припустимо, що ‖G‖(x0 − x1)
2 − p2g22 �= 0 . Тодi рiвняння (∗) можна

розв’язати як квадратне рiвняння вiдносно k . Не важко перевiрити, що
D
4 = p2‖G‖ (d2 − p2

)
, де

d2 = (x0 − x1 y0 − y1) ◦G ◦
(

x0 − x1
y0 − y1

)
=

∣∣∣−−−→M0M1

∣∣∣2 . (79)

Можливими є лише наступнi три випадки.
1.1) Якщо d < p , то шуканої прямої не iснує.
1.2) Якщо d = p , то iснує єдина (двi спiвпадаючi) шукана пряма

m (для неї в цьому випадку вектор −→n = {x0 − x1; y0 − y1} є нормальним
вектором), рiвняння якої вiдносно АСК можна подати у виглядi

m : y − y1 =
‖G‖(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12

‖G‖(x0 − x1)2 − p2g22
(x− x1), або ж

(x−x1) (g11(x0 − x1) + g12(y0 − y1))+(y−y1) (g12(x0 − x1) + g22(y0 − y1)) = 0.
(80)

Зазначимо, що в цьому випадку шукана пряма m дотикається кола ω(M0; p)
(з центром в точцi M0(x0; y0) радiуса p ) в точцi M1(x1; y1) .

Рiвняння прямої (80) вiдносно КСК з КК ω набуває вид

(x−x1) ((x0 − x1) + (y0 − y1) cosω)+(y−y1) ((x0 − x1) cosω + (y0 − y1)) = 0,
(81)
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а вiдносно ПСК –

(x− x1)(x0 − x1) + (y − y1)(y0 − y1) = 0. (82)

1.3) Якщо d > p , то iснує двi шуканi прямi m1 i m2 (дотичнi до кола
ω(M0; p) , що проходять через точку M1(x1; y1) ), рiвняння яких вiдносно АСК
можна подати у виглядi mi : y − y1 = ki(x− x1), де

k1,2 =
‖G‖(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12 ∓ p

√‖G‖
√

d2 − p2

‖G‖(x0 − x1)2 − p2g22
, (83)

а величина d обчислюється за формулою (79) .
Формули (83) для обчислення k1 i k2 вiдносно КСК з КК ω набувають вид

k1,2 =
(x0 − x1)(y0 − y1) sin

2 ω + p2 cosω ∓ p sinω
√

d2 − p2

sin2 ω · (x0 − x1)2 − p2
, (84)

d2 = (x0 − x1)
2 + 2(x0 − x1)(y0 − y1) cosω + (y0 − y1)

2

а вiдносно ПСК –

k1,2 =
(x0 − x1)(y0 − y1)∓ p

√
d2 − p2

(x0 − x1)2 − p2
, d2 = (x0 − x1)

2 + (y0 − y1)
2. (85)

2) Припустимо тепер, що ‖G‖(x0 − x1)
2 − p2g22 = 0 (
) .

Тодi рiвняння (∗) «вироджується» у лiнiйне рiвняння вiдносно k :
2k

(‖G‖(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12
)
= ‖G‖(y0 − y1)

2 − p2g11 (∗∗)
Зауважимо, що геометричний змiст умови (
) полягає у тому, що вона

є рiвносильною умовi про те, що точка M0 вiдстоїть вiд прямої m : x−x1 = 0
на вiдстанi p . В останньому не важко пересвiдчитись шляхом безпосередньої
перевiрки за допомогою формули (29) .

Таким чином, 2)-ий випадок характеризується тим, що пряма m : x = x1
є шуканою прямою. Крiм того, можливими є наступнi пiдвипадки.

2.1) Якщо ‖G‖(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12 �= 0 , то

k =
‖G‖(y0 − y1)

2 − p2g11
2 (‖G‖(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12)

= k′ (86)

i тому шуканi рiвняння прямих мають вид
m′ : y − y1 = k′(x− x1) та m : x = x1 .

2.2) Якщо ‖G‖(x0 − x1)(y0 − y1) + p2g12 = 0 (

) , то
2.2.1) у випадку ‖G‖(y0 − y1)

2 − p2g11 �= 0 , рiвняння (∗∗) взагалi не має
розв’язкiв, i тому єдиною шуканою прямою є пряма m : x = x1 ;
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2.2.2) у випадку ‖G‖(y0−y1)
2−p2g11 = 0 (


) , рiвняння (∗∗) має безлiч

розв’язкiв, тобто k ∈ R . Дiйсно, за умов одночасного виконання (
) , (

) та
(


) точка M1 спiвпадає з точкою M0 а p = 0 . I тому будь-яка пряма, яка
проходить через точку M1 , вiдстоїть вiд точки M0 ≡ M1 на вiдстанi p = 0 .
Шуканими прямими у цьому випадку є прямi mk : y − y0 = k(x− x0), k ∈ R

та m : x = x1 (x1 = x0 ).

Площа трикутника, обмеженого трьома прямими
Вправа 11.[9] Пряму l вiдносно АСК задано «рiвнянням у вiдрiзках»

l : x
m + y

n = 1 . Доведiть, що S�MNO (O – початок координат, M = l ∩OX ,
N = l ∩ OY ), обмеженого прямою l та координатними прямими, можна
обчислити за формулою

S�MNO =

√‖G‖
2

· |m||n|. (87)

Вправа 12.[4] Нехай сторони трикутника ABC вiдносно АСК зада-
но рiвняннями (BC) : a1x + b1y + c1 = 0 , (CA) : a2x + b2y + c2 = 0 ,
(AB) : a3x+ b3y + c3 = 0 . Доведiть, що S�ABC можна обчислити за форму-
лою

S�ABC =

√‖G‖
2

·

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
2

mod

(∣∣∣∣ a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ a3 b3
a1 b1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣) . (88)

Зауважимо, що геометричний змiст визначника матрицi Грама G , еле-
ментами якої є метричнi коефiцiєнти gij базису {−→e1 ,−→e2} (який разом з по-
люсом O визначає на площинi АСК) полягає у тому, що значення

√‖G‖
дорiвнює площi координатного (масштабного) паралелограма OE1EE2

узагальненої декартової системи координат АСК (O;−→e1 ,−→e2 ) – рис. 1 a) .

Висновки
В представленiй роботi наведено розв’язання 16 «ключових» задач та 12

вправ теоретичного характеру, якi (в певному розумiннi) «повно» охоплюють
метричнi задачi «на пряму в площинi» в афiнних координатах.

На нашу думку є доцiльним проведення аналогiчних дослiджень стосовно
метричних задач «на пряму i площину в просторi» в афiнних координатах.

Апробацiя запропонованого пiдходу до викладання зазначеної теми (пiд
час проведення у 1-му семестрi 2012-2013 н.р. «Вибраних питань математики»
для студентiв 5 курсу фiзико-математичного факультету ДВНЗ «ДДПУ»)

176 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Кадубовський О.А., Романкевич М.В. Основнi метричнi задачi на прямi у площинi ...

дозволяє стверджувати, що метричнi задачi в афiнних координатах у сту-
дентiв викликали iнтерес, спонукали їх до творчої дiяльностi та посилювали
розумiння студентiв причинно-наслiдкових та мiжпредметних зв’язкiв.

Автори мають надiю, що наведений матерiал буде корисний студентам
ВНЗ пiд час вивчення вiдповiдної теми «Аналiтичної геометрiї» як посiбник,
та зацiкавить викладачiв, якi викладають цю дисциплiну, принаймнi, як до-
вiдковий матерiал, який лише доповнює вiдповiднi параграфи [8], [9].
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