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ПРИБЛИЖЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ПУАССОНА
r –ПОВТОРНЫМИ СУММАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА

Обчисленi значення iнтегралiв у головному членi асимптотичних формул для точних верх-
нiх меж вiдхилень r –повторних сум Валле Пуссена на класах iнтегралiв Пуассона.

Calculated values in the main term of asymptotic equalities for upper bounds of the
deviations of the r –repeated de la Vallee Poussin sums taken over classes of Poisson integrals.
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Введение
Следуя [1], обозначим Cq

βHω — класс непрерывных 2π –периодических
функций f(x) , которые можно представить при помощи свертки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

в которой

P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
), q ∈ (0; 1), β ∈ R,

— ядро Пуассона, а функция φ(·) удовлетворяет условие

|φ(t′)− φ(t′′)| ≤ ω(|t′ − t′′|),∀t′, t′′ ∈ R,

где ω(t) — произвольный фиксированный модуль непрерывности. Известно
[2, c. 32], что классы Cq

βHω , которые принято называть классами интегралов
Пуассона, состоят из функций f , которые являются сужениями на дейст-
вительную ось функций F (z) , аналитических в полосе |Imz| ≤ ln 1

q/2 ln 2 .

c⃝ Кадубовский А.А., Новиков О.А., Ровенская О.Г., Шулик Т.В., Байдуга Е.В., 2012
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Пусть Sn(f ;x) — частичные суммы ряда Фурье функции f(x), p,
p1 , p2 ,...,pr — произвольные натуральные числа такие, что p < n,
r∑

k=1

pk
df
= Σp < n . Тогда суммы Валле Пуссена функции f(x) ∈ L1[−π; π]

обычные Vn,p(f, x) и r –повторные V
(r)
n,p (f, x) , соответственно, задаются со-

отношениями

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x),

V
(r)
n,p (f, x) =

1

p1

n−1∑
k1=n−p1

1

p2

k1∑
k2=k1−p2+1

...
1

pr

kr−1∑
kr=kr−1−pr+1

Skr(f, x).

Вопросам изучения приближений классов интегралов Пуассона посвящен
ряд работ С.М. Никольского [3], С.Б. Стечкина, А.И. Степанца [1], В.И. Ру-
касова и С.О. Чайченко [4], А.С. Сердюка [5], и других. В работе [1] было
показано, что при n→ ∞ выполняется равенство

E
(
Cq
βHω;Sn

)
=

4qn

π2
K(q)θn(ω)

π/2∫
0

ω

(
2t

n

)
sin t dt+

O(1)qn

(1− q)2n
ω(1/n),

где θn(ω) ∈ [1/2; 1], причем θn(ω) = 1, если ω(t) — выпуклый модуль непре-
рывности.

В работе [4] для верхних граней отклонений сумм Валле Пуссена получе-
ны асимптотические формулы

E
(
Cq
βHω;Vn,p

)
=

2θn(ω)q
n−p+1

πp(1− q2)

π
2∫

0

ω

(
2t

n− p

)
sin tdt+

+O(1)ω(
1

n− p
)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
, 1 < p < n.

Применяя рассуждения работы [6], можно получить аналогичную формулу
для верхних граней уклонений полиномов V

(r)
n,p (f ;x) r ∈ N от функций из

классов Cq
βHω

Теорема. Пусть q ∈ (0; 1) , β ∈ R ,
∑r

i=1 pi = Σp < n и ω(t) – произ-
вольный модуль непрерывности. Тогда при n−Σp →∞ справедлива асимп-
тотическая формула

E(Cq
βHω;V

(r)
n,p ) =

2qn−Σp+r

π2
∏r

i=1 pi
en−Σp(ω)

π∫
0

Zr+1
q (x)dx+
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+O(1)
qn−Σp+r∏r

i=1 pi

ω
(
(n− Σp)

−1)
(n− Σp)

[
1

(1− q)r+3
+

1

(1− q)2r

]
+

+O(1)
1∏r
i=1 pi

 ∑
α(r−1)⊂r

q(n−Σ
α(r−1)
p +r)

(1− q)r+1
ω

([
n− Σα(r−1)

p

]−1) , n− Σp →∞

где r = {1; 2; ...; r} , Σα
p =

∑
j∈α

pj, α(i) – множество, содержащее i элементов,

Zq(x) =
1√

1− 2q cosx+ q2
; en−Σp(ω) = θω(n)

π
2∫

0

ω(2τ(n− Σp)
−1) sin τdτ,

θω(n) ∈ [1/2; 1] , причем θω(n) = 1 , если ω(t) – выпуклый модуль непре-
рывности, O(1) – величина равномерно ограниченная по n , q , β , pi ,
i = 1, 2, ..., r .

Основная часть
Основным результатом данной работе является вычисление значений ве-

личин
π∫
0

Zr+1
q (x)dx для произвольных нечетных r .

Теорема 1. Для всякого r = 2ν − 1 , ν ∈ N,
π∫

0

Zr+1
q (x)dx =

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

π

(1− q2)2ν−1
ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1
)2
q2k, (1)

где Ck
n = n!

k!(n−k)! – коэффициенты биномиального разложения.

Доказательство. Обозначим ν = r+1
2 . В работе [7] показано, что справед-

лива формула
π∫

0

Zr+1
q (x)dx =

=
π

4ν−1(1− q2)2ν−1
ν−1∑
k=0

(2k)!(2(ν − k − 1))!

(k!)2((ν − k − 1)!)2
(1− q)2k(1 + q)2(ν−k−1), (2)

где ν = r+1
2 .

Выполняя элементарные преобразования, получаем

π

22(ν−1)(1− q2)2ν−1
ν−1∑
k=0

(2k)!(2(ν − k − 1))!

(k!)2((ν − k − 1)!)2
(1− q)2k(1 + q)2(ν−k−1) =
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=
π

22(ν−1)(1− q2)2ν−1
(1 + q)2(ν−1)

ν−1∑
k=0

[
Ck

2kC
(ν−1−k)
2(ν−1−k) ·

(
1− q
1 + q

)2k
]
=

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1
(1 + q)2ν−2

(1 + q)2ν−1

ν−1∑
k=0

[
Ck

2kC
(ν−1−k)
2(ν−1−k) ·

(
1− q
1 + q

)2k
]
=

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)

ν−1∑
k=0

[
Ck

2kC
(ν−k−1)
2(ν−k−1)

(
1− q
1 + q

)2k
]
. (3)

Так как в силу соотношения 1.2.7.38 работы [8]
n∑
k=0

Ck
2kC

(n−k)
2(n−k)x

2k = 22nxnPn

(
1

2
(x+

1

x
)

)
,

где Pn(z) – полином Лежандра, то

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

(ν−1−k)
2(ν−1−k)

(
1− q
1 + q

)2k

= 22(ν−1)
(
1− q
1 + q

)ν−1
Pν−1

(
1

2

(
1− q
1 + q

+
1 + q

1− q

))
=

= 22(ν−1)
(
1− q
1 + q

)ν−1
Pν−1

(
1

2
· 1− 2q + q2 + 1 + 2q + q2

1− q2

)
=

= 22(ν−1)
(
1− q
1 + q

)ν−1
Pν−1

(
1 + q2

1− q2

)
. (4)

Известно также, что ([8], с.625)

(1− y)nPn
(
1 + y

1− y

)
=

n∑
k=0

(Ck
n)

2yk.

Поэтому при y = q2 , n = ν − 1 справедливо равенство

(1− q2)ν−1Pν−1
(
1 + q2

1− q2

)
=

ν−1∑
k=0

(Ck
ν−1)

2q2k,

т.е.

Pν−1

(
1 + q2

1− q2

)
=

1

(1− q2)ν−1
ν−1∑
k=0

(Ck
ν−1)

2q2k.

Следовательно, на основании соотношения (4)

ν−1∑
k=0

Ck
2kC

(ν−1−k)
2(ν−1−k)

(
1− q
1 + q

)2k

= 22(ν−1)
(
1− q
1 + q

)ν−1
· 1

(1− q2)ν−1
ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1
)2
q2k =
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= 22(ν−1)
1

(1 + q)2(ν−1)

ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1
)2
q2k.

Сопоставляя последнее соотношение с равенством (3), получаем

π

22(ν−1)(1− q2)2ν−1
ν−1∑
k=0

(2k)!

(k!)2
(2(ν − k − 1))!

((ν − k − 1)!)2
(1− q)2k(1 + q)2(ν−k−1) =

=
π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)
· 22(ν−1) 1

(1 + q)2(ν−1)
·
ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1
)2
q2k =

=
π

(1− q2)2ν−1
ν−1∑
k=0

(
Ck
ν−1
)2
q2k.

Поэтому на основании соотношения (2) немедленно получаем равенство
(1).
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