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ПРО ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ I ПРО МЕТОД МАЛОГО
ПАРАМЕТРА ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Розглядаються питання про iснування, побудову i про аналiтичну структуру перiодичних
розв’язкiв систем звичайних диференцiальних рiвнянь з малим параметром ε при стар-
шiй похiднiй. В некритичному випадку розглядаються спочатку лiнiйнi системи, а потiм
системи загального вигляду. В критичному випадку розглядається скалярне рiвняння (лi-
нiйне, а потiм нелiнiйне). Показано, що перiодичнi розв’язки iснують для бiльшостi (по
мiрi Лебега) значень ε в деякому iнтервалi.

Ключовi слова: мажоранта, рiвномiрна збiжнiсть, iтерацiї ньютонiвського типу,
власнi значення, амплiтуда змiни, радiус збiжностi.

Вступ
В цiй статтi розглядається ряд питань iснування, методiв побудови i аналi-

тичної структури перiодичних розв’язкiв систем звичайних диференцiальних
рiвнянь, загальний вигляд яких такий:

ε · dx
dt

= P (t)x+ ε · F (t, x), (1)

де ε — малий параметр, P (t) — T -перiодична матриця, P (t, x) — нелiнiй-
на, диференцiйована функцiя x, що представляється степеневим рядом або
скiнченним полiномом по x i T -перiодична по t .

Основна частина
1. Розглянемо спочатку простий частинний випадок системи (1), а саме

лiнiйну неоднорiдну систему

ε · dx
dt

= Ax+ F (t), (2)

де A — стала матриця, що не має власних значень з нульовою дiйсною ча-
стиною (некритичний випадок). Аналiз цiєї системи дозволяє виявити ряд
цiкавих фактiв.
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Як випливає з вiдомих властивостей лiнiйних систем, перiодичний розв’я-
зок x(t, ε) системи (2) iснує для всiх ε i може бути виражений

x(t, ε) = R(t, T, ε) ·
t+T∫
t

e−
A
ε ·θ · F (θ) dθ,R(t, T, ε) =

=
1

ε

[
e−

A
ε (t+T ) − e−

A
ε t
]−1 (3)

На пiдставi (3) може бути отримана оцiнка

∥x(t, ε)∥ ≤M sup
t
∥F (t)∥, (4)

де стала M в деякому сенсi слабко залежить вiд ε i залишається скiнченною
при ε → 0 . Наприклад, нехай власнi значення λ1, λ2, . . . , λn матрицi A всi
вiд’ємнi, а найменше серед них за модулем (позначимо його через λ∗ ) вiд-
повiдає простому елементарному дiльнику матрицi A . Тодi ∥eAt∥ ≤ ce−αt·
·α = |λ∗| , c — деяка стала, i можна отримати M = c

α ·
1−Q
1−cQ , Q = e−

αT
ε для

тих значень ε , для яких cQ < 1 . При ε→ 0 маємо M → c
α .

Можна сказати, що оцiнка амплiтуди змiни x(t, ε) залежить, в основному,
вiд глобальних властивостей правої частини F (t) вихiдного рiвняння (вiд
sup
t
∥F (t)∥ i слабко вiд ε (тим менше, чим менше ε ).

Звернемось до питання про розвинення x(t, ε) в степеневий ряд по ε ,
якщо F (t) – нескiнченно диференцiйована функцiя. З цiєю метою застосо-
вуючи до (3) iнтегрування частинами, здобудемо розвинення

x(t, ε) = −A−1F (t)− (A−1)2
dF

dt
− . . .− εn−1(A−1)nd

n−1F

dtn−1
+Rn, (5)

де Rn — залишковий член

Rn = εn−1R(t, T, ε)

t+T∫
t

e−
A
ε ·θ(A−1)n

dnF

dtn
dθ, (5*)

R(t, T, ε) – та ж функцiя, що i в (3). Цей же ряд (без залишкового члена)
ми дiстанемо, знаходячи формальне розвинення перiодичного розв’язку (2)
за степенями ε . Вираз (5*) вiдрiзняється вiд (3) тiльки додатковими членами,
i ми отримаємо для Rn оцiнку

∥Rn∥ 6 εnM∥A−1∥n sup
t

∥∥∥∥dnF (t)dtn

∥∥∥∥ , (6)
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де M – та ж стала, що i в (4). Значить тодi, достатня умова збiжностi ряду
(5) до перiодичного розв’язку (2):

εn∥A−1∥n sup
t

∥∥∥∥dnF (t)dtn

∥∥∥∥ →n→∞ 0, рiвномiрно по t (6*)

Iстотно пiдкреслити, що (6*) є i необхiдною умовою рiвномiрної збiжностi
по t ряда (5), оскiльки, якщо вона не виконується, то загальний член ряда
(5) не прямує рiвномiрно по t при n→∞ до нуля.

Умова (6*) дозволяє, таким чином, визначити радiус збiжностi по ε ряда
(5) для x(t, ε) . Ми бачимо, що цей радiус збiжностi залежить вiд властиво-
стей похiдних функцiї F (t) (а не вiд глобальних властивостей).

Наприклад, якщо (2) — скалярне рiвняння (A = a - скаляр, Re a ̸= 0 ) i
F (t) = sinmt , то радiус збiжностi ε = |a|

m i зменшується разом з m .
Якщо F (t) представляється повним (нескiнченним) рядом Фур’є, то

ε = 0 , тобто ряд (5) - без залишкового члена - розбiгається i не представляє
шуканий перiодичний розв’язок. Мiж iншим факт iснування самого перiо-
дичного розв’язку i оцiнки амплiтуди (4) не порушуються при довiльному
виглядi F (t) .

Таким чином розвинення перiодичного розв’язку x(t, ε) системи (2) є йо-
го досить специфiчною властивiстю, залежною вiд тонкої структури правої
частини F (t) i, по сутi, не зв’язаною з самим iснуванням i амплiтудою змi-
ни x(t, ε) . Можна висловити думку, що степеневi ряди по ε мало ефективнi
для побудови i аналiзу перiодичних розв’язкiв (2) i тим бiльше для рiвнянь
загального вигляду (1).

2. Розглянемо тепер систему з перiодичними коефiцiєнтами

ε
dx

dt
= P (t)x+ F (t) (7)

в некритичному випадку (вiдповiднi характеристичнi показники всi вiдмiннi
вiд нуля). В принципi питання iснування, оцiнки i розвинення в ряд за степе-
нями ε перiодичного розв’язку розв’язуються так, як i для системи (2). Ми
дiстанемо для цього розв’язку (iснуючого при всiх ε ) вираз

x(t, ε) = R(t, T, ε)

t+T∫
t

Φ−1
(
Θ

ε

)
F (Θ) dΘ,

R(t, T, ε) =
1

ε

[
Φ−1

(
t+ T

ε

)
− Φ−1

(
t

ε

)−1]
, (8)
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де Θ(t) – фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної системи dx
dt = P (t)x .

Має мiсце аналогiчна (4) оцiнка. Можна також дiстати аналогiчне (5) розви-
нення:

x(t, ε) =− P−1(t)F (t)− εn−1P−1(t) d
dt

(P−1F )−

− ε2P−1(t) d
dt

(
P−1

d

dt
(P−1F )

)
− . . .+Rn,

(9)

де

Rn = εn−1R(t, T, ε)

t+T∫
t

Φ−1
(
Θ

ε

) n разiв︷ ︸︸ ︷
d

dΘ

(
P−1

d

dΘ

(
P−1 . . .

d

dΘ

(
P−1F

)))
dΘ

(10)
При цьому

∥Rn∥ ≤ εnM sup
t

∥∥∥∥ ddt
(
P−1

d

dt

(
P−1 . . .

d

dt
(P−1F )

))∥∥∥∥ . (11)

Умова (необхiдна i достатня) збiжностi ряда (9) Rn → 0, n → ∞ . Пе-
ревiрка її виконання бiльш складна, нiж у випадку (6), навiть для простих
P (t), F (t) . Нами не отриманий приклад (нетривiальний) скiнченного радiу-
са збiжностi ε для якої-небудь конкретної системи (7), хоча такi приклади,
напевне, можна знайти. Але як би то не було, можна висловити думку про
неефективнiсть розвинень за степенями ε . Бiльш доцiльно використовувати
або скiнченну формулу (8) або безпосередньо шукати x(t, ε) у виглядi ряда
Фур’є.

3. Розглянемо загальну систему (1) в некритичному випадку. Застосує-
мо для побудови перiодичного розв’язку метод простих iтерацiй, визначаючи
послiдовнiсть перiодичних функцiй x1(t, ε), x2(t, ε), . . . , що задовольняють
рiвнянням

ε
dxj
dt

= P (t)xj + εF (t, xj−1), j = 1, 2, 3, . . . , x0 ≡ 0. (12)

Ми маємо оцiнки вигляду (4)

∥xj(t, ε)∥ ≤ εM sup
t
∥F (t, xj−1)∥ (13)

Для аналiзу збiжностi послiдовностi {xj(t, ε)} застосуємо метод функцiо-
нальних мажорантних рiвнянь (див., напр., [5]). Згiдно цьому складається на
пiдставi оцiнок (13) функцiональне рiвняння

u = εMU(u), (14)
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де U(u) — вiдповiдна мажоранта для F (t, x) . Це рiвняння визначає u як
функцiю ε . Збiжнiсть послiдовностi {xj(t, ε)} до розв’язку вихiдного рiвня-
ння гарантується при всiх ε , для яких (14) має додатний (дiйсний) розв’язок
u(ε) , а це має мiсце при 0 ≤ ε ≤ ε , причому ε ефективно знаходиться при
аналiзi (14) (див., напр., [3]). Таким чином при ε ∈ (0, ε] можна представити
шуканий розв’язок у виглядi збiжного ряда:

x(t, ε) = x1(t, ε) + [x2(t, ε)− x1(t, ε)] + [x3(t, ε)− x2(t, ε)] + . . . , (15)

причому xk − xk−1 мають порядок εk . Ми дiстали ряд, k -й член якого має
порядок εk , але це не чистий степеневий ряд по ε .

4. Перейдемо до аналiзу критичного випадку, але обмежимось одним ска-
лярним рiвнянням. Спочатку розглянемо лiнiйне рiвняння:

ε
dx

dt
= ax+ f(t), a = σi, σ — цiле число (16)

i нехай перiод по t дорiвнює 2π .
Перiодичний розв’язок (16) iснує при всiх таких ε , що вiдношення σ

ε не
дорiвнює цiлому числу. Цей розв’язок виражається також формулою (3). Про-
те на довiльному 0 < ε < ε∗ знайдеться нескiнченна множина значень ε , для
яких σ

ε дорiвнює цiлому числу.
Дiстати з (3) для всiх ε ∈ [0, ε∗] оцiнку вигляду (4), яка зв’язує x(t, ε)

i sup |f(t)| , неможна. Цей факт добре iлюструється формулою для перiоди-
чного розв’язку рiвняння (16) у виглядi формального ряда Фур’є:

x(t, ε) =
∞∑
0

fk
(εk − σ)i

eikt, (17)

де fk — коефiцiєнти ряда Фур’є (в комплекснiй формi) для f(t) . Збiжнiсть
цього ряда для всiх ε ∈ [0, ε∗] гарантувати неможна, оскiльки знаменник
εk − σ при вiдповiдних k i ε можуть бути рiвними або близькими до нуля.
Рiзницi εk−σ можна розглядати як частинний випадок довiльних комбiнацiй
k1ε+ k2σ з довiльними цiлими числами k1, k2 .

Ми зустрiчаємось, таким чином, з проблемою так званих «малих зна-
менникiв», характерною для теорiї умовно-перiодичних розв’язкiв. Тому для
аналiзу цього випадку застосуємо методи цiєї теорiї.

Згiдно теорiї дiйсних чисел ми маємо на довiльному вiдрiзку [0, ε∗] для
бiльшостi (по мiрi Лебега) значень ε :

|εk − σ| ≥ K(1 + |k|)−2, (18)
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де K — деяка стала, яка обернено пропорцiйна мiрi вказаної бiльшостi. Якраз
для цiєї множини значень ε (позначимо її Lε ) можна гарантувати iснування
перiодичного розв’язку рiвняння (16) i наступну оцiнку, яку отримуємо при
аналiзi ряда (17) з врахуванням (18) i оцiнок (див.[4]) коефiцiєнтiв Фур’є fk
для f(t) .

Якщо |f(t) ≤M в смузi |Im t| ≤ ρ , то для ε ∈ Lε

|x(t, ε)| ≤ MQ

δ3
, Q =

4e

K
(19)

в бiльш вузькiй смузi |Im t| ≤ ρ− 2δ , де δ — довiльне число, менше ρ
2 .

5. З метою наступного аналiзу нелiнiйного рiвняння розглянемо рiвняння
вигляду

ε
dx

dt
= (a+ ερ(t))x+ f(t), (20)

де a, f(t) – тi ж, що i в (16), а p(t) — неперервна перiодична функцiя. Оскiль-
ки перiодичний розв’язок x(t, ε) виражається в скiнченнiй формi, то вияв-
ляється можливим отримати при ε ∈ Lε , якщо |f(t)| ≤ M, |Im t| ≤ ρ ,
оцiнку

|x(t, ε)| ≤ MQQ1

δ3
, |Im t| ≤ ρ− 2δ, (21)

де M,Q – тi ж, що в (15), а стала Q1 визначається лише по функцiї p(t) .
Ця оцiнка груба, але якiсно задовiльна.

6. Перейдемо до аналiзу нелiнiйного (скалярного) рiвняння:

ε
dx

dt
= ax+ f(t, x) (22)

в критичному випадку (a = σi , σ — цiле число). Нехай в деякiй (компле-
кснiй) областi x ∈ D i при |Im t| ≤ ρ

|f(t, 0)| ≤M0, |f ′x(t, x)| ≤M1, |f ′′xx(t, x)| ≤ 2N, (23)

де M0,M1, N – деякi сталi. Будуємо iтерацiї xj(t, ε), j = 1, 2, 3, . . . ньютонов-
ского типу, що володiють прискореною збiжнiстю (див. [1]) i визначаються з
рiвнянь
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ε
dx1
dt

= ax1 + εf(t, 0) (24)

ε
dy2
dt

= (a+ εf ′x(t, x1))y2 + ε[f(t, x1)− f(t, 0)], x2 = x1 + y2 (25)

ε
dy3
dt

= (a+ εf ′x(t, x2)y3 + ε[f(t, x1 + y2)− f(t, x1)− f ′x(t, x1)y2],

x3 = x2 + y3 (26)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

При ε ∈ Lε ми дiстанемо для перiодичних розв’язкiв оцiнки за допомогою
(19), (21) i (23):

|x1(t, ε)| ≤ ε
M0Q0

δ3
= m0, |Im t| ≤ ρ− 2δ, Q0 =

4e

K
,

|y2(t, ε)| ≤ εm0
M1Q0Q1

δ3
= m1, |Im t| ≤ ρ− 4δ, (27)

|y3(t, ε)| ≤ εNm2
1

Q0Q1

δ31
= m2, |Im t| ≤ ρ− 4δ − 2δ1, δ1 = m

1
T

1 ,

|y4(t, ε)| ≤ εNm2
2

Q0Q1

δ32
= m3, |Im t| ≤ ρ− 4δ − 2δ1 − 2δ2, δ2 = m

1
T

2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

де Q1 = e2M1 i T -деяке число. Можна показати, що, коли

εNQ0Q1δ1 < 1, T >
4

1− α
, 0 < α < 1, (28)

то m2 < m1−α
1 , m3 < m1−α

2 , . . . i ряд
∞∑
s=2

ys(t, ε) , а разом з тим i послiдовнiсть

{xj(t, ε)} збiгається до перiодичного розв’язку рiвняння (22). Це – прискоре-
на збiжнiсть, близька до квадратичної збiжностi. Умови (28) дають оцiнку
(правда, грубу) областi збiжностi по ε .

Таким чином ми маємо конструктивне доведення iснування для ε ∈ Lε
i методику побудови перiодичних розв’язкiв рiвняння (22) в критичному ви-
падку.
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Висновки
Результати проведених дослiджень дозволяють констатувати, що розви-

нення перiодичних розв’язкiв в степеневий ряд по малому параметру, взагалi
кажучи, мало ефективнi. А доведення, приведене у випадку одного рiвняння
(22), безпосередньо не годиться у випадку системи рiвнянь загального вигля-
ду в критичному випадку. Але, напевне, аналогiчний результат справедливий
i у випадку систем (див. [2]).
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