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УЗАГАЛЬНЕННЯ МЕТОДУ ПОБУДОВИ
IНТЕРПОЛЯЦIЙНОГО МНОГОЧЛЕНА

ЛАГРАНЖА-СИЛЬВЕСТРА

В роботi запропоновано новий, унiверсальний, найбiльш лаконiчний метод розв’язання за-
дачi iнтерполяцiї функцiї алгебраїчними полiномами. Суттєво скорочено шлях отримання
необхiдних спiввiдношень, записаних компактно – через визначник Вандермонда, що дає
можливiсть спростити вiдповiднi розрахунки.
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гочлен Лагранжа–Сильвестра.

Вступ
Найпростiша задача iнтерполяцiї полягає в апроксимацiї деякої неперерв-

ної функцiї f (x) полiномом Wn(x) =
n∑
l=0

clx
l , що приймає в заданих точках

xk ∈ X , X :
{
xk, k = 0, s, n ≤ s, xk = xl ⇔ k = l

}
тi ж значення, що i функ-

цiя f (x) , тобто Wn(xk) = f(xk).
Для загального випадку, довiльно заданих вузлiв iнтерполяцiї, цей розв’я-

зок визначається формулою Лагранжа. Як частиннi випадки, з неї можна
отримати вiдомi iнтерполяцiйнi формули: Ньютона, Гаусса, Стирлiнга та iн.
[1, 3, 5, 6] .

Якщо f (x) неперервна разом зi своїми похiдними то узагальнена задача
iнтерполяцiї (iнтерполяцiя Ермiта), полягає в побудовi многочлена W (x) , що
фiксує не тiльки значення функцiї, а й довiльне число послiдовних похiдних.
Очевидно, W (x) є розв’язком системи рiвнянь

W (ik) (xk)− f (ik) (xk) = 0,

{
k = 0, s ,
ik = 0,mk − 1 .

(1)

Зрозумiло, що коли mk ≡ 1 та пiд f (0) (x) розумiємо значення самої
функцiї, ми маємо найпростiший випадок розв’язку системи (1) , а саме, мно-
гочлен Лагранжа. У випадку mk ≡ 2 , (1) може бути розв’язана за допомо-
гою многочленна Ермiта.

c⃝ Волков С.В., 2012

45



Математика

В iнших випадках розв’язок системи (1) значно ускладнюється, i задачу
на його вiдшукання називають загальною iнтерполяцiєю Ермiта, при цьо-
му W (x) називають iнтерполяцiйним многочленом Лагранжа–Сильвестра
[2, 4, 6] .

Вiдоме загальне правило знаходження та побудови розв’язкiв системи
(1) , сенс якого полягає у застосуваннi, так званих, базисних многочленiв
lki (x) , якi володiють вiдповiдними базисними iнтерполяцiйними властивос-
тями. Враховуючи lki (x) , можемо скласти iнтерполяцiйний многочлен, але
їх структура та спосiб побудови є громiздкими [2, 4, 6] .

Основна частина
В роботi пропонується нова конструкцiя побудови розв’язкiв системи (1) ,

яка основана на визначнику Вандермонда.

Твердження 1. Розв’язок системи (1) , многочлен Лагранжа-Сильвестра,
знаходиться у вигляд визначника (2) , (3)

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Z0 (x) . Zk (x) . Zs (x)
(x− x0)m0 . (x− xk)mk . (x− xs)ms

(x− x0)1+m0 . (x− xk)1+mk . (x− xs)1+ms

. . . . .

(x− x0)s+m0−1 . (x− xk)s+mk−1 . (x− xs)s+ms−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2)

або в спрощеному позначеннi

W (x) = det
[
Zk (x) ; (x− xk)i+mk−1

]s
i=1, k=0

, (3)

де

Zk (x) =

mk−1∑
i=0

f
(i)
(xk)

i!
(x− xk)i , f (x) =

f (x)

det
[
1 ; (x− xk)i+mk−1

]s
i=1, k=0

.

Доведення. Встановимо, по перше, що W (x) є многочлен степенi не

бiльш за
s∑

k=0

mk − 1 (забезпечить однозначнiсть розв’язку системи (1)) i,

по друге, задовольняє системi (1) .
Перше встановити неважко. Застосовуючи теорему Лапласа, розкладемо

визначник (2) за першим рядком i винесемо спiльнi множники з кожного
алгебраїчного доповнення

W (x) =
s∑
i=0

(−1)iZi (x)
s∏

k ̸=i=0

(x− xk)mk det
[
1; (x− xk)l−1

]s
k ̸=i

k=0, l=2

, (4)
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останнi множники в (4) є не що iнше, як визначники Вандермонда

det
[
1; (x− xk)l−1

]s
k ̸=i

k=0, l=2

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . 1 1 . 1
(x− x0) . (x− xi−1) (x− xi+1) . (x− xs)
(x− x0)2 . (x− xi−1)2 (x− xi+1)

2 . (x− xs)2

. . . . . .

(x− x0)s−1 . (x− xi−1)s−1 (x− xi+1)
s−1 . (x− xs)s−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

а, отже,

det
[
1; (x− xk)l−1

]s
k ̸=i

k=0, l=2

=
s∏

k<l=0
l,k ̸=i

(xk − xl)

не залежить вiд змiнної x i на степiнь W (x) не впливає [1], [3]. Враховуючи
це, маємо рiвнiсть

degW (x) = max
i

degZi (x) + deg
s∏

k ̸=i=0

(x− xk)mk

 =

= mi − 1 +
s∑

k=0, k ̸=i

mk =
s∑

k=0

mk − 1,

яку й треба було встановити.
Для перевiрки другого, зауважимо, що многочлен W (x) буде розв’язком

системи (1) коли:

W (x)− f (x) =
s∏

k=0

(x− xk)mk · F (x) , (5)

де F (xk) ̸= 0, k = 0, s .
Виходячи iз твердження, рiзницю (5) запишемо у виглядi визначника

W (x)− f (x) = det
[(
Zk (x)− f

)
; (x− xk)i+mk−1

]s
i=1, k=0

, (6)

з першим рядком, у виглядi

Zk (x)− f = Zk (x)−
mk−1∑
i=0

f
(i)
(xk)

i!
(x− xk)i =

f
(mk)

(ξk)

mk!
(x− xk)mk . (7)
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Враховуючи (6) та (7) , маємо

W (x)− f (x) = det

[
f
(mk)

(ξk)

mk!
(x− xk)mk ; (x− xk)i+mk−1

]s
i=1
k=0

⇒

W (x)− f (x) =
s∏

k=1

(x− xk)mk det

[
f
(mk)

(ξk)

mk!
; (x− xk)i−1

]s
i=1
k=0

⇒

W (x)− f (x) =
s∏

k=0

(x− xk)mk F (x)⇒

W (ik) (xk)− f (ik) (xk) = 0,

{
k = 0, s ,
ik = 0,mk − 1 .

Отже, визначник (2) буде iнтерполяцiйним многочленом Лагранжа–
Сильвестра. 2

Спираючись на доведену формулу (2) можна отримати ряд наслiдкiв.

Наслiдок 1. Розв’язок системи (1) за умови mk ≡ 1 , многочлен Лагран-
жа, має вид:

Wn (x) =
1

n∏
i<j

(xi − xj)

f (x0) f (x1) . . f (xn)
x− x0 x− x1 . . x− xn

(x− x0)2 (x− x1)2 . . (x− xn)2

. . . . .
(x− x0)n (x− x1)n . . (x− xn)n

. (8)

Наслiдок 2. Розв’язок системи (1) за умови mk ≡ 1 i рiвновiддалених
вузлiв iнтерполяцiї, формула Ньютона, має вид:

Wn (x) =
(−1)

n(n+1)
2

n∏
j=0

j!

f (x0) f (x1) . . f (xn)
q q − 1 . . q − n
q2 (q − 1)2 . . (q − n)2

. . . . .
qn (q − 1)n . . (q − n)n

, (9)

де q = x−x0
h , h = xi+1 − xi, i = 0, n .
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Наслiдок 3. Похiдна k -го порядку
(
k = 1, n

)
многочлена Лагранжа має

вид:

W (k)
n (x) =

k!
n∏
i<j

(xi − xj)

f(x0) f(x1) . . f(xn)
1 1 . . 1

x− x0 x− x1 . . x− xn
. . . . .

(x− x0)k−1 (x− x1)k−1 . . (x− xn)k−1
(x− x0)k+1 (x− x1)k+1 . . (x− xn)k+1

. . . . .
(x− x0)n (x− x1)n . . (x− xn)n

. (10)

Враховуючи формулу (10) , конструкцiю визначника Вандермонда можна
застосувати i для обчислення (не рекурентно) скiнченних рiзниць довiльного
порядку.

Наслiдок 4. За умови, що [xi, xi+1] =
∆yi
∆xi

= yi+1−yi
xi+1−xi , для ∀i = 0, n− k , має

мiсце формула:

[xi, xi+1, ... , xi+k] =
[xi+1, ... , xi+k]− [xi, xi+1, ... , xi+k−1]

xi+k − xi
=

=
(−1)

k(k−1)
2

k∏
i<j

(xi − xj)

yi yi+1 . . yi+k
1 1 . . 1
x0 x1 . . xk
. . . . .

xk−10 xk−11 . . xk−1n

. (11)

Наслiдок 5. За умови, що ∆yi = yi+1 − yi , а ∆xi = xi+1 − xi = const , для
∀i = 0, n− k , має мiсце формула:

∆ky0 =
(−1)k
k−1∏
j=0

j!

yi yi+1 . . yi+k
1 1 . . 1
0 1 . . k
. . . . .

0 1 . . kk−1

. (12)

Висновки
Запропонована конструкцiя побудови iнтерполяцiйних многочленiв є унi-

версальною. На її базi можлива побудова iнтерполяцiйних многочленiв, на-
вiть, для функцiй багатьох змiнних.
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Найпростiший випадок такої реалiзацiї всiм вiдомий як рiвняння пло-
щини через три заданi точки, що не лежать на однiй прямiй. Очевидно,
рiвняння площини, є розв’язком задачi iнтерполяцiї функцiї двох змiнних
f (x; y) многочленом першого порядку z = ax+ by + c . Тобто, за умови, що
zi = f (xi; yi) , i = 0, 1, 2 , можна записати:

z = W (x; y) =
1

v3

∣∣∣∣∣∣
z0 z1 z2
x− x0 x− x1 x− x2
y − y0 y − y1 y − y2

∣∣∣∣∣∣ , (13)

де v3 – двомiрний аналог визначника Вандермонда.
У межах запропонованих узагальнень вже отриманi рiвняння iнтерполя-

цiйних многочленiв функцiї двох змiнних. На теперiшнiй час узагальнюється
задача Ермiтової iнтерполяцiї на функцiї двох (багатьох) змiнних.
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