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НАПIВГРУПА ВIДПОВIДНОСТЕЙ СКIНЧЕННОЇ ГРУПИ

Дослiдження полягає у вивченнi напiвгрупи вiдповiдностей скiнченної групи, зокрема об-
числено порядки напiвгрупи вiдповiдностей знакозмiнної групи четвертого порядку S(A4)
та групи кватернiонiв восьмого порядку S(Q8) .

Ключовi слова: напiвгрупа вiдповiдностей, порядок напiвгрупи, знакозмiнна група,
група кватернiонiв.

Вступ
Поняття напiвгрупи та вiдповiдний термiн виникли на початку ХХ сто-

лiття, а систематичнi дослiдження напiвгруп почалися в кiнцi 20-х рокiв. До
60-х рокiв теорiя напiвгруп сформувалася в область алгебри, що динамiчно
розвивається, з багатою проблематикою i рiзноманiтними застосуваннями. В
цi роки з’явилися i першi монографiї, якi цiлком присвяченi теорiї напiвгруп.

Першим задачу вивчення напiвгруп вiдповiдностей поставив Курош О.Г. в
своєму курсi з теорiї унiверсальних алгебр (див. [1]). Однак зроблено в цьому
напрямку небагато. Є кiлька робiт (наприклад, Iскандер [2], [3]), де вивчалася
будова напiвгрупи S(G) як решiтки вiдносно природного часткового поряд-
ку. Але напiвгрупи вiдповiдностей конкретних унiверсальних алгебр майже
не дослiджувалися.

c⃝ Рябухо О.М., Турка Т.В., Литвиненко Л.П., 2012

69



Математика

У роботi [4] обчислено порядок напiвгруп S(G) , коли G є скiнченною
групою. Зокрема, явно вказано порядок |S(G)| для трьох класичних серiй
скiнченних груп: циклiчних, дiедральних та елементарних абелевих.

Продовжуючи роботу над вивченням напiвгруп вiдповiдностей скiнчен-
них груп, ми обчислили порядок напiвгруп вiдповiдностей знакозмiнної групи
степеня чотири S(A4) та групи кватернiонiв восьмого порядку S(Q8) .

Порядок напiвгрупи вiдповiдностей
Нехай G — унiверсальна алгебра. Якщо пiдалгебру з G×G розглядати

як бiнарне вiдношення на G , то множина S(G) всiх пiдалгебр з G × G є
напiвгрупою вiдносно деморганiвського добутку вiдношень. Напiвгрупа S(G)
називається напiвгрупою вiдповiдностей алгебри G .

У роботi [4] показано, що коли G — група, то елементи напiвгрупи S(G)
можна ототожнити з п’ятiрками вигляду (H1, G1, H2, G2, φ) , де H1�G1 < G ,
H2�G2 < G , а φ — iзоморфiзм факторгрупи G1/H1 на факторгрупу G2/H2 .
При цьому вiдповiдний елемент напiвгрупи S(G) — як пiдмножина iз G×G
— має вигляд

(H1, G1, H2, G2, φ) =
∪
a∈G1

(aH1 × φ(aH1)).

Множини вигляду aH1 × bH2 , де bH2 = φ(aH1) є блоками елемента
A = (H1, G1, H2, G2, φ) .

Якщо H,N ≤ G i N � H , то факторгрупа H/N називається факто-
ром групи G . Вибираємо з кожного класу iзоморфних факторiв групи G по
представнику i позначаємо через F(G) множину цих представникiв. Тодi для
кожного з можливих факторiв F ∈ F число KF є потужнiстю вiдповiдного
класу iзоморфних факторiв, тобто

KF = |{(N,H)|N �H i H/N ≃ F}|.

Теорема 1. Для будь-якої скiнченної групи G порядок напiвгрупи вiдповiд-
ностей S(G) дорiвнює

|S(G)| =
∑

F∈F(G)

K2
F · |Aut F |. (1)

Порядок напiвгрупи вiдповiдностей S(A4) .
A4 — група парних пiдстановок степеня 4. Пiдгрупи E , A4 i K4 є нор-

мальними в групi A4 . Група K4 = {ε, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} , так зва-
на четверна група Кляйна, має пiдгрупи E , K4 , ⟨(12)(34)⟩ , ⟨(13)(24)⟩ ,
⟨(14)(23)⟩ . Всi вони будуть нормальними в групi K4 .
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Скориставшись теоремою про порядок напiвгрупи вiдповiдностей скiн-
ченної групи знайдемо порядок напiвгрупи вiдповiдностей групи парних пiд-
становок степеня 4, тобто |S(A4)| .

Задача 1. Обчислити порядок напiвгрупи вiдповiдностей S(A4) знако-
змiнної групи A4 , тобто |S(A4)| .

Розв’язання. Згiдно теореми 2 [4] для будь-якої скiнченної групи, зокрема
групи A4 , порядок напiвгрупи вiдповiдностей S(A4) дорiвнює

|S(A4)| =
∑

F∈F(A4)

K2
F · |Aut F |, (2)

де F(A4) — множина всiх представникiв класiв iзоморфних факторiв F гру-
пи A4 :

F(A4) = {E,C2, C3, K4, A4}.
До кожної пiдгрупи групи A4 , класи iзоморфних факторiв, їх потужнiсть

(число KF ) та потужнiсть групи автоморфiзмiв проiлюструємо за допомогою
таблицi:

H ≤ A4 × A4 |H| F KF |Aut F |
E 1 E KE = 10 |Aut E| = 1

C2 3 E,C2 KC2
= 6 |Aut C2| = 1

C3 4 E,C3 KC3
= 5 |Aut C3| = 2

K4 1 E,C2, K4 KK4
= 1 |Aut K4| = 6

A4 1 E,K4, A4 KA4
= 1 |Aut A4| = 12

Тепер скориставшись формулою 3 обчислимо потужнiсть напiвгрупи вiд-
повiдностей знакозмiнної групи степеня 4.

|S(A4)| = K2
E · |Aut E|+K2

C2
· |Aut C2|+K2

C3
· |Aut C3|+

+K2
K4
· |Aut K4|+K2

A4
· |Aut A4| =

= 102 · 1 + 62 · 1 + 52 · 2 + 12 · 6 + 12 · 12 = 204.

Порядок напiвгрупи вiдповiдностей S(Q8) .
В теорiї груп, група кватернiонiв Q8 є неабелевою групою порядку 8, iзо-

морфною множинi восьми визначенним кватернiонам з операцiєю множення.
В групi Q8 маємо пiдгрупи E , Q8 , {±1} , < i > , < j > , < k > . Всi вони є
нормальними.

Задача 2. Обчислити порядок напiвгрупи вiдповiдностей S(Q8) групи ква-
тернiонiв Q8 , тобто |S(Q8)| .
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Розв’язання. Згiдно теореми 1 для будь-якої скiнченної групи Q8 порядок
напiвгрупи вiдповiдностей S(Q8) дорiвнює

|S(Q8)| =
∑

F∈F(Q8)

K2
F · |Aut F |, (3)

де F(Q8) — множина всiх представникiв класiв iзоморфних факторiв F гру-
пи Q8 :

F(Q8) = {E,C2, C4, K4, Q8}.
До кожної пiдгрупи групи Q8 , класи iзоморфних факторiв, їх потужнiсть

(число KF ) та потужнiсть групи автоморфiзмiв проiлюструємо за допомогою
наступної таблицi

H ≤ Q8 ×Q8 |H| F KF |Aut F |
E 1 E KE = 6 |Aut E| = 1

C2 1 E,C2 KC2
= 7 |Aut C2| = 1

C4 3 E,C2, C4 KC4
= 3 |Aut C4| = 2

Q8 1 E,C2, K4, Q8 KK4
= 1 |Aut K4| = 6

KQ8
= 1 |Aut Q8| = 24

Тепер скориставшись формулою 3 обчислимо потужнiсть напiвгрупи вiд-
повiдностей групи кватернiонiв порядку 8.

|S(Q8)| = K2
E · |Aut E|+K2

C2
· |Aut C2|+K2

C4
· |Aut C4|+

+K2
K4
· |Aut K4|+K2

Q8
· |Aut Q8| =

= 62 · 1 + 72 · 1 + 32 · 2 + 12 · 6 + 12 · 24 = 133.

Висновки
В роботi ми продовжили вивчати порядок напiвгруп вiдповiдностей

S(G) , коли G є скiнченною групою. Зокрема, обчислили порядки напiвгруп
вiдповiдностей знакозмiнної групи |S(A4)| та групи кватернiонiв |S(Q8)| .
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