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ПОБУДОВА ГРУП ҐАЛУА ДЕЯКИХ ТИПIВ РIВНЯНЬ

В роботi наведена основна теорема теорiї Ґалуа, описана характеризацiя груп Ґалуа бi-
квадратних многочленiв, показано приклад побудови групи Ґалуа.
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Вступ
7 листопада 2011 року науковий математичний свiт вiдзначив 200 -ту

рiчницю з дня народження Еварiста Ґалуа (1811− 1832) , одного iз найбiльш
видатних математикiв 19 -го столiття. Iдеї Ґалуа протягом кiлькох десятилiть
залишалися незрозумiлими для математикiв свiту, але в подальшому вони
одержали визнання i мали великий вплив на розвиток всiєї математики. Свої
iдеї Ґалуа залишив у прощальному листi для друга, написаному напередоднi
дуелi, яка трагiчно обiрвала його життя.

Основна проблема, над якою працював молодий математик — це про-
блема розв’язностi загальних алгебраїчних рiвнянь. Незнайомий з роботами
П.Руфiнi та Н.Абеля, вiн не тiльки незалежно вiд них прийшов до того ж
результату, але й знайшов критерiй розв’язностi загальних алгебраїчних рiв-
нянь у радикалах. Створена ним теорiя, вiдома як теорiя Ґалуа, описана в
термiнах теорiї груп. Тим самим генiальний математик заклав основи тео-
рiї груп. Вiн ввiв поняття розв’язної групи, простої групи, нормальної
пiдгрупи, якi й донинi залишаються найбiльш використовуваними у загаль-
нiй теорiї груп. Вiн же ввiв i сам термiн група: (le groupe), хоча i не дав
строгого визначення. В своїх дослiдженнях Ґалуа довiв простоту знакозмiн-
ної групи An , де n ≥ 5 , довiв теореми про примiтивнi групи перестановок,
про транзитивнi групи простого степеня, якi стали прообразом загальних кла-
сифiкацiйних результатiв, одержаних через пiвтора столiття потому.

Дана робота присвячена характеризацiї многочленiв за їх групами Ґалуа.
Мета дослiдження полягає у вивченнi основних положень теорiї Ґалуа та

побудови груп Ґалуа для деяких типiв рiвнянь.

c⃝ Рябухо О.М., Воронiна О.Л., 2012
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В роботi наводиться характеризацiя груп Ґалуа бiквадратних многочле-
нiв, описується приклад побудови групи Ґалуа.

Основна теорема теорiї Ґалуа
Нехай p(x) =

∏
1≤i≤4

(x− ai) = x4+ ax3+ bx2+ cx+ d — многочлен з полем

розкладу F над основним полем K i нехай K2 = {k2; k ∈ K} позначає мно-
жину квадратiв всiх елементiв iз K . Якщо p(x) незвiдний i сепарабельний
(не має кратних коренiв), то група Ґалуа Gal (F/K) дiє транзитивно на мно-
жинi його чотирьох коренiв, отже iзоморфна однiй iз транзитивних пiдгруп
S4 : четвернiй групi Кляйна K4 ; циклiчнiй групi четвертого порядку C4 ; дi-
едральнiй групi 8 порядку D4 , знакозмiннiй групi A4 або дорiвнює самiй
S4 . Ми припускаємо, що характеристика поля K ̸= 2 . Це гарантує нам, що
незвiдний многочлен p(x) буде сепарабельним.

Теорема 1. Нехай K — поле характеристики ̸= 2 . Припустимо, що p(x)
незвiдний многочлен над K , r(x) — його кубiчна резольвента, поле розкла-
ду якої дорiвнює E , D — дискримiнант r(x) . Тодi

(1) Gal (F/K) ∼= S4 , тодi i тiльки тодi, коли iснує многочлен r(x)
незвiдний над K i D ̸∈ K2;

(2) Gal (F/K) ∼= A4 , тодi i тiльки тодi, коли iснує многочлен r(x)
незвiдний над K i D ∈ K2;

(3) Gal (F/K) ∼= V , тодi i тiльки тодi, коли многочлен r(x) розкла-
дається на лiнiйнi множники над K;

(4) Gal (F/K) ∼= C4 , тодi i тiльки тодi, коли многочлен r(x) має
тiльки один корiнь t в K i p(x) = (x2− tx+ d)(x2+ ax+(b− t)) — розклад
g(x) на множники над E;

(5) Gal (F/K) ∼= D4 , тодi i тiльки тодi, коли многочлен r(x) має
тiльки один корiнь t в K i g(x) не розкладається на множники над E.

Дослiдження груп Ґалуа бiквадратних многочленiв
Розглянемо незвiднi многочлени виду

h(x) = x4 + bx2 + d; b, d ∈ K,

де K – характеристики ̸= 2 . Спочатку сформулюємо наступний критерiй
незвiдностi для таких многочленiв.

Теорема 2. Нехай h(x) = x4 + bx2 + d многочлен над полем K , причому
характеристика ̸= 2 , i ±α , ±β коренi. Тодi наступнi умови еквiвалентнi

(1) h(x) незвiдний над K ;

74 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету СДПУ



Рябухо О.М., Воронiна О.Л. Побудова груп Ґалуа

(2) α2 , α+ β , α− β ̸∈ K ;
(3) b2 − 4d , −b+ 2

√
d , −b− 2

√
d ̸∈ K2.

Теорема 3. Нехай h(x) = x4 + bx2 + d незвiдний над K , характеристики
K ̸= 2 . Нехай ±α , ±β коренi iз його поля розкладу F . Тодi:

(1) Gal(F/K) ∼= V ←→ d ∈ K2 ↔ αβ ∈ K;
(2) Gal(F/K) ∼= C4 ←→ d(b2 − 4d) ∈ K2; K(αβ) ∈ K(α2);
(3) Gal(F/K) ∼= D4 ←→ di d(b2 − 4d) ̸∈ K2 ↔ αβ ̸∈ K(α2).

Приклади знаходження групи Ґалуа
Приклад 1. Нехай k, j – рiзнi вiльнi вiд квадратiв цiлi числа i r ̸= 0 ,
s ∈ Q . Знайти групу Ґалуа многочлену r(x) = x4−2(r2k+s2j)x2+(r2k−s2j)2

Розв’язання. Нехай k, j — рiзнi вiльнi вiд квадрата цiлi числа i r ̸= 0 , s ∈ Q .
Тодi

r(x) = x4 − 2(r2k + s2j)x2 + (r2k − s2j)2

незвiдний над полем Q , тому, що

b2 − 4d = 16r2s2kj,

−b+ 2
√
d = 4r2k,

−b− 2
√
d = 4s2j

не є квадратами в Q . З теореми 3. випливає, що Gal (F/Q) ∼= V , тому, що
d = (r2k − s2j) ∈ Q2 .

Нормальне розширення Q має групу Ґалуа, iзоморфну V , тодi i тiльки
тодi, коли воно може бути представлене у виглядi Q(

√
k;
√
j) для двох рi-

зних вiльних вiд квадратiв цiлих чисел k i j . Так як коренi ±(r
√
k + s

√
j)

i ±(r
√
k − s

√
j) з u(x) знаходяться в Q(

√
k;
√
j) , то кожне нормальне роз-

ширення з групою Ґалуа V можна одержати як поле розкладу многочлену
цього виду.

Приклад 2. Нехай m,n ∈ Z , де m2 + n2 ∈ Q2 . Знайти групу Ґалуа мно-
гочлену v(x) = x4 − 2(m2 + n2)x2 + n2(m2 + n2) .

Розв’язання. Нехай m,n ∈ Z , де m2 + n2 ∈ Q2 . Тодi многочлен

v(x) = x4 − 2(m2 + n2)x2 + n2(m2 + n2)

незвiдний над полем Q , тому, що з умови m2 + n2 ∈ Q випливає, що

b2 − 4d = 4m2(m2 + n2),
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−b± 2
√
d = 2(m2 + n2)± 2m

√
m2 + n2

не є квадратами в Q . За теоремою 3. отримуємо, що Gal (F/Q) ∼= C4 , тому,
що

d(b2 − 4d) = 4m2n2(m2 + n2) ∈ Q2.

Приклад 3. Знайти групу Ґалуа многочлену w(x) = x4 − px2 + q , де p, q
довiльнi пари рiзних непарних чисел.

Розв’язання. Для довiльних пар рiзних непарних чисел p, q многочлен
w(x) = x4 − px2 + q є незвiдним над Q . Це безпосередньо випливає iз те-
ореми 2. Звiдки ми можемо вивести, що b2 − 4d = p2 − 4q ̸∈ Q2 , так як
p± 2

√
q ̸∈ Q2.

Без втрати загальностi можна припустити, що p2−4q > 0 . Покладемо, що
p2− 4q = t2 для деякого цiлого числа t > 0 . Тодi t непарне i кожний iз мно-
жникiв 4q = (p+t)(p−t) парний. Оскiльки q просте число i 0 < p−t < p+t ,
то p− t = 2 i p+ t = 2q .

Однак звiдси випливає, що p = q + 1 , а це суперечить припущенню, що
p i q непарнi.

Вiдповiдно, d = q i d(b2−4d) = q(p2−4q) не є квадратами в Q , значить,
Gal (F/Q) ∼= D4 згiдно теоремi 3.

Таким чином, бiльш загальнi приклади многочленiв з групою Ґалуа D4

дають тi, що мають пару дiйсних i пару комплексних коренiв. Вiдмiтимо, що
многочлен w(x) має всi дiйснi коренi, якщо p2 − 4q > 0.

Висновки
В статтi наведенi основна теорема теорiї Ґалуа, характеризацiя груп Ґа-

луа бiквадратних многочленiв та описанi приклади побудови груп Ґалуа не-
звiдних над полем Q бiквадратних многочленiв.
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