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ДОСЛIДЖЕННЯ А.К. СУШКЕВИЧА З ТЕОРIЇ НАПIВГРУП
ПЕРЕТВОРЕНЬ НАД НЕСКIНЧЕННИМИ МНОЖИНАМИ

Наводиться коротка характеризацiя наукових дослiджень професора А.К. Сушкевича з
теорiї напiвгруп перетворень над нескiнченними множинами. Описано вiдношення еквiва-
лентностi на напiвгрупi перетворень над злiченною множиною, яке узагальнює вiдношення
спряженостi на нiй.
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Вступ
50 рокiв тому пiшов з життя видатний український математик, професор

Харкiвського унiверситету Антон Казимирович Сушкевич, який заслужено
вважається одним з фундаторiв сучасної теорiї напiвгруп. Антон Казимиро-
вич Сушкевич був одним з iнiцiаторiв дослiдження напiвгруп перетворень
над нескiнченними множинами. Цiй проблематицi присвяченi, зокрема, його
працi [2–5] i роздiл монографiї [1]. А.К.Сушкевич уперше ввiв до розгляду
напiвгрупи iн’єктивних i сюр’єктивних перетворень над нескiнченними мно-
жинами, охарактеризував їх основнi властивостi i показав, яку роль вiдiгра-
ють цi напiвгрупи при вивченнi будови всiєї напiвгрупи перетворень даної
множини [2–4].

Метою нашої замiтки є коротка характеризацiя наукових дослiджень про-
фесора А.К. Сушкевича з теорiї напiвгруп перетворень над нескiнченними
множинами та опис вiдношення еквiвалентностi на напiвгрупi перетворень
над злiченною множиною, яке узагальнює вiдношення спряженостi на нiй.

Життєвий шлях А.К. Сушкевича
Сушкевич Антон Казимирович народився 10 (22) сiчня 1889 року в Бори-

соглебську Тамбовської губернiї. В 1906-1911 роках навчався в Берлiнi, слухав
лекцiї I. Шура, Л. Шварца, М. Бланка та iн. Повернувшись на Батькiвщину
(1913), здав екстерном державнi iспити в Петербурзькому унiверситетi, а в
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1917 роцi склав магiстерськi екзамени в Харкiвському унiверситетi. В 1925
роцi вiн захистив докторську дисертацiю в м.Харковi.

Свою педагогiчну дiяльнiсть А.К.Сушкевич розпочав у 1916 роцi, коли
вiн викладав математику у рiзних гiмназiях мiста Харкова. З початку 1918
року вiн працює приват-доцентом Харкiвського унiверситету, з 1920 року —
ад’юнкт-професором. З 1921 по 1929 рiк А.К.Сушкевич — професор Воро-
нежського унiверситету. Наприкiнцi 1929 року А.К.Сушкевич був обраний
дiйсним членом Українського Науково Дослiдного iнституту математики i
механiки та переїхав до Харкова.

Водночас А.К.Сушкевич працював професором Харкiвського геодезично-
го iнституту. З 1933 року i до кiнця свого життя вiн працював в Харкiвському
державному унiверситетi iменi М.А.Горького (зараз це Харкiвський держав-
ний унiверситет iменi Н.К. Каразiна), де очолював кафедру алгебри та теорiї
чисел. З 1937 року А.К.Сушкевич — незмiнний керiвник харкiвського мате-
матичного товариства.

Дослiдження А.К. Сушкевича з теорiї напiвгруп
Науковi iнтереси А.К.Сушкевича пов’язанi з рiзноманiтними галузями ал-

гебри. Найбiльша кiлькiсть робiт, i зокрема найвизначнiшi [1], вiдносяться до
теорiї узагальнених груп, тобто до теорiї множин з однiєю алгебраїчною опе-
рацiєю. Вiн поклав початок систематичному вивченню цiєї галузi. Видiлив i
розглянув основнi властивостi дiй, вивчив зв’язок мiж ними. Накреслив ряд
напрямкiв в загальнiй теорiї алгебраїчних дiй, визначених наявнiстю тих чи
iнших властивостей. Працями А.К.Сушкевича покладено початок дослiдже-
ння деяких типiв скiнчених квазiгруп, встановив їх зв’язок зi скiнченними
групами, а саме, розглянув дiю, обернену до дiї множення у групi.

Дослiдження Сушкевичем напiвгруп пiдстановок започаткували iнший
важливий напрямок в теорiї напiвгруп — напiвгрупи перетворень. Було дове-
дено, що кожна скiнчена абстрактна напiвгрупа може бути iзоморфно пред-
ставленою напiвгрупою однозначних вiдображень в себе деякої множини. На-
ступне розповсюдження цього результату на довiльнi напiвгрупи показало,
що кожну асоцiативну дiю можна розглядати як суперпозицiю загальних
(оборотних або необоротних) перетворень. Сушкевич вперше розглянув на-
пiвгрупи вiдображень злiченної множини в себе (так званi нескiнченнi пiдста-
новки). Вiн побудував представлення деяких класiв напiвгруп скiнченими та
нескiнченими пiдстановками. Пiзнiше напiвгрупи перетворень та представле-
ння напiвгруп перетвореннями розглядалися В.Вагнером (Саратовська алге-
браїчна школа), Л.Глускiним (Харкiв), Є.Ляпiним (Ленiнград), А.Мальцевим
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(Новосибiрськ). Серед дослiджень Сушкевича конкретних напiвгруп, крiм
пiдстановок, слiд згадати ряд результатiв, якi стосуються напiвгруп особли-
вих та нескiнченних матриць i представлень напiвгруп такими матрицями.
Матричнi напiвгрупи пiзнiше розглядали А.Мальцев, Є.Халезов, Л.Глускiн,
I.Понизовський та iншi алгебраїсти.

Необхiднi визначення i допомiжнi результати
Ми ототожнюватимемо злiченну множину з множиною натуральних чи-

сел N . Нехай T (N) — напiвгрупа всiх (скрiзь визначених) перетворень
множини N , In(N) — її пiднапiвгрупа iн’єктивних перетворень, а Sur(N)
— пiднапiвгрупа сюр’єктивних перетворень. Перетином напiвгруп In(N) i
Sur(N) є, очевидно, симетрична група S(N) , а напiвгрупою, що ними поро-
джується, є вся T (N) .

Далi ми скрiзь вважатимемо, що композицiя (добуток) перетворень iз
T (N) дiє на числа iз N злiва направо, тобто для довiльних f, g ∈ T (N) та
x ∈ N

(f · g)(x) = g(f(x)).

У роботi [3] доведено таке твердження:

Лема 1. Для довiльної пiдстановки f ∈ S(N) iснують перетворення
g ∈ In(N) та h ∈ Sur(N) такi, що має мiсце рiвнiсть

f = g · h, (1)

причому перетворення g можна вибрати довiльним чином, а перетворення
h при фiксованому g — кiлькома способами.

З леми 1 випливає, що для кожної пiдстановки f ∈ S(N) iснує безлiч роз-
кладiв вигляду (1). Зокрема, це буде правильно i для тотожної пiдстановки
e ∈ S(N) .

Означення 1. Пару перетворень (g, h) , g ∈ In(N) , h ∈ Sur(N) назвемо
допустимою парою, якщо виконується умова допустимостi

g · h = e.

Нехай U — множина допустимих пар перетворень iз напiвгрупи T (N) .
Тодi множина U має потужнiсть континуум, оскiльки перша компонента
допустимої пари може бути довiльним перетворенням з In(N) , а напiвгру-
па In(N) має потужнiсть континуум. Введемо на множинi U дiю множення
згiдно з правилом

(g1, h1) · (g2, h2) = (g1 · g2, h2 · h1), (2)
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де g1, g2 ∈ In(N) , h1, h2 ∈ Sur(N) .

Лема 2. Множина U вiдносно дiї множення, визначеної рiвнiстю (2),
утворює моноїд.

Нагадаємо, що два перетворення g, h ∈ T (N) називаються спряженими,
якщо iснує пiдстановка u ∈ S(N) така, що має мiсце рiвнiсть

g = u−1 · h · u.

Вiдношення спряженостi є вiдношенням еквiвалентностi на всiй напiвгрупi
T (N) . Його класи еквiвалентностi називаються класами спряженостi.

Лема 3. Перетворення, спряжене до перетворення з In(N) , мiститься в
In(N) , а перетворення, спряжене до перетворення з Sur(N) , мiститься
в Sur(N) .

Доведення — безпосередня перевiрка.

Спряженiсть у сенсi Сушкевича
Використовуючи поняття допустимої пари перетворень можна природним

чином визначити нове вiдношення спряженостi елементiв у напiвгрупi T (N) ,
яке є узагальненням звичайної спряженостi, визначеної вище в п. .

Означення 2. Перетворення f, g ∈ T (N) назвемо спряженими за Су-
шкевичем (позначимо f ∼S g ), якщо iснують допустимi пари (g1, h1),
(g2, h2) ∈ U такi, що мають мiсце рiвностi

f = g1 · g · h1, g = g2 · f · h2. (3)

Теорема 1. Спряженiсть за Сушкевичем є вiдношенням еквiвалентностi
на T (N) .

Доведення. Пересвiдчимось, що спряженiсть за Сушкевичем ∼S є ре-
флексивним, симетричним i транзитивним вiдношенням. Позаяк пара (ε, ε)
є допустимою, то вiдношення ∼S є рефлексивним. Якщо f ∼S g , де f,

g ∈ T (N) , то iснують пари (g1, h1), (g2, h2) ∈ U такi, що виконуються рiв-
ностi (3). А оскiльки цi рiвностi симетричнi щодо замiни f та g , то також
маємо g ∼S f .

Нехай f ∼S g та g ∼S h . Це означає, що iснують допустимi пари (g1, h1),
(g2, h2) та (g′1, h

′
1), (g′2, h

′
2) такi, що

f = g1 · g · h1, g = g2 · f · h2, g = g′1 · h · h′1, h = g′2 · g · h′2.
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Звiдси дiстаємо рiвностi

f = g1 · g′1 · h · h′1 · h1, h = g′2 · g2 · f · h2 · h′2.

Оскiльки In(N) та Sur(N) — напiвгрупи, то перетворення g1 · g′1 , g′2 · g2
мiстяться в In(N) , а h′1 · h1 , h2 · h′2 належать до Sur(N) . Крiм того,

g1 · g′1 · h′1 · h1 = g1 · e · h1 = g1 · h1 = e.

Аналогiчно g′2 · g2 · h2 · h′2 = e , тобто пари (g1 · g′1, h′1 · h1) та (g′2 · g2, h2 · h′2) є
допустимими. Це означає, що f ∼S h , i вiдношення ∼S транзитивне. Таким
чином, ∼S є еквiвалентнiстю. 2

Висновки
Кожнi два перетворення з T (N) , спряженi в звичайному сенсi, будуть

спряженими в сенсi Сушкевича.
Справдi, якщо перетворення u, v ∈ T (N) є спряженими, то iснує пiдста-

новка f ∈ S(N) така, що u = f−1vf , а отже, v = fuf−1 . Тому допустимi
пари (f−1, f) та (f, f−1) будуть визначати спряженiсть перетворень u та v
в сенсi Сушкевича. Обернене не є правильним, а саме, iз спряженостi перетво-
рень у сенсi Сушкевича не випливає їх спряженiсть у звичайному розумiннi.
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