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РЕШЕТО ЕРАТОСФЕНА ДЛЯ ГАУСОВИХ ЧИСЕЛ

Побудовано аналог вiдомого решета Ератосфена для гаусових чисел. Описано його алго-
ритм. В якостi прикладу знайдено всi простi гаусовi числа, модуль яких не перевищує 12.
Наведено приклад побудови канонiчного розкладу гаусового числа.
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Вступ
В теорiї факторiальних кiлець основним є питання канонiчного розкладу

елементiв. Для цього дослiджуються оборотнi та простi елементи.
Вiдомо, що всi евклiдовi кiльця є факторiальними. Достатньо дослiдже-

ним є евклiдове кiльце Z цiлих чисел. Його оборотними елементами є числа
1 i −1 , всi простi додатнi числа p знаходяться за допомогою вiдомого решета
Ератосфена, а тому всi простi числа будуть ±p .

Нагадаємо, що решето Ератосфена використовується для знаходження
простих чисел, що не перевищують n . Викреслювання складених чисел за-
кiнчується, коли процес доходить до простого числа, що перевищує

√
n . Ка-

нонiчний розклад натурального числа a знаходиться вiдбором простих дiль-
никiв числа a .

Евклiдове кiльце многочленiв над полем рацiональних чисел не має та-
кої процедури, яка б дозволяла перевiряти незвiднiсть многочленiв, якщо їх
степенi n ≥ 5 . Тому задача знаходження канонiчного розкладу не завжди
розв’язна.

Множина цiлих гаусових чисел Z[i] = {a+bi|a, b ∈ Z} утворює евклiдове
кiльце, у якого δ(a + bi) =

√
a2 + b2 , тобто δ(z) = |z| . Нас цiкавить питан-

ня про можливiсть знаходження канонiчного розкладу довiльного гаусового
числа. Дослiдження ведуться по аналогiї з кiльцем цiлих чисел.

В кiльцi гаусових чисел оборотними є числа 1 , i ,−1 ,−i . Якщо p – про-
стий елемент кiльця Z[i] , який знаходиться в першiй чвертi комплексної пло-
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щини, то всi асоцiйованi з ним числа, pi ,−p ,−pi – також простi, i будуть
знаходитись у другiй, третiй, четвертiй чвертi вiдповiдно, оскiльки множенню
на i ,−1 ,−i вiдповiдає поворот на кути π

2 ,π , 3π2 вiдповiдно.
Тому достатньо знайти всi простi числа, що знаходяться в першiй чвертi.

Для цього побудовано аналог решета Ератосфена для гаусових чисел, суть
якого викладена в цiй статтi.

Основна частина
Теоретичною основою для побудови аналогу решета Ератосфена для га-

усових чисел є наступнi теореми:

Теорема 1. Модуль меншого за модулем дiльника цiлого гаусового числа z

не перевищує
√
|z| .

Доведення. Нехай z1 ∈ Z[i] – менший за модулем дiльник z , тодi

∃z2 ∈ Z[i] : |z2| ≥ |z1| i z = z1 · z2.

А значить |z| = |z1| · |z2| .
Якщо |z1| >

√
|z| , то |z2| = |z|

|z1| <
|z|√
|z|

=
√
|z| < |z1| . Тобто маємо, що

|z2| < |z1| , що суперечить умовi. 2

Наслiдком цiєї теореми є наступна теорема:

Теорема 2. Якщо гаусове число z не дiлиться нi на яке просте число мо-
дуля меншого, нiж

√
|z| , то z – просте.

Зауважимо, що всi числа першої четвертi комплексної площини Z[i] , якi
дiляться на p = c+ di , мають вигляд:

(tc+ t1|p|2) + (td+ t2|p|2)i, t ∈ N, t1, t2 ∈ Z0.

Крiм того, якщо p ∈ Z , то (a + bi)
...p , якщо a = p · t1 i b = p · t2 ,

t1, t2 ∈ N .

Зауваження 1. Числа першої чвертi, кратнi c + di ,d ̸= 0 , знаходяться
злiва, справа, зверху та знизу з кроком c2 + d2 вiд чисел вигляду ct + dti ,
t ∈ N , тобто кроком кратностi є квадрат модуля числа c+ di .

Зауваження 2. Числа першої чвертi, кратнi c , c ∈ N , мають вигляд
ct1 + dt2i , t1, t2 ∈ N0 , тобто кроком кратностi є модуль числа c .

Випуск №2, 2012 83



Математика

Знайдемо всi простi цiлi гаусовi числа, модуль яких не перевищує заданого
числа n (аналог решета Ератосфена).

1. Розглянемо всi гаусовi числа a+ bi першої чвертi (a > 0 , b ≥ 0 ) такi,
що
√
a2 + b2 ≤ n .

Будемо їх розташовувати у виглядi таблицi, яка вiдповiдає зображенню
комплексних чисел на комплекснiй площинi. Якщо їх розташовувати в по-
рядку зростання модуля, то їх можна записати так:

1 , 1 + i , 2 , 1 + 2i , 2 + i , 2 + 2i , 3 , 1 + 3i , 3 + i , 2 + 3i , 3 + 2i , . . . .
Решето Ератосфена для гаусових чисел починається iз найменших за мо-

дулем чисел ̸= 1 . Очевидно, що найменше за модулем гаусове число – 1 + i ,
тому за Теоремою 2 воно просте.

Таким чином, викреслюємо всi гаусовi числа, що дiляться на 1 + i : спо-
чатку викреслюємо всi числа вигляду (1 + i)k , k ∈ Z , далi вправо, влiво,
вверх, вниз вiд вже викреслених чисел вигляду (1+ i)k , k ∈ Z викреслюємо
кожне друге число, так як |1 + i|2 = 2 . Викреслюються числа: 2 , 2 + 2i ,
1 + 3i , 3 + i , . . . .

2. Всi числа z ∈ ZI [i] , z ̸= 1 + i з найменшим модулем, що залишились
не викресленими, є простими. А саме: 1 + 2i i 2 + i .

Вибираємо число 1 + 2i i викреслюємо всi числа, що дiляться на нього.
Викреслюємо всi числа вигляду (1 + 2i)m , m ∈ Z . Знаходимо квадрат мо-
дуля числа 1 + 2i : |1 + 2i|2 = 1 + 22 = 5 . Далi вправо, влiво, вверх, вниз
викреслюємо кожне п’яте число (так як |1 + 2i|2 = 5 ), починаючи вiд вже
викреслених вигляду (1+2i)m , m ∈ Z . Викреслюються числа: 3+ i , 2+4i ,
5 , 4 + 3i , 3 + 6i , 1 + 7i , . . . .

Вибираємо число 2 + i i викреслюємо всi числа, що дiляться на нього
(аналогiчно). Викреслюються числа: 1+ 3i , 4+ 2i , 5 , 3+ 4i , 2+ 6i , 6+ 3i ,
5 + 5i , . . . .

3. З чисел, що залишились не викресленими, вибираємо найменше за мо-
дулем, воно буде простим. Це число 3 , |3| = 3 . Вибираємо число 3 i викре-
слюємо всi числа, що дiляться на нього.

Спочатку викреслюємо всi числа вигляду 3 · c , c ∈ N , далi по вертикалi,
починаючи вiд вже викреслених чисел вигляду 3 · c , c ∈ N , викреслюємо
кожне третє число (так як |3| = 3 ). Викреслюються числа: 3+3i , 6 , 3+6i ,
6 + 3i , 6 + 6i , 9 , 3 + 9i , 9 + 3i , . . . .

4. Далi вибираємо найменшi за модулем числа серед тих, що залишились
не викресленими, i викреслюємо їм кратнi i т.д.

Процес продовжуємо до тих пiр, доки модуль не викреслених чисел, крiм
знайдених простих, не буде перевищувати число

√
n . Всi цi не викресленi
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числа доповнюють множину простих чисел, модуль яких не перевищує n .
Наведемо приклад знаходження всiх простих гаусових чисел, модуль яких

не перевищує 12 .
Використовуємо аналог решета Ератосфена для гаусових чисел. Процес

будемо продовжувати до тих пiр, доки модуль не викреслених чисел не буде
перевищувати

√
12 .

1. Зобразимо у виглядi таблицi всi гаусовi числа a + bi першої чвертi
(a > 0 , b ≥ 0 ) такi, що

√
a2 + b2 ≤ 12 .

1 11i+  2 11i+  3 11i+  4 11i+  5 11i+         

1 10i+  2 10i+  3 10i+  4 10i+  5 10i+  6 10i+        

1 9i+  2 9i+  3 9i+  4 9i+  5 9i+  6 9i+  7 9i+       

1 8i+  2 8i+  3 8i+  4 8i+  5 8i+  6 8i+  7 8i+  8 8i+      

1 7i+  2 7i+  3 7i+  4 7i+  5 7i+  6 7i+  7 7i+  8 7i+  9 7i+     

1 6i+  2 6i+  3 6i+  4 6i+  5 6i+  6 6i+  7 6i+  8 6i+  9 6i+  10 6i+    

1 5i+  2 5i+  3 5i+  4 5i+  5 5i+  6 5i+  7 5i+  8 5i+  9 5i+  10 5i+    

1 4i+  2 4i+  3 4i+  4 4i+  5 4i+  6 4i+  7 4i+  8 4i+  9 4i+  10 4i+  11 4i+   

1 3i+  2 3i+  3 3i+  4 3i+  5 3i+  6 3i+  7 3i+  8 3i+  9 3i+  10 3i+  11 3i+   

1 2i+  2 2i+  3 2i+  4 2i+  5 2i+  6 2i+  7 2i+  8 2i+  9 2i+  10 2i+  11 2i+   

1 i+  2 i+  3 i+  4 i+  5 i+  6 i+  7 i+  8 i+  9 i+  10 i+  11 i+   

1 2  3  4  5  6  7  8  9  10  11 12  
 

2. Викреслюємо всi числа, що дiляться на перше просте число 1 + i ,
кроком кратностi є число 2.

3. З тих, що залишились не викресленими, вибираємо найменшi за мо-
дулем: 1 + 2i i 2 + i . Викреслюємо всi числа, що дiляться на простi числа
1 + 2i i 2 + i . Кроком кратностi є число 5.

4. З чисел, що залишились не викресленими, вибираємо найменше за мо-
дулем. Це число 3 . Видiляємо число 3 i викреслюємо всi числа, що дiляться
на нього.

5. З чисел, що залишились не викресленими, вибираємо найменшi за мо-
дулем. Це числа: 2+ 3i , 3+ 2i . Але |2+ 3i| = |3+ 2i| =

√
13 , а

√
13 >

√
12 ,

тобто процес викреслювання закiнчено i всi числа, що залишились не викре-
сленими у визначеному дiапазонi, є простими.

Отже, простими числами, модуль яких не перевищує 12 , є: 1+ i , 1+ 2i ,
2 + i , 3 , 2 + 3i , 3 + 2i , 1 + 4i , 4 + i , 2 + 5i , 5 + 2i , 1 + 6i , 6 + i , 4 + 5i ,
5+ 4i , 7 , 2+ 7i , 7+ 2i , 5+ 6i , 6+ 5i , 3+ 8i , 8+ 3i , 5+ 8i , 8+ 5i , 4+ 9i ,
9 + 4i , 1 + 10i , 10 + i , 3 + 10i , 10 + 3i , 11 , 7 + 8i , 8 + 7i , 4 + 11i , 11 + 4i .

Цi простi гаусовi числа розташованi в порядку зростання модуля, i стає
очевидним, що не всi простi числа кiльця Z є простими в кiльцi Z[i] .
Наприклад, 2 i 5 не є простими в Z[i] , тодi як 3 , 7 , 11 – простi як в Z ,
так i в Z[i] .
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Решето Ератосфена є зручним оператором для знаходження канонiчного
розкладу гаусових чисел. Наприклад, z = 89 + 86i . |z| = 17

√
53 < 123 ,√

|z| < 12 , тобто всi його простi дiльники знаходяться серед чисел, знайдених
у попередньому прикладi: 1+ i , 1+2i , 2+ i , 3 , 2+3i , 3+2i , 1+4i , 4+ i ,
2 + 5i , 5 + 2i , 1 + 6i , 6 + i , 4 + 5i , 5 + 4i , 7 , 2 + 7i , 7 + 2i , 5 + 6i , 6 + 5i ,
3+ 8i , 8+ 3i , 5+ 8i , 8+ 5i , 4+ 9i , 9+ 4i , 1+ 10i , 10+ i , 3+ 10i , 10+ 3i ,
11 , 7 + 8i , 8 + 7i , 4 + 11i , 11 + 4i .

Звичайним перебором цих чисел знайдемо простi дiльники z . Першим
таким дiльником виявляється 4 + i : z = (4 + i)(x+ yi) . Цей дiльник перевi-
ряємо на кратнiсть: z дiлиться на (4+ i)2 , i z не дiлиться на (4+ i)3 – тобто
кратнiсть 2: z = (4 + i)2(7 + 2i) . Оскiльки 7 + 2i – просте гаусове число,
z = (4 + i)2(7 + 2i) - канонiчних розклад гаусового числа z .

Висновки
Побудовано алгоритм знаходження простих гаусових чисел, модуль яких

не перевищує довiльного взятого додатнього числа. Це дає можливiсть ство-
рити процедуру перевiрки на простоту чи складенiсть довiльного гаусового
числа, а також забезпечує цiлковиту розв’язнiсть задачi знаходження кано-
нiчного розкладу гаусових чисел.
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