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ПРОБЛЕМА ВИКОРИСТАННЯ РЕКУРСIЇ НА ПРИКЛАДI
КОНКРЕТНОЇ ЗАДАЧI

Розглядається один з методiв пошуку рекурсивного розв’язку задачi та пiдхiд який до-
зволяє зробити перехiд вiд рекурсивного розв’язку для лiнiйного (математичного).
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Вступ
Дуже багато уваги придiляється задачам якi мають рекурсивний розв’я-

зок, але, як вiдомо, не завжди задачi на якi легко знайти рекурсивний розв’я-
зок повиннi розв’язуватися саме цим методом. Загальновiдомо, що рекурсiя
є методом який залежить вiд кiлькостi пам’ятi яку видiлено для рiшення
задачi, тому завжди потрiбно робити спроби знаходження аналогiчного iте-
ративного або лiнiйного розв’язку. Розглянемо такi пiдходи на конкретнiй
задачi.

В вершинах решiтки n× n мiститься n2 точок (кожна комiрка решi-
тки — квадрат розмiру 1× 1 ). Скiльки iснує всiляких квадратiв з верши-
нами в цих точках (сторони квадратiв не обов’язково паралельнi рядкам i
стовпцям решiтки)?

Основна частина
За допомогою рисунку (рис. 1) визначимо кiлькiсть рiзних квадратiв при

n = 4 . Легко бачити, що квадратiв буде рiвно 1 + 4 + 9 + 4 + 2 = 20 штук.

Рис. 1: Рiзновиди квадратiв (n = 4 ).
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Знайдемо загальний розв’язок. Позначимо через S(k) загальну кiлькiсть
рiзних квадратiв якi можна побудувати на решiтцi k × k , де k — довжина
зовнiшньої границi решiтки, тобто решiтка складається з (k + 1)2 точок.

Зрозумiло, що S(1) = 1 , тобто лише один квадрат можна побудувати на
решiтцi розмiром 1 × 1 . Для того щоб знайти значення S(k + 1) помiтимо,
що при розширеннi решiтки розмiру k×k до розмiру k+1×k+1 додатково
утворюється рiвно (2k+1) квадрат розмiром 1×1 , (2k−1) квадрат розмiром
2×2 , (2k−3) квадратiв розмiром 3×3 , ..., 3 квадрати k×k та один квадрат
k + 1× k + 1 . Таким чином отримаємо наступну рекурентну формулу:

S(k + 1) = S(k) + (2k + 1) + (2k − 1) + (2k − 3) + · · ·+ 3 + 1

S(k + 1) = S(k) +
k∑
i=0

(2i+ 1) (1)

Але при знаходженнi формули (1) була врахована лише кiлькiсть рiзно-
манiтних квадратiв сторони яких паралельнi решiтцi.

Рис. 2: Отримання r -квадратiв шляхом обертання (n = 6 ).

Для знаходження повної формули, потрiбно додатково знайти кiлькiсть
рiзноманiтних квадратiв сторони яких не паралельнi решiтцi (назвемо їх
r -квадратами). Аналогiчно попереднiм мiркуванням знайдемо кiлькiсть r -
квадратiв (вiдповiдних розiмiрiв) якi утворюються при переходi вiд решiтки
k× k до k+1× k+1 . Помiтимо, що r -квадрати утворюються пiд час одно-
часного змiщення всiх вершин в одному напрямку на одну точку (рис. 2 —
r -квадрати якi отриманi для решiтки 6×6 ). Неважко впевнитись що загаль-
ну кiлькiсть r -квадратiв, яка отримується при переходi вiд решiтки k×k до
k + 1× k + 1 , рiвна:

k∑
i=0

(2i+ 1)(k − i).

Таким чином, для знаходження загальної кiлькостi квадратiв слiд вико-
ристовувати таку формулу:
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S(k + 1) = S(k) +
k∑
i=0

(2i+ 1) +
k∑
i=0

(2i+ 1)(k − i) =

= S(k) +
k∑
i=0

((2i+ 1) + (2i+ 1) (k − i)) =

= S(k) +
k∑
i=0

(2i+ 1) (k − i+ 1) =

= S(k) +
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
.

(2)

Або в бiльш зручнiй формi: S(k) = S(k − 1) +
(k + 1)k(2k + 1)

6
, (∗)

де k — довжина зовнiшньої границi решiтки.
Програмна реалiзацiя даного рiшення на мовi Pascal :

1 function sq (k : in t64 ) : in t64 ;
2 begin
3 i f ( k = 1)
4 then sq :=1
5 else sq :=sq (k−1)+k∗(k+1)∗(2∗k+1) div 6 ;
6 end ;
7 var n : in t64 ;
8 begin
9 read (n ) ;
10 writeln ( sq (n ) ) ;
11 end .

Але наведена програма при обчисленнi значення для n ≥ 7802 виведе
помилку — переповнення стеку пiд час обчислення рекурсiї, тому слiд знайти
iнший нерекурсивний розв’язок. Для цього звернемо увагу на формулу (∗) —
для знаходження кожного наступного значення S(k) використовується вже
обчислене значення S(k−1) , тому якщо при пiдрахунку зберiгати попереднє
S(k − 1) , то легко отримати нерекурсивний алгоритм.

1 var n , s , s0 , i : i n t64 ;
2 begin
3 read (n ) ;
4 s :=0; s0 :=0; i :=1;
5 while ( i <= n) do
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6 begin
7 s := s0 + i ∗( i +1)∗(2∗ i +1) div 6 ;
8 s0 := s ;
9 i := i +1;
10 end ;
11 writeln ( s ) ;
12 end .

Даний розв’язок вже позбавлений вище описаного обмеження яке стосу-
ється переповнення стеку (виключаючи випадки переповнення типу int64 ),
тому саме його бажано використовувати як основний.

Розглянувши додатково ряд вiдповiдей (1, 6, 20, 50, 105, 196, ...), якi отри-
муються пiд час обчислень, та використавши online енциклопедiю послiдовно-
стей цiлих чисел (The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences) можна зна-
йти назву цiєї послiдовностi — пiрамiдальнi числа 4 порядку (4-dimensional

pyramidal numbers) та формулу загального елемента
C2
n2

6
або

n2(n2 − 1)

12
. Ви-

користовуючи останню формулу легко отримати лiнiйний алгоритм розв’яз-
ку.

Висновки
Отриманi результати пiдкреслюють той факт, що за допомогою рекурсiї

велика кiлькiсть задач розв’язується легко та красиво, як кажуть «в один ря-
док». Але пiд час використання рекурсiї досить часто виникають проблеми
при її використаннi, як було наведено на прикладi, тому в деяких випадках
слiд прораховувати такi варiанти, та у разi, якщо рекурсивний розв’язок мо-
же привести до хибних або помилкових результатiв, то краще використати
його iтеративний аналог або взагалi, якщо це можливо, лiнiйний.
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