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НАВКОЛО ТЕОРЕМИ СТЮАРТА:
НАСЛIДКИ, УЗАГАЛЬНЕННЯ ТА ЗАСТОСУВАННЯ

Дана стаття присвячена методичним аспектам вивчення теореми Стюарта та її наслiдкiв.
Також розглядаються деякi узагальнення теореми Стюарта та їх застосування до розв’я-
зування метричних задач планiметрiї, зокрема до знаходження довжин вiдрiзкiв з кiнцями
на сторонах трикутника.
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Вступ
Теорема Стюарта є одним з класичних тверджень геометрiї трикутника i в

певному розумiннi повно представлена в навчальнiй лiтературi з елементарної
геометрiї [1], [6]. Найбiльш вiдомими наслiдками теореми Стюарта є формули
для обчислення довжин медiан i бiсектрис трикутника за його сторонами [2].
Менш вiдомi застосуванням теореми Стюарта можна знайти в [4], [7], [9].

Слiд визнати, що формулювання теореми Стюарта є дещо «складним»,
i можливо тому це твердження майже не висвiтлюється в шкiльному курсi
геометрiї. Навiть в дiючому пiдручнику з геометрiї для класiв iз поглибленим
вивченням математики [5] теорему Стюарта наведено лише в якостi задачi.

Результати дослiдження дозволяють стверджувати, що практичне значе-
ння теореми Стюарта та її наслiдкiв, нажаль, залишаються недооцiненими в
навчальнiй лiтературi з геометрiї для загальноосвiтнiх навчальних закладiв.

В представленiй статтi наведено декiлька способiв доведення теореми
Стюарта, як можливi пiдходи до її впровадження при вивченнi вiдповiд-
них тем шкiльного курсу геометрiї. Крiм низки «iлюструючих» задач (на
безпосереднє застосування зазначеного твердження) у статтi також наведе-
но i деякi узагальнення теореми Стюарта та їх застосування до обчислення:
1) довжини вiдрiзка з кiнцями на сторонах трикутника; 2) довжини вiдрiз-
ка, що сполучає вершину трикутника з внутрiшньою його точкою, положення
якої визначається вiдстанями до двох iнших вершин трикутника.
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Попереднi вiдомостi
1. Теорема Стюарта 1 та її наслiдки
Теорема 1. (Стюарта) Добуток квадрата вiдстанi вершини трикутника
до точки, що належить протилежнiй сторонi, на довжину цiєї сторони
дорiвнює сумi добуткiв квадратiв iнших сторiн на несумiжнi з ними вiд-
рiзки першої сторони без добутку цих вiдрiзкiв на довжину основи, тобто

AD2 · BC = AB2 ·DC + AC2 ·BD −BD ·DC · BC,

або ж
AD2 = AB2DC

BC
+ AC2BD

BC
−BD ·DC. (1)

Якщо (1) записати у векторному виглядi (подати вiдрiзки DC , BD i
BC як вектори, а добуток BD ·DC – як скалярний добуток 〈−−→BD,

−−→
DC〉 ), то

твердження є вiрним для будь-якої точки D прямої BC [7] .
 

A

B  
cS  bS  

D

b  c  

a  
C  

Як вже було зазначено ранiше, формулюван-
ня теореми Стюарта є дещо складним, проте за-
пис змiсту цього твердження у символьному видi
є досить наочним i не важким для запам’ятову-
вання.

Введемо наступнi позначення:

a = BC, b = AC, c = AB,

S = SΔABC , Sb = SΔADC , Sc = SΔABD.

Оскiльки мають мiсце вiдношення
BD

BC
=

Sc

S
,

DC

BC
=

Sb

S
, то формулу (1) можна подати у виглядi

AD2 = c2
DC

BC
+ b2

BD

BC
− a2 · BD

BC
· DC

BC
= c2 · Sb

S
+ b2 · Sc

S
− a2 · Sb · Sc

S2
. (2)

Зауваження 1. Аналiзуючи формулу (1) , не важко бачити, що якщо в
�ABC вiдомими є довжини будь-яких чотирьох з п’яти вiдрiзкiв AB ,
BD , DC , CA , AD , то довжину «п’ятого» не важко знайти, як корiнь
вiдповiдного квадратного рiвняння.

1 Теорему названо на честь англiйського математика М.Стюарта (Mathew Stewart 1717-1785), який
першим сформулював її в роботi «Деякi загальнi теореми» у 1746 роцi. Формулювання теореми Стюарту
сповiстив його вчитель Р.Симсон, який опублiкував доведення цього твердження лише у 1749 роцi.
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Найбiльш вiдомими наслiдками з теореми Стюарта є наступнi

Наслiдок 1. Нехай a, b, c – довжини сторiн BC , AC i AB �ABC . Тодi
довжину медiани ma , проведеної до сторони a , можна знайти за формулою

m2
a =

2
(
b2 + c2

)− a2

4
; (3)

довжину бiсектриси la кута A — за формулою

l2a = b · c ·
(
1− a2

(b+ c)2

)
; (4)

довжину висоти ha , проведеної до сторони a , — за формулою

h2
a =

(a+ b+ c) · (a+ b− c) · (a− b+ c) · (−a+ b+ c)

4a2
; (5)

якщо m′
a – ортогональна проекцiя медiани ma на сторону a i b ≥ c , то

b2 − c2 = 2ma ·m′
a. (6)

якщо точка D спiвпадає з точкою дотику A1 вписаного у �ABC кола, то

AD2 = AA2
1 = b2 · p− b

a
+ c2 · p− c

a
− (p− b) · (p− c), p =

a+ b+ c

2
; (7)

якщо точка D спiвпадає з точкою дотику A2 зовнiвписаного кола зi сторо-
ною BC �ABC , то

AD2 = AA2
2 = b2 · p− c

a
+ c2 · p− b

a
− (p− c)(p− b), (8)

AA2
1 + AA2

2 = b2 + c2 − 2(p− b)(p− c). (9)

З доведенням формул (3)– (6) , як наслiдкiв з теореми Стюарта, можна
ознайомитись, наприклад, в [1]. Для доведення (7) i (8) достатньо скорис-
татися вiдомими формулами BA1 = p − b , CA1 = p − c , BA2 = p − c ,
CA2 = p− b (напр., в [4], [6]). Формула (9) є наслiдком формул (7) i (8) .

Зауваження 2. Помноживши обидвi частини рiвностi (5) на вираз 1
4a

2 ,
одержимо добре вiдому формулу Герона для обчислення площi трикутника
за довжинами його сторiн, а саме

S2
ΔABC =

(
a · ha

2

)2

=
(a+ b+ c) · (a+ b− c) · (a− b+ c) · (−a+ b+ c)

16
,

або ж у бiльш звичному виглядi

SΔABC =
√
p(p− c)(p− b)(p− a). (10)
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Прикладом безпосереднього застосуванням формули (2) є наступна

Задача 3. Нехай D – точка на сторонi BC трикутника ABC . Вiдомо,
що AB = c , AC = b , BC = a i S�ABD = S∗ . Тодi довжину вiдрiзка AD
можна визначити за формулою

AD2 = b2 · S
∗

S
+ c2 · (S − S∗)

S
− a2 · S

∗ · (S − S∗)
S2

, (11)

де S = S�ABC , яку можна визначити за формулою Герона (10) .

Прикладами безпосереднього застосуванням формули (1) є наступнi

Задача 4. Нехай D – точка основи BC рiвнобедреного �ABC . Вiдомо,
що AB = c , BD = m , DB = n . Тодi має мiсце рiвнiсть

AD2 = c2 −mn. (12)

Задача 5. Нехай X – точка на гiпотенузi AB прямокутного �ABC .
Вiдомо, що AC = b , BC = a , AX = m , XB = n . Тодi довжину вiдрiзка
CX можна визначити за формулою

CX2 =
a2 ·m2 + b2 · n2

(m+ n)2
. (13)

Звiдки довжини медiани CM , бiсектриси CL i висоти CH , якi проведенi
з вершини прямого кута �ABC , можна знайти за формулами

CM =

√
a2 + b2

2
, CL =

ab
√
2

a+ b
, CH =

ab√
a2 + b2

. (14)

Задача 6. Нехай X – точка на гiпотенузi AB прямокутного �ABC .
Вiдомо, що CX = d , AX = m , XB = n i m > d > n . Тодi катети AC i
BC цього трикутника можна визначити за формулами

BC2 =
m+ n

m− n
· (d2 − n2

)
, AC2 =

m+ n

m− n
· (m2 − d2

)
. (15)

Задача 7. Нехай a, b, c – довжини сторiн BC , AC i AB �ABC . На
променi, доповняльному до променя CB , вiдклали вiдрiзок CC1 = q , а на
променi, доповняльному до променя BC , — вiдрiзок BB1 = p . Тодi невiдомi
сторони трикутника AB1C1 можна знайти за формулами

AB2
1 = c2

(
1 +

p

a

)
− b2

p

a
+ p(a+ p), AC2

1 = b2
(
1 +

q

a

)
− c2

q

a
+ q(a+ q). (16)
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Задача 8. Нехай D – точка на сторонi BC трикутника ABC . Вiдомо,
що AB = c , AC = b , AD = d i BD : DC = m : n . Тодi невiдому сторону
BC трикутника ABC можна знайти за формулою

BC2 = b2 · m+ n

n
+ c2 · m+ n

m
− d2 · (m+ n)2

mn
. (17)

Задача 9. Нехай D – точка на сторонi BC �ABC . Вiдомо, що: AB = c ,
AC = b , AD = d а BD : DC = m : n . Тодi має мiсце рiвнiсть

16S2
�ABC = 4b2c2 −

(
b2m2 + c2n2 − (m+ n)2 · d2

mn

)2

. (18)

Справедливiсть (18) є наслiдком застосування формули Герона у виглядi
16S2

�ABC = 4b2c2 − (
b2 + c2 − a2

)2 та теореми Стюарта.
Наслiдок 2. (Теорема Птолемея) Нехай ABCD – вписаний у коло чо-
тирикутник. Тодi добуток його дiагоналей дорiвнює сумi добуткiв його про-
тилежних сторiн, тобто

AC ·BD = AB · CD + BC · AD. (19)

 

A

B

C  

D

Q  

a  
b  

c  

d  

m  

p  

n  

q  

Доведення. Нехай a , b , c , d – довжини сторiн
AB , BC , CD i DA вiдповiдно, AC ∩ BD = Q ,
AQ = m , QC = n , BQ = p , QD = q .

Тодi, згiдно введених позначень, необхiдно дове-
сти, що

(m+n)(p+q) = ac+bd ⇔ (m+n)2(p+q)2 = (ac+bd)2.

З трикутникiв BAD i BDC за т. Стюарта маємо

m2 + pq = a2
q

p+ q
+ d2

p

p+ q
, n2 + pq = b2

q

p+ q
+ c2

p

p+ q
.

Оскiльки mn = pq , то додавши останнi рiвностi, матимемо
(m+ n)2 = (a2 + b2) q

p+q + (d2 + c2) p
p+q .

З iншого боку, оскiльки p
q =

S�CBA

S�ADC
= ab sin∠CBA

dc sin∠ADC = ab
cd , то

p
p+q =

cd
ab+cd ,

q
p+q =

ab
ab+cd . Звiдки

(m+ n)2 = (a2 + b2) cd
ab+cd + (d2 + c2) ab

ab+cd = (ac+bd)(ad+bc)
ab+cd .

В аналогiчний спосiб можна показати, що (p+ q)2 = (ac+bd)(ab+cd)
ad+bc .

Отже,

(m+ n)2(p+ q)2 =
(ac+ bd)(ad+ bc)

ab+ cd
· (ac+ bd)(ab+ cd)

ad+ bc
= (ac+ bd)2.

�
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Основна частина
1. Способи доведення теореми Стюарта
1.1. Доведення за допомогою теореми Пiфагора
Якщо точка D спiвпадає з основою H висоти, опущеної з вершини A , то

довжину вiдрiзка AD = AH не важко знайти за теоремою Пiфагора. Тому
доведення теореми стюарта проведемо для випадку, коли точка D сторони
BC не спiвпадає з вказаною основою H .

Отже, нехай E i F – основи перпендикулярiв, опущених на пряму AD
з вершин B i C вiдповiдно – рис. 1 a) .
1) З ΔBED за теоремою Пiфагора маємо рiвнiсть BE2 = BD2 − ED2 .

З ΔBEA за теоремою Пiфагора маємо рiвнiсть
BE2 = AB2 −AE2 = AB2 − (AD−ED)2 = AB2 −AD2 + 2AD ·ED−ED2 .

Звiдки 2AD · ED = AD2 − AB2 +BD2 , або ж
ED = AD2−AB2+BD2

2AD .
2) З ΔCFD за теоремою Пiфагора маємо рiвнiсть CF 2 = CD2 −DF 2 .

З ΔCFA за теоремою Пiфагора маємо рiвнiсть
CF 2 = AC2 −AF 2 = AC2 − (AD +DF )2 = AC2 −AD2 − 2AD ·DF −DF 2 .

Звiдки 2AD ·DF = AC2 − AD2 − CD2 , або ж
DF = AC2−AD2−CD2

2AD .
3) Оскiльки (за гострим кутом) ΔBED є подiбним до ΔCFD , то має
мiсце вiдношення ED : DF = BD : DC , або ж

AD2 − AB2 + BD2

AC2 − AD2 − CD2
=

BD

DC
.

Звiдки
(
AD2 − AB2 +BD2

)
DC =

(
AC2 − AD2 − CD2

)
BD . Таким чином

AD2 (BD +DC) = AB2DC + AC2BD − BD2DC −DC2BD =
= AB2DC + AC2BD −BD ·DC (BD +DC) .

Отже, AD2 = AB2 · DC
BC + AC2 · BD

BC − BD ·DC . �
 

)a  )b  )c  
 
 
 
 
 

A

B  C  
D  
E

F

( ; )A a b  

(0;0)B  ( ;0)C c  ( ;0)D d  
X  

Y A  

B  C  D  
ϕ π ϕ−  

Рис. 1:

168 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету СДПУ

% /\ ш



Кадубовська В.М., Кадубовська О.Л., Кадубовський О.А. Навколо теореми Стюарта ...

1.2. Координатний спосiб доведення
Введемо в площинi ΔABC прямокутну систему координат XOY з по-

чатком у точцi B так, як показано на рис. 1 b) . Користуючись формулою
для обчислення вiдстанi мiж двома точками, заданих своїми координатами,
знайдемо довжини вiдрiзкiв, що входять у формулу (1) :
BD = d; DC = c− d; BC = c ; AD2 = (d− a)2 + (0− b)2 = (d− a)2 + b2 ;
AB2 = a2 + b2 ; AC2 = (c− a)2 + (0− b)2 = (a− c)2 + b2 .

Пiдставивши наведенi вирази у спiввiдношення (1) , будемо мати
AB2 ·DC + AC2 ·BD

BC
− BD ·DC =

=

(
a2 + b2

) · (c− d) +
(
(a− c)2 + b2

)
· d

c
− d · (c− d) =

=
a2 (c− d+ d) + b2 (c− d+ d) + c2d− 2acd

c
− cd+ d2 =

= a2 + b2 + cd− 2ad− cd+ d2 = a2 − 2ad+ d2 + b2 = (d− a)2 + b2 = AD2 .
�

1.3. Доведення за допомогою теореми косинусiв
1 спосiб (рис. 1 c) ). Нехай ∠BDA = ϕ , тодi ∠ADC = π − ϕ . З ΔBDA
за теоремою косинусiв маємо рiвнiсть AB2 = AD2 + BD2 − 2AD ·DB cosϕ.
Звiдки

AB2 ·DC = AD2 ·DC +BD2 ·DC − 2AD ·DB ·DC cosϕ. (20)

З ΔADC за теоремою косинусiв маємо, що
AC2 = AD2 +DC2 − 2AD ·DC cos (π − ϕ) = AD2 +DC2 + 2AD ·DC cosϕ.
Звiдки

AC2 ·BD = AD2 · BD +DC2 ·BD + 2AD ·DC · BD cosϕ. (21)

Тодi з рiвностей (20) i (21) маємо
AB2 ·DC + AC2 · BD = AD2(BD +DC) +BD ·DC(BD +DC)=

= BC · (AD2 +BD ·DC) . Звiдки AD2 =
AB2 ·DC + AC2 · BD

BC
−BD ·DC .

�

2 спосiб (рис. 1 c) ). Нехай ∠ABC = β . Тодi з ΔABD за теоремою косинусiв
маємо рiвнiсть AD2 = BA2 + BD2 − 2BA ·BD cos β .
З ΔABC за теоремою косинусiв маємо рiвнiсть cos β = BA2+BC2−AC2

2BA·BC . Тому
AD2 = BA2 +BD2 − 2BA ·BD · BA2+BC2−AC2

2BA·BC =

= BA2+BD2−BD ·BA2+BC2−AC2

BC = BA2(1−BD
BC )+AC2BD

BC +BD2−BD ·BC =
= BA2DC

BC +AC2BD
BC +BD2−BD(BD+DC) = BA2DC

BC +AC2BD
BC −BD ·DC .

�
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1.4. Векторний спосiб доведення
Нехай D – довiльна точка на сторонi BC трикутника ABC – рис. 2 a) .

Доведемо спочатку справедливiсть наступної векторної рiвностi
−−→
AD =

DC

BC
· −→AB +

BD

BC
· −→AC. (22)

Для цього виконаємо елементарнi перетворення у правiй її частинi
DC
BC · −→AB + BD

BC · −→AC = DC
BC · −→AB + BD

BC ·
(−→
AB +

−−→
BC

)
=

=
(
DC
BC + BD

BC

) · −→AB + BD
BC · −−→BC =

−→
AB +

−−→
BD =

−−→
AD.

Помноживши обидвi частини рiвностi (22) скалярно на вектор
−−→
AD , одер-

жимо рiвнiсть AD2 =
〈−−→
AD,

−−→
AD

〉
= DC

BC ·
〈−→
AB,

−−→
AD

〉
+ BD

BC ·
〈−→
AC,

−−→
AD

〉
.

Користуючись властивостями скалярного добутку векторiв, виконаємо
наступнi перетворення у правiй частинi останньої рiвностi:
DC
BC ·

〈−→
AB,

−−→
AD

〉
+ BD

BC ·
〈−→
AC,

−−→
AD

〉
= DC

BC ·
〈−→
AB,

−→
AB +

−−→
BD

〉
+

+BD
BC ·

〈−→
AC,

−→
AC +

−−→
CD

〉
= AB2·DC+AC2·BD

BC +DC
BC ·

〈−→
AB,

−−→
BD

〉
− BD

BC ·
〈−→
AC,

−−→
DC

〉
=

= AB2·DC+AC2·BD
BC + DC

BC ·
〈−→
AB,

−−→
BC

〉
· BD
BC − BD

BC ·
〈−→
AC,

−−→
BC

〉
· DC
BC =

= AB2·DC+AC2·BD
BC + BD

BC · DC
BC ·

(〈−→
AB,

−−→
BC

〉
−

〈−→
AC,

−−→
BC

〉)
=

= AB2·DC+AC2·BD
BC − BD

BC · DC
BC ·

〈−−→
BC,

−−→
BC

〉
= AB2·DC+AC2·BD

BC −BD ·DC. �
 

 
)a  )b  

 

1A  2A  3A  

1B  2B  A  

B C  D  

Рис. 2:

1.5. Теорема Стюарта, як наслiдок з тотожностi Стюарта

Твердження 1. Нехай A1, A2, A3 – впорядкована трiйка рiзних точок на
фiксованiй прямiй l , а B1 i B2 – довiльнi точки площини, що мiстить l .
Тодi має мiсце векторна рiвнiсть

〈−−−→A1B1,
−−−→
A1B2〉

〈−−−→A1A2,
−−−→
A1A3〉

+
〈−−−→A2B1,

−−−→
A2B2〉

〈−−−→A2A3,
−−−→
A2A1〉

+
〈−−−→A3B1,

−−−→
A3B2〉

〈−−−→A3A1,
−−−→
A3A2〉

= 1, (23)

де 〈−→a ,
−→
b 〉 – скалярний добуток векторiв −→a i

−→
b .
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Спочатку покажемо, що теорема Стюарта є наслiдком твердження 1.
Дiйсно, якщо на прямiй задано впорядковану трiйку рiзних точок A1 = B ,
A2 = D , A3 = C , а точки B1 i B2 спiвпадають з точкою A , яка не належить
прямiй A1A3 (рис. 2 a, b) ), то має мiсце рiвнiсть−−→

BA2

〈−−→BD,
−−→
BC〉 +

−−→
DA2

〈−−→DC,
−−→
DB〉 +

−→
CA2

〈−−→CB,
−−→
CD〉 =

−−→
BA2

〈−−→BD,
−−→
BC〉 −

−−→
DA2

〈−−→DC,
−−→
BD〉 +

−→
CA2

〈−−→BC,
−−→
DC〉 = 1 .

Оскiльки вектори
−−→
BD,

−−→
BC i

−−→
DC є паралельними й спiвнапрямленими,

то остання рiвнiсть набуває вид
BA2

BD·BC − AD2

BD·DC + CA2

BC·DC = 1, або ж AB2 · DC
BC − AD2 + AC2BD

BC = BD ·DC .
Звiдки маємо AD2 = AB2·DC+AC2·BD

BC − BD ·DC. �

Тепер доведемо твердження 1. Для цього введемо наступнi позначення:∣∣∣−−−→A1A2

∣∣∣ = m ,
∣∣∣−−−→A2A3

∣∣∣ = n (m + n = c) . Тодi рiвнiсть (23) можна подати у

виглядi
〈−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

〉
m·c −

〈−−−→
A2B1,

−−−→
A2B2

〉
n·m +

〈−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

〉
c·n = 1 , або ж

n
〈−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

〉
− c

〈−−−→
A2B1,

−−−→
A2B2

〉
+m

〈−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

〉
= mnc. (24)

З урахуванням (22) маємо наступнi векторнi рiвностi{ −−−→
B1A2 =

n
c

−−−→
B1A1 +

m
c

−−−→
B1A3−−−→

B2A2 =
n
c

−−−→
B2A1 +

m
c

−−−→
B2A3,

звiдки

{ −−−→
A2B1 =

n
c

−−−→
A1B1 +

m
c

−−−→
A3B1−−−→

A2B2 =
n
c

−−−→
A1B2 +

m
c

−−−→
A3B2.

(25)

Пiдставимо правi частини рiвностей (25) у лiву частину спiввiдношення
(24) та, використовуючи властивостi скалярного добутку векторiв, виконаємо
наступнi перетворення
n
〈−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

〉
−c

〈
n
c

−−−→
A1B1 +

m
c

−−−→
A3B1,

n
c

−−−→
A1B2 +

m
c

−−−→
A3B2

〉
+m

〈−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

〉
=

= n
〈−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

〉
−n2

c

〈−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

〉
−mn

c

〈−−−→
A1B1,

−−−→
A3B2

〉
−mn

c

〈−−−→
A3B1,

−−−→
A1B2

〉
−

−m2

c

〈−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

〉
+m

〈−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

〉
=

(
n− n2

c

)
·
〈−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

〉
−

−mn
c

〈−−−→
A1B1,

−−−→
A3B2

〉
− mn

c

〈−−−→
A3B1,

−−−→
A1B2

〉
+
(
m− m2

c

)
·
〈−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

〉
=

= mn
c ·

[〈−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2

〉
−

〈−−−→
A1B1,

−−−→
A3B2

〉
−
〈−−−→
A3B1,

−−−→
A1B2

〉
+
〈−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2

〉]
=

= mn
c ·

[〈−−−→
A1B1,

−−−→
A1B2 −−−−→

A3B2

〉
+
〈−−−→
A3B1,

−−−→
A3B2 −−−−→

A1B2

〉]
=

= mn
c ·

[〈−−−→
A1B1,

−−−→
A1A3

〉
+
〈−−−→
A3B1,

−−−→
A3A1

〉]
= mn

c ·
〈−−−→
A1A3,

−−−→
A1A3

〉
= mnc. �

Зауваження 3. Твердження 1. є частинним випадком тотожностi Стюар-
та при n = 3 (напр. [3] ), доведення якої мiститься в [10] . З доведен-
ням цiєї тотожностi у випадку, коли всi точки Ai (i = 1, ..., n) i Bj

(j = 1, ..., n− 1) належать однiй прямiй, можна ознайомитися в [8] .
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2. Деякi узагальнення теореми Стюарта та їх наслiдки
2.1 Довжина вiдрiзка з кiнцями на сторонах трикутника

Задача 10. Нехай a, b, c – довжини сторiн BC , AC i AB �ABC , а M
i N такi точки на сторонах AB i AC , що AM = m , AN = n . Тодi
довжину вiдрiзка MN можна знайти за однiєю з наступних формул

MN 2 = m2 + n2 − mn

bc

(
b2 + c2 − a2

)
= (26)

=
m

c

(
a2
n

b
+ c2

b− n

b
− n(b− n)

)
+

c−m

c

(
n2 −mc

)
= (27)

=
n

b

(
a2
m

c
+ b2

c−m

c
−m(c−m)

)
+

b− n

b

(
m2 − nb

)
= (28)

= a2
m

c

n

b
+ (mc− nb)

(m
c
− n

b

)
. (29)

 

A  

B C  

M  

N  

m

n  

a  

c m−  
b n−  

?  

Доведення. З �AMN за теоремою косинусiв
маємо рiвнiсть

MN 2 = m2 + n2 − 2mn cos∠A.

З ΔABC за теоремою косинусiв маємо рiвнiсть

cos∠A =
b2 + c2 − a2

2bc
.

Тому

MN 2 = m2 + n2 − 2mn
b2 + c2 − a2

2bc
= m2 + n2 − mn

ab

(
b2 + c2 − a2

)
.

Доведення формул (27) – (29) є звичайною перевiркою справедливостi
вiдповiдних тотожностей.

Граничнi випадки та наслiдки
1.1) Якщо точка M спiвпадає з вершиною B трикутника ABC , то оче-
видно, що m = c , c−m = 0 , а формула (27) набуває вид

MN 2 = a2
n

b
+ c2

b− n

b
− n(b− n) = BN 2

та складає змiст теореми Стюарта.
Аналогiчно, якщо точка N спiвпадає з вершиною C , то n = b , b−n = 0 ,

а формула (28) набуває вид MN 2 = a2mc + c2 c−m
c − m(c − m) = CM 2 та

складає змiст теореми Стюарта для знаходження вiдрiзка CM �ABC .
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1.2) Якщо точка M або ж точка N спiвпадає з вершиною A , то вiдрiзок
MN буде спiвпадати з вiдрiзком AN або ж AM вiдповiдно. Тодi за фор-
мулою (26) довжина вiдрiзка MN становить n або ж m вiдповiдно, що
спiвпадає з умовою твердження.
1.3) Нехай вiдрiзок MN є паралельним до сторони BC . Тодi з подiбно-
стi трикутникiв AMN i ABC (за кутами) випливає, що m

c = n
b . I тому за

формулою (29) має мiсце рiвнiсть

MN 2 = a2 ·
(m
c

)2

, звiдки MN = a · m
c
. (30)

Оскiльки площi подiбних трикутникiв AMN i ABC вiдносяться як квадрати
довжин вiдповiдних сторiн, то останню рiвнiсть можна подати у виглядi

MN 2 = a2 · S
S
, (31)

де S – площа �AMN , а S – площа �ABC . Як наслiдок з (31) маємо
справедливiсть наступного твердження:

якщо вiдрiзок MN є паралельним до сторони BC трикутника ABC
та розбиває його на трикутник i трапецiю рiвних площ, то довжину вiд-
рiзка MN можна визначити за формулою

MN =
a
√
2

2
. (32)

1.3.1) Якщо вiдрiзок MN є середньою лiнiєю трикутника, тобто 2m = c ,
2n = b , то за формулою (30) одержимо, що MN = a

2 . Отже,
довжина середньої лiнiї трикутника вдвiчi менша за сторону, до якої

вона є паралельною.
1.4) Нехай вiдрiзок MN є антипаралельним з вiдрiзком BC вiдносно
сторiн кута BAC , тобто ∠AMN = ∠ACB а ∠ANM = ∠ABC . Тодi з
подiбностi трикутникiв AMN i ACB маємо рiвнiсть m

b = n
c . Звiдки mc = nb

а формула (29) набуває вид

MN = a
m

b
= a

n

c
. (33)

Крiм того, якщо вiдрiзок MN є антипаралельним з вiдрiзком BC вiдносно
сторiн кута BAC та розбиває �ABC на трикутник i чотирикутник
рiвних площ, то довжину вiдрiзка MN також можна визначити за фор-
мулою (32) .
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1.5) Якщо точки M i N є основами бiсектрис кутiв C i B вiдповiдно,
то з урахуванням рiвностей m = bc

a+b , n = bc
a+c та формули (26) маємо

наступне спiввiдношення

MN 2 =
4(p− a)2(p− b)(p− c)

bc
=

4(p− a)S2
�ABC

pbc
. (34)

1.6) Якщо точки M i N є точками дотику вписаного у �ABC кола, то,
як вiдомо AM = AN = p − a = b+c−a

2 . Тодi з урахуванням (26) довжину
вiдрiзка MN можна обчислити за формулою

MN 2 = (p− a)2 ·
(
2− b2 + c2 − a2

bc

)
= (p− a)2 ·

(
a2 − (b− c)2

bc

)
=

=
4(p− a)2(p− b)(p− c)

bc
=

4(p− a)S2
�ABC

pbc
. (35)

1.7) Якщо точки M i N є точками дотику зовнiвписаних кiл �ABC зi
сторонами AB i AC вiдповiдно, то, як вiдомо AM = p−b , AN = p−c . Тодi
з урахуванням (26) довжину вiдрiзка MN можна обчислити за формулою

MN 2 = (p− b)2 + (p− c)2 − (p− b)(p− c)

bc
· (b2 + c2 − a2

)
=

= ((p− b) + (p− c))2 − (p− b)(p− c) ·
(
2 +

b2 + c2 − a2

bc

)
=

= a2 − (p− b)(p− c)4(p− a)p

bc
= a2 − 4S2

�ABC

bc
. (36)

1.8) Якщо точки M i N є основами висот �ABC , проведених до сторiн
AB i AC вiдповiдно, то, як вiдомо AM =

∣∣∣b2+c2−a2

2c

∣∣∣ , AN =
∣∣∣b2+c2−a2

2b

∣∣∣ . Тодi з
урахуванням (26) довжину вiдрiзка MN можна обчислити за формулою

MN 2 = (b2+ c2−a2)2 ·
(

1

4c2
+

1

4b2
+

b2 + c2 − a2

4b2c2

)
= (b2+ c2−a2)2 ·

(
a2

4b2c2

)
.

Звiдки
MN =

a

2bc
· ∣∣b2 + c2 − a2

∣∣ . (37)
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2.2 Вiдстань вiд вершини до внутрiшньої точки трикутника.

 

A

B C  

M  

D

m n  

x  

bS  

1S  y

cS  

2S  

Фактично, теорема Стюарта дозволяє обчи-
слювати вiдстань вiд вершини A трикутника
ABC до точки D на протилежнiй сторонi BC
у випадках:
1) коли вiдомi вiдстанi точки D до двох iнших
вершин трикутника та його сторони, або ж
2) якщо вiдомi сторони трикутника та вiдно-
шення площi одного з трикутникiв (утворених
шуканим вiдрiзком AD ) до площi даного три-
кутника – формула (2) .

Природним чином виникає наступна задача,
яка, на перший погляд, за своїм формулюванням мало чим вiдрiзняється вiд
теореми Стюарта.

Обмежимося розглядом випадку, коли фiксована точка M знаходиться
строго всерединi трикутника, є вiдомими вiдстанi MB = m i MC = n та
сторони a, b, c трикутника ABC .

Введемо наступнi позначення: S = S�ABC ; Sa = S�MBC , Sb = S�MCA ,
Sc = S�MAB ; S1 = S�MBD , S2 = S�MDC .

Твердження 2. Нехай задано довжини сторiн a, b, c трикутника ABC
та вiдомi вiдстанi m i n вiд (внутрiшньої) точки M до його вершин B

i C вiдповiдно. Тодi довжину вiдрiзка MA можна знайти за допомогою
наступних спiввiдношень

AM 2 = b2
Sc · (S − Sa)

S2
+ c2

Sb · (S − Sa)

S2
− a2

Sb · Sc

S2
, (38)

Sb =
S
(
a2 −m2 + n2

)− Sa

(
a2 + b2 − c2

)
2a2

, (39)

Sc =
S
(
a2 +m2 − n2

)− Sa

(
a2 − b2 + c2

)
2a2

, (40)

де
16S2

a = 4m2n2 − (
m2 + n2 − a2

)2
, (41)

16S2 = 4b2c2 − (
b2 + c2 − a2

)2
. (42)

Доведення. Продовжимо вiдрiзок AM до перетину зi стороною BC у
точцi D та позначимо довжини вiдрiзкiв AM i MD , як x i y вiдповiдно.
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Тодi, з урахуванням (2) , довжину вiдрiзка AD = x+ y можна визначити за
допомогою формули

(x+ y)2 = b2 · Sc + S1

S
+ c2 · Sb + S2

S
− a2 · Sb + S2

S
· Sc + S1

S
. (43)

Оскiльки Sc+S1

S = S1

Sa
, то Sc+S1

S = Sc

S−Sa
. Аналогiчно, оскiльки Sb+S2

S = S2

Sa
, то

Sb+S2

S = Sb

S−Sa
. Тому рiвнiсть (43) набуває вид

(x+ y)2 = b2 · Sc

S − Sa
+ c2 · Sb

S − Sa
− a2 · Sb

S − Sa
· Sc

S − Sa
. (44)

З iншого боку, оскiльки x+y
x = S

S−Sa
, то (x+ y)2 = x2

(
x+y
x

)2
= x2

(
S

S−Sa

)2

.
Таким чином, (44) можна подати у виглядi

x2
(

S

S − Sa

)2

= b2 · Sc

S − Sa
+ c2 · Sb

S − Sa
− a2 · Sb

S − Sa
· Sc

S − Sa
,

або ж
x2 = b2

Sc · (S − Sa)

S2
+ c2

Sb · (S − Sa)

S2
− a2

Sb · Sc

S2
, (45)

що i закiнчує доведення формули (38) .

Доведемо формулу (40) . Для цього введемо наступнi позначення
∠ABM = ϕ, ∠MBC = ψ, ∠ABC = β. Тодi мають мiсце рiвностi

Sc =
1

2
cm sinϕ =

1

2
cm sin (β − ψ) =

1

2
cm (sin β cosψ − sinψ cos β) . (46)

За теоремою косинусiв з �MBC та �ABC маємо спiввiдношення

cosψ =
m2 + a2 − n2

2ma
, cos β =

a2 + c2 − b2

2ac
. (47)

З формул для обчислення площ �MBC та �ABC маємо наступнi рiвностi

sinψ =
2Sa

ma
, sin β =

2S

ac
(48)

Пiдставивши вирази (47) i (48) в (46) , одержимо формулу (40) .
Для доведення формули (39) достатньо скористатися спiввiдношенням

(40) та рiвнiстю Sb = S − Sa − Sc .
Спiввiдношення (41) i (42) є iншим записом формули Герона для обчис-

лення площ вiдповiдних трикутникiв.
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Граничнi випадки та наслiдки
2.1) Нехай точка M належить однiй зi сторiн трикутника, наприклад,
сторонi BC . Тодi очевидно, що трикутник BMC вироджується у вiдрiзок
BC , а площа Sa ≡ 0 . I тому формула (38) набуває вид

MA2 = b2
Sc

S
+ c2

Sb

S
− a2

Sb · Sc

S2
(49)

та складає змiст теореми Стюарта.

2.2) Нехай M є точкою перетину медiан (центром тяжiння) даного
трикутника. Не важко перевiрити, що в цьому випадку мають мiсце рiвностi
3Sa = 3Sb = 3Sc = S . I тому формула (38) набуває вид

MA2 = b2
Sc

S

(
1− Sa

S

)
+ c2

Sb

S

(
1− Sa

S

)
− a2

Sb

S
· Sc

S
=

= b2
1

3

(
1− 1

3

)
+ c2

1

3

(
1− 1

3

)
− a2

1

3
· 1
3
=

1

9

(
2b2 + 2c2 − a2

)
(50)

та дає можливiсть за вiдомими сторонами трикутника обчислювати вiдстань
вiд центра тяжiння до його вершин. Безпосереднiм наслiдком з формули (50)
є наступна рiвнiсть

MA2 +MB2 +MC2 =
1

3

(
a2 + b2 + c2

)
. (51)

Крiм того, порiвнюючи формулу (50) з формулою (3) для обчислення
довжини медiани ma за сторонами a, b, c �ABC , маємо спiввiдношення
MA2

m2
a

=
4

9
, або ж

MA

ma
=

2

3
. Звiдки маємо ще одне доведенням того, що

точка перетину медiан трикутника дiлить кожну з них у вiдношеннi
2 : 1 , рухаючись вiд вершини.

2.3) Нехай M є точкою перетину бiсектрис (iнцентром) даного трикут-
ника. Оскiльки M в цьому випадку є центром I вписаного кола, то не важко
перевiрити справедливiсть наступних рiвностей

Sa

S
=

a

a+ b+ c
,

Sb

S
=

b

a+ b+ c
,

Sc

S
=

c

a+ b+ c
.

Тому формула (38) набуває вид
IA2 = b2 c

a+b+c

(
1− a

a+b+c

)
+ c2 b

a+b+c

(
1− a

a+b+c

)− a2 b
a+b+c · c

a+b+c =

= b+c
(a+b+c)2 · bc · (b+ c)− a2bc

(a+b+c)2 =
bc((b+c)2−a2)

(b+c+a)2 = bcb+c−a
b+c+a . Звiдки

IA2 =
bc(p− a)

p
. (52)

Випуск №2, 2012 177



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

Порiвнюючи формулу (52) з формулою (4) для обчислення довжини бiсек-

триси la за сторонами �ABC , маємо спiввiдношення
IA2

l2a
=

(b+ c)2

(b+ c+ a)2
.

Звiдки
la
IA

=
a+ b+ c

b+ c
,
la − IA

IA
=

a

b+ c
. I тому має мiсце твердження

iнцентр дiлить бiсектрису la трикутника ABC у вiдношеннi
b+ c

a
,

рухаючись вiд вершини.

Наступнi результати не є безпосереднiм наслiдком твердження 2 , проте
в контекстi зазначеної задачi автори вважають їх наведення доцiльним.
2.4) Нехай M є точкою H перетину висот (ортоцентром) гостроку-
тного �ABC . Оскiльки в цьому випадку вiдрiзки AD i HD є висотами
трикутникiв ABC i HBC зi спiльною основою BC = a , то AH = 2(S−Sa)

a .
З iншого боку, оскiльки ∠CHB = 1800 − ∠A , то точка H ′ , яка є симе-

тричною точцi H вiдносно BC , належить описаному колу �ABC . I тому
за властивiстю хорд кола має мiсце рiвнiсть BD ·DC = AD ·DH ′ = AD ·HD .
Звiдки BC2

4 BD ·DC = AD·BC
2 · HD·BC

2 = S · Sa , Sa =
a2·BD·DC

4S .
Оскiльки BD = c · cos β , DC = b · cosα , то Sa =

(a2−b2+c2)(a2+b2−c2)
16S .

Тому AH = 2(S−Sa)
a = 2

16aS

(
16S2 − (a2 − b2 + c2)(a2 + b2 − c2)

)
. Звiдки

AH =
a(b2 + c2 − a2)

4S
. (53)

Оскiльки ha =
2S
a , то з урахуванням (42) , маємо AH · (ha − AH) =

= a(b2+c2−a2)
4S

(
2S
a − a(b2+c2−a2)

4S

)
= b2+c2−a2

2 − a2

16S2 (4b
2c2 − 16S2) =

= a2+b2+c2

2 − (
abc
2S

)2
= const . Звiдки маємо твердження

ортоцентр трикутника ABC дiлить кожну його висоту на вiдрiзки,
добуток яких є величина стала, що визначається рiвнiстю

AH · (ha − AH) = BH · (hb − BH) = CH · (hc − CH) =

=
a2 + b2 + c2

2
−

(
abc

2S

)2

=
a2 + b2 + c2

2
− 4R2, (54)

де R – радiус описаного навколо �ABC кола.
Крiм того, з урахуванням формули (53) , не важко встановити справе-

дливiсть й наступної рiвностi

HA2 +HB2 +HC2 = 12R2 − (
a2 + b2 + c2

)
. (55)
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4. Задачi на застосування теореми Стюарта
1. Сторони паралелограма дорiвнюють a i b , дiагоналi – e i f . Доведiть,
що має мiсце рiвнiсть e2 + f 2 = 2

(
a2 + b2

)
.

2. Довжини основ трапецiї дорiвнюють a i b (a < b) , бiчних сторiн – c i
d . Позначимо довжини дiагоналей трапецiї як e i f . Доведiть, що

(a) e =
√

b(c2−a2)+a(b2−d2)
b−a , f =

√
b(d2−a2)+a(b2−c2)

b−a (або навпаки);
(b) e2 + f 2 = c2 + d2 + 2ab ;
(c) 1

2

√
2c2 + 2d2 − (b− a)2 – довжина вiдрiзка, що сполучає середини

основ трапецiї;
(d) e2 = c2 + ab = f 2 , якщо c = d .

3. На вiдрiзку AB , як на дiаметрi побудовано коло. Точка C належить
цьому вiдрiзку, причому AC = 2r1 , CB = 2r2 . На вiдрiзках AC i CB ,
як на дiаметрах побудовано кола. Знайти радiус r четвертого кола, яке
дотикається першого кола внутрiшнiм чином, а двох iнших – зовнiшнiм.
Вiдповiдь: r = r1·r2(r1+r2)

r21+r1·r2+r22
.

4. Два кола з центрами в точках O1 i O2 з радiусами r1 i r2 (вiдповiдно)
дотикаються ззовнi. На вiдрiзку O1O2 , як на дiаметрi, побудовано тре-
тє коло. Знайти радiус кола, що дотикається перших двох кiл ззовнi, а
третього кола внутрiшнiм чином.
Вiдповiдь: r = r1r2

2(r1+r2)
.

5. Два кола з радiусами r1 i r2 ( r1 > r2) дотикаються внутрiшнiм чином.
Знайти радiус r третього кола, що дотикається даних кiл та прямої, яка
мiстить їх центри.
Вiдповiдь: r = 4r1r2(r1−r2)

(r1+r2)2
.

6. На вiдрiзку AB = 2r1 , як на дiаметрi побудовано коло. Точки C i D
належать цьому вiдрiзку, причому AC = 2r2 , DB = 2r3 , 2r2+2r3 > 2r1 .
На вiдрiзках AC i DB , як на дiаметрах побудовано кола. Знайти радiус
r четвертого кола, яке дотикається першого кола внутрiшнiм чином, а
двох iнших – зовнiшнiм.
Вiдповiдь: r = r1(r1−r2)(r1−r3)

r21−r2r3
.

7. Нехай d – вiдстань мiж центром вписаного у �ABC кола та точкою
перетину медiан цього трикутника. Доведiть, що має мiсце рiвнiсть
9d2 = 9r2 − 3p2 + 2

(
a2 + b2 + c2

)
, де r – радiус вписаного у �ABC

кола, a, b, c, p – сторони та пiвпериметр трикутника ABC .
8. Доведiть, що для �ABC має мiсце рiвнiсть BI · CI = 2r · IWa , де

I, r – центр та радiус вписаного у �ABC кола, Wa – точка перетину
бiсектриси кута A з описаним навколо �ABC колом.
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Висновки
Наведенi результати дозволяють стверджувати, що застосування теореми

Стюарта та її незначних узагальнень є достатньо дiєвим пiдходом до розв’язу-
вання широкого кола метричних задач планiметрiї. Крiм того, є всi пiдстави
стверджувати, що, при знаходженнi довжини вiдрiзка з кiнцями на сторонах
трикутника, застосування теореми Стюарта дещо «прискорює» сам процес
розв’язування у порiвняннi iз традицiйними пiдходами.

На думку авторiв цiлком досяжним є встановлення аналогiчних формул
для обчислення довжин вiдрiзкiв з кiнцями на сторонах трапецiї. Цiкавим
також здається дослiдження просторового аналогу теореми Стюарта та його
застосувань до розв’язування метричних задач на тетраедр. Дослiдження пи-
тання щодо обчислення довжини вiдрiзка, кiнцi якого є цiлком визначеними
вiдносно заданого трикутника, також привертає до себе увагу i може бути
гарним матерiалом для учнiвських пошукових робiт.
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