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ОБЧИСЛЕННЯ ЕЛЕМЕНТIВ ТРИКУТНИКА ЧЕРЕЗ
КООРДИНАТИ ЙОГО ВЕРШИН

В данiй статтi на прикладi основних елементiв трикутника розглянуто застосування коор-
динатного методу для їх обчислення. В контекстi зазначеного кола задач видiлено низку
ключових задач. Також запропоновано комп’ютерну реалiзацiю задач зазначеного типу
та вiдповiднi вимоги i поради користування розробленою програмою.
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Вступ
Геометрiя трикутника є найцiкавiшим роздiлом елементарної геометрiї.

Недарма однiй з найпростiших фiгур геометрiї – трикутнику – присвятили
свої дослiдження великi математики всiх часiв i народiв: Пiфагор, Евклiд,
Архiмед, Чева, Менелай, Паскаль, Лейбнiц, Ньютон, Ейлер, Лагранж та ба-
гато iнших [3], [4], [5], [6]. Г.П. Бевз зазначає, що «виявленi й доведенi ними
теореми про властивостi трикутника – справжнi перлини математики i люд-
ського мислення взагалi» [1, c.3]. У результатi таких дослiджень геометрiя
трикутника перетворилася в струнку наукову дисциплiну. Такий зв’язок ди-
сциплiни з областю шкiльної геометрiї робить її мiстком у вищу геометрiю
[3, c.50] й тому викликає природнiй iнтерес не тiльки вчителiв математики,
але й учнiв шкiл.

Протягом 70 – 80-х рокiв XIX сторiччя Лемуан, Брокар, Вiгар’є, Нейберг
i ряд iнших математикiв опублiкували багато цiкавих робiт, присвячених гео-
метрiї трикутника. У цих роботах було показано, що iз трикутником зв’язане
цiле «сузiр’я чудових точок», ряд чудових прямих, кiл та iнших кривих.

Сьогоднi в арсеналi будь-якого дослiдника-вченого, методиста, вчителя
або учня, що прагне пiти далi, нiж цього потребує програма загальноосвi-
тньої школи, – зiбрано достатньо мiцний геометричний апарат знань про
трикутник i його основнi елементи. Цей апарат дає змогу розв’язувати скла-
днi як теоретичнi, так i практичнi задачi, що виникають в процесi професiйної
дiяльностi.

c⃝ Сьомкiн В.С., Сьомкiна В.М., 2012
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Знаходження точок перетину медiан, бiсектрис, висот трикутника, цен-
трiв вписаного та описаного кiл, довжин та рiвнянь його сторiн та iнших еле-
ментiв, обчислення периметру, площi тощо в багатьох задачах є необхiдною
умовою досягнення кiнцевої мети.

Основна частина
У геометрiї застосовуються рiзнi методи розв’язування задач: синтети-

чний (суто геометричний) метод, векторний, метод координат та iншi. Основ-
ним методом вважається синтетичний метод, але вiн потребує досить великої
iнтелектуальної роботи, у тому числi iнтуїцiї, додаткових побудов, здогадок
тощо. Якщо у процесi навчання це є найважливiшими складовими самого
процесу, то в практичнiй роботi кожен прагне досягти алгоритмiзацiї обчи-
слень, що найчастiше зустрiчаються. Саме в цьому i полягає перевага мето-
ду координат перед синтетичним. Справдi, координатний метод дуже часто
спрощує пошук i самий розв’язок задачi, бо в таких випадках кожна геоме-
трична задача зводиться до алгебраїчної, яку, безумовно, легше алгоритмi-
зувати.

Повертаючись до трикутника як до базової конструкцiї багатьох геоме-
тричних фiгур, що пiдлягають аналiзу в процесi розв’язування рiзних задач,
ми кожен раз переконуємося в необхiдностi мати в своєму арсеналi набiр
формул, що дають змогу за координатами вершин цього трикутника знайти
розмiри i рiвняння основних його елементiв, мiсце розташування основних
точок. На жаль, такої систематизованої добiрки формул нами не виявлено, i
тому далi ми пропонуємо свої напрацювання в цьому процесi.

При виведеннi i остаточному представленнi формул i рiвнянь ми виходили
з трьох основних положень: по-перше, намагалися дотримуватися однотипно-
стi методiв виведення, по-друге, остаточна формула мала легко читатися i по
можливостi запам’ятовуватися, по-третє, формула мала бути зручною для
автоматизованих обчислень, тобто для програмування.

Отриманi формули мають свою «математичну красу», вони, як правило,
записанi за допомогою одних i тих же математичних конструкцiй i супрово-
джуються симетричнiстю цих конструкцiй.

Нехай маємо трикутник ABC з координатами вершин: A(x1, y1) ,
B(x2, y2) , C(x3, y3) .

Довжини сторiн трикутника a,b,c обчислюються за вiдомими формула-
ми, наприклад:

a =
√
(x2 − x3)2 + (y2 − y3)2.
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Рiвняння основних елементiв трикутника

Рiвняння сторони a :
(y3 − y1)x− (x3 − x1)y + y1x3 − x1y3 = 0.

Рiвняння медiани ma :
(y2 + y3 − 2y1)x− (x2 + x3 − 2x1)y + (x2 + x3)y1 − (y2 + y3)x1 = 0.

Рiвняння бiсектриси la :(
b(y1 − y2) + c(y1 − y3)

)
x−

(
b(x1 − x2) + c(x1 − x3)

)
y+

+b(x1y2 − x2y1) + c(x1y3 − x3y1) = 0.
Рiвняння висоти ha :

(x2 − x3)x+ (y2 − y3)y − (x2 − x3)x1 − (y2 − y3)y1 = 0.

Довжини основних лiнiйних елементiв трикутника

Довжина медiани ma :

ma =
1

2

√
(x2 + x3 − 2x1)2 − (y2 + y3 − 2y1)2.

Довжина бiсектриси la :

la =

(
b(x1 − x2) + c(x1 − x3)

)2
+
(
b(y1 − y2) + c(y1 − y3)

)2
b+ c

.

Довжина висоти ha :

ha =

∣∣(x2 − x3)y1 − (y2 − y3)x1 + x3y2 − x2y3
∣∣√

(y2 − y3)2 + (x2 − x3)2
.

Радiус вписаного кола:

r =

∣∣(x1 − x3)(y2 − y3)− (y1 − y3)(x2 − x3)
∣∣

2(a+ b+ c)
.

Радiус описаного кола:

R =

√
(x1 − x2)2 − (y1 − y2)2

√
(x1 − x3)2 − (y1 − y3)2

√
(x2 − x3)2 − (y2 − y3)2

2
∣∣(x1 − x3)(y2 − y3)− (y1 − y3)(x2 − x3)

∣∣ .

Координати деяких точок трикутника

Точка перетину медiан (центр тяжiння):
x =

x1 + x2 + x3
3

, y =
y1 + y2 + y3

3
.

Точка перетину висот (ортоцентр):

x =
(y1 − y2)(x1x2 + y1y2) + (y2 − y3)(x2x3 + y2y3) + (y3 − y1)(x1x3 + y1y3)

x1(y3 − y2) + x2(y1 − y3) + x3(y2 − y1)
,

y =
(x2 − x1)(x1x2 + y1y2) + (x3 − x2)(x2x3 + y2y3) + (x1 − x3)(x1x3 + y1y3)

x1(y3 − y2) + x2(y1 − y3) + x3(y2 − y1)
.
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Центр вписаного кола (точка перетину бiсектрис, iнцентр):

x =
ax1 + bx2 + cx3

a+ b+ c
, y =

ay1 + by2 + cy3
a+ b+ c

.

Центр описаного кола:

x =
(y1 − y3)

(
x22 + y22

)
+ (y2 − y1)

(
x23 + y23

)
+ (y3 − y2)

(
x21 + y21

)
2
(
y1(x3 − x2) + y2(x1 − x3) + y3(x2 − x1)

) ,

y =
(x3 − x1)(x22 + y22) + (x1 − x2)(x23 + y23) + (x2 − x3)(x21 + y21)

2
(
y1(x3 − x2) + y2(x1 − x3) + y3(x2 − x1)

) .

Площа трикутника:

S =
1

2

∣∣(x1 − x3)(y2 − y3)− (y1 − y3)(x2 − x3)
∣∣.

Кути трикутника:

cosα =
1

bc

(
(x1 − x2)(x1 − x3) + (y1 − y2)(y1 − y3)

)
.

Комп’ютерна програма
Для демонстрацiї отриманих у роботi результатiв нами була написана

програма, що знаходить основнi характеристики трикутника.

 

Програма видає результати як в аналiтичному виглядi (рiвняння, коор-
динати точок, числовi значення обраних користувачем характеристик три-
кутника), так i графiчно. Програма має iнтуїтивно зрозумiлий iнтерфейс.
Робоче вiкно роздiлено на чотири областi:
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ВЫЧНСЛЕ ННЕ ХЁРШІТЕ РНСТНІІ ТРЕ УГОЛЬНИІІЕ

Координаты вершин

Н 9
3 2

В-4 1

ІІ2 -З

ВЬІЧІ-ІСІПІТЬ СЛЕДЬ-'І-ОЦІІІЕ ДЭІ-П-ІЬІЕІ

Уршвнеш-1я
І7 Нравнения сторон

[Ё Нравнения медиан

[Ё Нравнения биссектрис

[Ї Нравнения выспт

[7 Нравнения серединнын пврпвъ-щикулярпв

Длины
[Ё Длины сторон

[Ё Длиньімедиан

[Ї Длиньібиссвктрис

[Ї Длинывыспт

Окружнпсти
І7 Центр вписанной пкщжнпсти

І7 Центр пписаннпй окружнпсти

І7 Рад:-ще вписаннпй пкщжнпсти

І7 Рад:-ще пписаннпй пкщжнпсти

Дштпе
ЇЇ Точка пврвсвчвния мє-диан [центр масс]

[Ї Точка пврвсвчвния высот [пртпцентр]

[Ё Площадь треугпльника

[Ї !:Іглы треμгпльника

Выбрать всё | Опшвшпъ всё |

Вычислить
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• У лiвому верхньому кутi знаходиться таблиця для введення координат
вершин трикутника. Якщо користувач у якостi вершин трикутника по-
милково ввiв точки, що лежать на однiй прямiй, то програма виведе
вiдповiдне повiдомлення.
• Нижче розташований блок вибору опцiй, де користувач має можливiсть

вибрати тi характеристики трикутника, що вiн має за мету знайти.
• Правiше розташоване поле для вiдображення знайдених характеристик

трикутника в аналiтичному виглядi.
• Праву сторону робочого вiкна займає поле для графiчного вiдображення

результату роботи програми.

Для зручностi блок вибору опцiй подiлено на чотири частини: «Рiвняння»,
«Довжини», «Кола», «Iнше».

Щоб обчислити та вiдобразити обранi характеристики, необхiдно нати-
снути кнопку «Обчислити» у лiвому нижньому кутi робочого вiкна.

Малюнок можна перемiщувати у графiчному вiкнi. Для цього потрiбно
зажати лiву клавiшу мишi й пересунути курсор у потрiбному напрямку. Для
змiни масштабу малюнка застосовується колiщатко мишi (скролiнг).

Висновки
Добiрка наведених формул, а також програмний засiб «Калькулятор три-

кутника» можуть стати невеличким довiдником по темi «Трикутник» i бути
зручним посiбником та засобом як в практичнiй роботi з математики, iнфор-
матики, так i для здiйснення самоконтролю у процесi розв’язування задач
учнями при вивченнi теми «Координати на площинi».
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