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ВIД АВТОРIВ

«Якщо ви хочете навчитися плавати, то смiливо заходьте

у воду, а якщо хочете навчитися розв’язувати задачi, то

розв’язуйте їх!.»

Д. Пойа1

Даний посiбник є одинадцятим випуском серiї «ВИКЛАДАЧI СДПУ –
УЧНЯМ, СТУДЕНТАМ, ВЧИТЕЛЯМ...» заснованої у 2008 роцi. Посiбник
мiстить розв’язання задач II етапу (районного) Всеукраїнської учнiвської
олiмпiади з математики, який проводився 24 листопада 2012 року вiдпо-
вiдно до наказу Мiнiстерства освiти i науки, молодi та спорту України вiд
14.08.2012 року № 916 «Про проведення Всеукраїнських учнiвських олiм-
пiад i турнiрiв у 2012/2013 навчальному роцi» та наказу УОН № 582 вiд
15.10.2012 «Про проведення II етапу Всеукраїнських учнiвських олiмпiад у
2012-2013 навчальному роцi».

Як i в попереднiх випусках для бiльшостi задач олiмпiади пропонується
кiлька способiв розв’язання, обсяг викладок яких iнколи суттєво вiдрiзня-
ється. Такий пiдхiд нi в якому разi не передбачає оцiнки доцiльностi або
порiвняння того чи iншого iз запропонованих методiв. Навпаки, оскiльки
кожна олiмпiадна задача є, в певному розумiннi, унiкальною i вимагає осо-
бливого ставлення, то головна мета авторiв посiбника — «донести» до вчи-
телiв i учнiв якомога бiльше корисних математичних iдей i принципiв та
показати їх застосування.

1Пойа Д. Математическое открытие. М., 1970. 452 с.
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ВIД АВТОРIВ 5

Нагадаємо, що принципами в математицi називають деякi простi, майже
очевиднi, твердження, аксiоми або методи, якi використовуються в дове-
деннях математичних теорем. Дуже часто учнi зустрiчаються з ними при
розв’язуваннi олiмпiадних задач з математики. Перш за все учнi, якi бе-
руть участь в олiмпiадах, повиннi володiти значною кiлькiстю принципiв.
Нажаль шкiльна програма не передбачає знайомства з бiльшiстю iз них.
З основними математичними принципами можна ознайомить в наведенiй
лiтературi, зокрема в [13]2.

В посiбнику до окремих задач наводяться «доповнення», сенс яких по-
лягає:
у формулюваннi двоїстої або схожої задачi,
або ж в узагальненнi запропонованої задачi.

На думку авторiв такi доповнення повиннi активiзувати i зацiкавити
учнiв при пiдготовцi до майбутнiх олiмпiад.

Колектив авторiв посiбника та керiвництво фiзико-математичного фа-
культету державного вищого навчального закладу «Донбаський держав-
ний педагогiчний унiверситет» висловлює щиру подяку всiм вчителям мi-
ста Слов’янськ, якi беруть участь в органiзацiї та проведеннi як учнiвських
олiмпiад з математики, так i семiнарiв, присвячених аналiзу їх результатiв.

Маємо надiю, що представлений посiбник буде корисним керiвникам ма-
тематичних гурткiв та їх зацiкавленим учням, стане для багатьох з них
поштовхом до бiльш змiстовних мiркувань i буде спонукати до системати-
чного ознайомлення з тим чи iншим роздiлом математики.

Вчiться творчому пошуку в процесi розв’язування задач!

З найщирiшими побажаннями, викладачi кафедри геометрiї та методики
викладання математики фiзико-математичного факультету Державного ви-
щого навчального закладу «Донбаський державний педагогiчний унiверси-
тет».

14.02.2013

2Сарана О.А. Математичнi олiмпiади: просте i складне поруч: Навч. посiбн. – К.: А.С.К., 2005. – 344с.



ЧАСТИНА I.
УМОВИ ЗАДАЧ

6 клас

1. (15 балiв) Сума трьох натуральних чисел дорiвнює 708. Перше з них
– найменше трицифрове число, друге – в три рази менше вiд третього.
Знайдiть цi числа.

2. (15 балiв) Розрiжте клiтчастий прямокутник розмiром 5 × 8 на фi-
гурки з чотирьох клiтинок виду.

 

3. (20 балiв) Куб, ребро якого дорiвнює 1 дм, розрiзали на маленькi кубi-
ки з ребром 1 см i всi їх гранi пофарбували. Для того, щоб пофарбувати
одну грань маленького кубiка, необхiдно 0,02 г фарби. Скiльки необхi-
дно фарби, щоб пофарбувати всi гранi маленьких кубiкiв?

4. (20 балiв) Мiста A,B,C,D,E розташованi один вiд одного по шосе
на вiдстанi 5 км один вiд одного. Автобус їздить по шосе вiд мiста A

до мiста E та вiд E до A . Автобус витрачає 20 лiтрiв бензину кожнi
100 км. У якому мiстi закiнчиться бензин у автобуса, якщо спочатку у
нього в бацi було 150 лiтрiв бензину?

5. (30 балiв) В обмiнному пунктi здiйснюються операцiї двох видiв:
1) дай 2 євро – отримай 3 долари i цукерку в подарунок;
2) дай 5 доларiв – отримай 3 євро i цукерку в подарунок.
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Умови задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2012 7

Коли багатий Буратiно прийшов в обмiнний пункт, у нього були тiльки
долари, коли пiшов доларiв стало менше, євро так i не з’явилися, зате
вiн отримав 50 цукерок. У скiльки доларiв обiйшовся Буратiно такий
«дарунок»?

7 клас

1. (15 балiв) Якщо деяке число збiльшити на 15% , то отримаємо 207.
На скiльки вiдсоткiв потрiбно зменшити це число, щоб отримати 126?

2. (15 балiв) Розрiзати фiгуру, зображену на малюнку, на двi рiвнi ча-
стини.

 

3. (20 балiв) Знайдiть нескоротний дрiб, який не змiнюється, якщо чи-
сельник збiльшити на 21 , а знаменник збiльшити на 28.

4. (20 балiв) Що бiльше 9920 чи 999910 ?

5. (30 балiв) Шестизначне число дiлиться на 8. Яку найменшу суму
цифр воно може мати? Яку найбiльшу суму цифр може мати це чи-
сло?

8 клас

1. (15 балiв) Розкласти на множники многочлен x3 + 2x2 − 3 .

2. (15 балiв) Скiльки води треба додати до 600 грамiв 40 вiдсоткового
розчину солi, щоб отримати 12 вiдсотковий розчин солi?

3. (20 балiв) Дано трикутник ABC . Точка M лежить на сторонi BC .
Вiдомо, що AB = BM та AM = MC , ∠B = 1000 . Знайдiть iншi кути
трикутника.



8 ЧАСТИНА I. УМОВИ ЗАДАЧ

4. (20 балiв) На яку цифру закiнчується число 19992005 .

5. (30 балiв) Яку найбiльшу кiлькiсть рiзних натуральних чисел можна
вибрати так, щоб сума будь-яких трьох з них була простим числом?

9 класс

1. (15 балiв) Обчислiть значення виразу
√(

−2−
√
5
)2

+

√(
2−

√
5
)2

.

2. (15 балiв) Розв’яжiть рiвняння (3x+ 2y − 4)2 + |3x− 5y + 3| = 0 .

3. (20 балiв) На основах AB i CD трапецiї ABCD позначено точки
K i L . Нехай E – точка перетину вiдрiзкiв AL i DK , F – точка
перетину BL i CK . Довести, що сума площ трикутникiв ∆ADE i
∆BCF дорiвнює площi чотирикутника EKFL .

4. (20 балiв) Не використовуючи наближенi обчислення порiвняйте чи-
сла a =

√
34 + 5 та c =

√
54 + 3

5. (30 балiв) Довести, що

a+ b >
(√

2011 +
√
2012

)2

,

якщо a > 0 , b > 0 , ab > 2011a+ 2012b .

10 класс

1. (15 балiв) Розв’яжiть нерiвнiсть∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣ (x2 − x− 6
)
6 0.

2. (15 балiв) Розв’яжiть систему рiвнянь
x+ (y − 2)2012 = z,

y + (z − 2)2012 = x,

z + (x− 2)2012 = y.



Умови задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2012 9

3. (20 балiв) В ∆ABC кут при вершинi С дорiвнює 1200 . Доведiть, що
довжина вiдрiзка, який сполучає вершину C з центром вписаного кола,
дорiвнює 2 (p− AB) , де p – пiвпериметр ∆ABC .

4. (20 балiв) Не обчислюючи значення виразу 20112+20112·20122+20122 ,
покажiть, що це число можна представити у виглядi точного квадрата
n2 , знайдiть це натуральне число n .

5. (30 балiв) Знайдiть всi простi числа x та y , що задовольняють рiв-
нянню x2 − 2y2 = 1 .

11 класс

1. (15 балiв) Знайти всi такi значення a , при яких сума квадратiв коре-
ней рiвняння x2 + (2− a)x− a− 3 = 0 буде найменшою.

2. (15 балiв) В квадрат вписали коло, в нього вписали квадрат, а в нього
вписали ще одне коло i т.д. Знайти вiдношення площi першого квадрата
до площi 2012 квадрата.

3. (20 балiв) Побудуйте графiк функцiї

y =
√

4 sin4 x− 2 cos 2x+ 3 +
√

4 cos4 x+ 2 cos 2x+ 3.

4. (20 балiв) Для четвiрки чисел x, y, u, v виконуються спiввiдношення
x20 + y20 = u20 + v20 i x10 + y10 = u10 + v10 . Доведiть, що виконується
спiввiдношення

x2010 + y2010 = u2010 + v2010.

5. (30 балiв) Обчислiть суму

1

1 + x+ xy
+

1

1 + y + yz
+

1

1 + z + zx
,

якщо вiдомо, що xyz = 1 .



ЧАСТИНА II.
ВIДПОВIДI ДО ЗАДАЧ

6 клас

1. Вiдповiдь: 100; 152; 456.
2. Наприклад, у наступний спосiб.

3. Вiдповiдь: 120 г.
4. Вiдповiдь: у мiстi C .
5. Вiдповiдь: 10 доларiв.

7 клас

1. Вiдповiдь: 30%.
2.

3. Вiдповiдь:
3

4
.

4. Вiдповiдь: 999910 > 9920 .

10



Вiдповiдi до задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2012 11

5. Вiдповiдь: 1 i 51 вiдповiдно.

8 клас

1. Вiдповiдь: (x− 1)(x2 + 3x+ 3) .
2. Вiдповiдь: 1 400 грам.
3. Вiдповiдь: 600 , 200 .
4. Вiдповiдь: 9 .
5. Вiдповiдь: 4 .

9 класс

1. Вiдповiдь: 2
√
5 .

2. Вiдповiдь: (23 ; 1) .
3. – «задача на доведення».
4. Вiдповiдь:

√
34 + 5 >

√
54 + 3 .

5. – «задача на доведення».

10 класс

1. Вiдповiдь: x ∈ [−2; 0) ∪ (0; 3] .
2. Вiдповiдь: (2; 2; 2) .
3. – «задача на доведення».
4. Вiдповiдь: n = 20112 − 2011 + 1 .
5. Вiдповiдь: x = 3 , y = 2 .

11 класс

1. Вiдповiдь: a = 1 .
2. Вiдповiдь: 22011 .
3. y = 4 .
4. – «задача на доведення».
5. Вiдповiдь: 1 .



ЧАСТИНА III.
РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ

6 клас
Задача 1.

Нехай друге шукане число дорiвнює x , тодi (оскiльки третє число у три
рази бiльше другого) третє число дорiвнює 3x .

Найменшим трицифровим натуральним числом є число 100.
Оскiльки за умовою сума трьох шуканих чисел становить 708, то має

мiсце рiвняння
100 + x+ 3x = 708.

Звiдки

4x = 708− 100

4x = 608

x = 608 : 4

x = 152.

Розв’язавши рiвняння одержали, що x = 152 . Тому друге шукане чи-
сло дорiвнює 152, а третє шукане число – 456 = 3 · 152 . Отже, шуканими
числами є числа 100 , 152 , 456 .

Вiдповiдь: 100 ; 152 ; 456 .

12



6 клас 13

Задача 2.

Шукане «розрiзання» клiтчастого прямокутника розмiром 5 × 8 на фi-
гурки зазначеного виду наведено на рисунку нижче.

Зауважимо, що шукане розрiзання можна провести не в єдиний спосiб.



14 ЧАСТИНА III. Розв’язання задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2012

Задача 3.

 

Розв’язання.

1) Вiдомо, що в 1 дециметрi (дм) 10 сантиметрiв (см). Оскiльки довжи-
на ребра даного куба дорiвнює 1 дм (10 см), то об’єм V цього куба (в см3 )
становить

V = 10 · 10 · 10 = 1 000 (см3).

2) За умовою даний куб порiзали на кубики з довжиною ребра 1 см.
Об’єм V ′ кожного такого «маленького» кубика становить

V ′ = 1 · 1 · 1 = 1 (см3).

3) Оскiльки даний куб (з довжиною ребра 10 см) порiзали весь на ку-
бики з довжиною ребра 1 см, то загальне число n «маленьких» кубикiв
становить

n =
V

V ′ =
1000

1
= 1 000.

4) Кожен куб має 6 граней. Тому загальне число m граней всiх «ма-
леньких» кубикiв становить

m = n · 6 = 1 000 · 6 = 6 000.
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5) Оскiльки для фарбування однiєї гранi «маленького» кубика необхi-
дно витратити 0, 02 грамiв фарби, то для фарбування граней всiх «малень-
ких» кубикiв необхiдно витратити

6 000 · 0, 02 = 1 000 · 6 · 0, 02 = 0, 12 · 1 000 = 120

грамiв фарби.

Вiдповiдь: 120 грам.

Задача 4.

I спосiб
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За умовою автобус витрачає 20 лiтрiв бензину кожнi 100 км. Тому кожнi
5 км (100:20=5) автобус витрачає 1 лiтр бензину.

Отже, на промiжку мiж двома зупинками (вiдстань мiж кожними з яких
5 км) автобус витрачає 1 лiтр бензину. Тому на подорож iз мiста A до мiста
E (або ж з E до A ) автобус витрачає точно 4 лiтри бензину. А на весь рейс
з мiста A до мiста E i назад до мiста A – точно 8 лiтрiв бензину.

Спочатку в бацi автобуса було 150 лiтрiв бензину. Оскiльки 150 = 8·18+6 ,
то зробивши 18 (повних) рейсiв автобус опиниться у мiстi A , причому у
нього в бацi ще залишиться 6 лiтрiв бензину.

Витративши 4 лiтри бензину автобус доїде до мiста E , причому у нього
в бацi ще залишиться 2 лiтри бензину.

Цих двох лiтрiв вистачить лише на 10 км. I тому, витративши весь бензин,
автобус зупиниться у пунктi C .
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II спосiб

З умови випливає, що 1 лiтр палива автобус витрачає кожнi 5 км
(100/20 = 5 ). Тому для того щоб витрати 150 лiтрiв, необхiдно проїхати
150 · 5 = 750 км.

Представимо за допомогою рисунка мар-
шрут пересування автобусу. Маршрут авто-
буса який складається з таких перемiщень
A → B → C → D → E → D → C → B → A

назвемо «повним».

Легко бачити, якщо автобус завершує один
«повний» маршрут, то було подолано вiдстань
в 40 км (5·8 = 40 ). Всього «повних» маршрутiв

на вiдстанi 750 км може бути 18 (18 – цiла частина вiд дiлення 750 на 40:
750 = 18 · 40 + 30 ). Отже залишається один «неповний» маршрут довжина
якого 750 − 18 · 40 = 30 км, тобто необхiдно проїхати 6 вiдстаней по 5 км
(A

5[1]→ B
5[2]→ C

5[3]→ D
5[4]→ E

5[5]→ D
5[6]→ C ) та зупинитися в пунктi C .

Вiдповiдь: бензин закiнчиться у мiстi C .

Задача 5.

I спосiб

Нехай у Буратiно до початку здiйснення операцiй було x доларiв.
Оскiльки пiсля всiх банкiвських операцiй у Буратiно виявилося 50 цуке-
рок, то вiн здiйснив в обмiнному пунктi 50 операцiй.

Припустимо, що за весь час в обмiнному пунктi Буратiно здiйснив y бан-
кiвських операцiй по обмiну «доларiв на єври з цукерками» (операцiй I-го
типу). Тодi банкiвських операцiй по обмiну «єврiв на долари з цукерками»
(операцiй II-го типу) вiн здiйснив (50− y) разiв.

Тому в результатi здiйснення операцiй I-го типу у Буратiно в руках за
весь час (сумарно) побувало 3y євро. Причому для здiйснення цих операцiй
йому знадобилося (повинен був внести до банкомату) 5y доларiв.
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Оскiльки пiсля здiйснення всiх 50 операцiй у Буратiно не виявило-
ся жодного євро, то це означає, що Буратiно «позбавився» вiд всiх 3y

євро в результатi (50 − y) операцiй II-го типу. Тому має мiсце рiвнян-
ня 3y = 2(50 − y). Звiдки y = 20 . Причому, в результатi здiйснення
30 = 50− 20 операцiй II-го типу Буратiно вiд банкомата сумарно одержав
3 · 30 = 90 доларiв.

Таким чином в результатi здiйснення 20 операцiй I-го типу та 30 опе-
рацiй II-го типу у Буратiно залишилася наступна кiлькiсть доларiв

x− 5 · 20 + 3 · 30 = x− 100 + 90 = x− 10.

Отже, «дарунок з 50 цукерок» обiйшовся Буратiно у 10 доларiв.

II спосiб

Подамо кожен тип операцiй з обмiну в символьному видi:
(I) дай 2 євро – отримай 3 долари i цукерку в подарунок; −2e+ 3d+ c

(II) дай 5 доларiв – отримай 3 євро i цукерку в подарунок; −5d+ 3e+ c

де лiтерою e позначено євро, d — долари, а c – цукерки. Число, яке стоїть
перед лiтерою e або d , в залежностi вiд знаку, вказує на кiлькiсть отрима-
них чи вiдданих вiдповiдних грошових одиниць.

Оскiльки в кiнцi всiх обмiнiв кiлькiсть євро була рiвна 0, то сукупнiсть
усiх (необхiдних для цього) операцiй можна перегрупувати у блоки виду
«3(I)+2(II)», результат виконання операцiй кожного з яких можна подати
у виглядi 3(−2e+ 3d+ c) + 2(−5d+ 3e+ c) =

= −6e+ 9d+ 3c− 10d+ 6e+ 2c = −1d+ 5c .
Тобто, виконавши 3 операцiї (I)-го типу та 2 операцiї (II)-го типу, Бу-

ратiно отримає 5 цукерок та втратить 1 долар. Причому число 3 операцiй
(I)-го типу та число 2 операцiй (II)-го типу є найменш можливими, оскiльки
числа 2 i 3 є взаємно-простими.

Зрозумiло, що для отримання 50 цукерок – необхiдно здiйснити 10 блокiв
операцiй типу « (3(I) + 2(II))», результат виконання яких можна подати
у виглядi 10(−1d + 5c) = −10d + 50c . З останнього й випливає, що на
«дарунок з 50 цукерок» було витрачено 10 доларiв.

Вiдповiдь: 10 .
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7 клас
Задача 1.

Нехай x – початкове число. Оскiльки пiсля збiльшення його на 15% отри-
мали число 207, то має мiсце рiвняння

x+ 0, 15x = 207.

Звiдки

1, 15x = 207

115x = 20700

x = 20700 : 115

x = 180.

Тепер з’ясуємо питання про те, на скiльки вiдсоткiв потрiбно

зменшити знайдене число 180, щоб отримати число 126.

Для цього складемо вiдповiдну пропорцiю:

180

126
=

100

y
,

де y – вiдсоток, який складає число 126 вiд числа 180.
За властивiстю пропорцiї (добуток крайнiх членiв дорiвнює добутку се-

реднiх членiв пропорцiї) має мiсце рiвняння

180y = 12 600,

звiдки y = 12 600
180 = 70.

Таким чином, число 180 необхiдно зменшити на 30% (100%-70%), щоб
отримати число 126.

Вiдповiдь: 30%.

?! Якщо заробiтну плату робiтника спочатку збiльшили на 10%, а потiм
зменшили на 10%, то чи змiниться i як заробiтна плата?
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Задача 2.

Умовою задачi вимагається розрiзати дану фiгуру на двi «рiвнi частини».
Рiвнi частини слiд розумiти не в сенсi «частин рiвних площ», а в сенсi рiвних
фiгур.

Нагадаємо, що двi фiгури на площинi називають рiвними, якщо їх мо-
жна сумiстити («повнiстю накласти одну на одну») за допомогою певного
«руху».

Необхiдне розрiзання даної фiгури та «сумiщення» двох одержаних фiгур
(пофарбованої i непофарбованої) проiлюстровано на рисунку нижче. 

 

 

?! Чи рiвними є чорна та бiла фiгури-«коми» на рисунку нижче?
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Задача 3.

Нехай x — чисельник шуканого дробу, а y — його знаменник. Оскiльки
за умовою x

y є нескоротним дробом, то натуральнi числа x i y є взаємно
простими.

За умовою одночасне збiльшення чисельника i знаменника дробу x
y (на

числа 21 i 28 вiдповiдно) не змiнює його значення. Тому має мiсце пропорцiя

x+ 21

y + 28
=

ax

ay
,

де a – коефiцiєнт пропорцiйностi, який виникає пiсля вiдповiдних змiн чи-
сельника та знаменника.

Отже, маємо наступну систему рiвнянь:{
x+ 21 = ax

y + 28 = ay
⇒

{
a = 1 + 21

x

a = 1 + 28
y

прирiвнюємо⇒ 1 +
21

x
= 1 +

28

y
⇒

⇒ 21

x
=

28

y
⇒ x

y
=

21

28
=

3

4
.

Вiдповiдь:
3

4
.

ДОПОВНЕННЯ до задачi 3.

Нехай
a

b
i
c

d
– два рiвнi мiж собою звичайнi дроби, причому a > c . Тодi

мають мiсце рiвностi
a

b
=

c

d
=

a+ c

b+ d
, (7.3.1)

a

b
=

c

d
=

a− c

b− d
. (7.3.2)

Дiйсно, покладемо
a

b
=

c

d
= λ . Звiдки a = bλ , c = dλ . Тому

a± c

b± d
=

bλ± dλ

b± d
=

λ(b± d)

b± d
= λ.

З урахуванням (7.3.2), задачу 3 можна розв’язати наступним чином.
Оскiльки x+21

y+28 = x
y , то

x+ 21

y + 28
=

x

y
=

x+ 21− x

y + 28− y
=

21

28
=

3

4
.
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Задача 4.

За властивiстю степенiв з натуральним показником маємо наступну чис-
лову рiвнiсть

9920 = 992·10 = (992)10 = 980110.

Оскiльки 9999 > 9801 , то
9999

9801
> 1 . I тому

(
9999

9801

)10

> 1 як добуток

десяти множникiв, кожен з яких є бiльшими за одиницю.

З iншого боку, оскiльки
999910

980110
=

(
9999

9801

)10

> 1 , то 999910 > 980110 .

Отже, 999910 > 9920 .

Вiдповiдь: 999910 > 9920 .

Задача 5.

Нехай a1a2a3a4a5a6 =

= a1 · 105 + a2 · 104 + a3 · 103 + a4 · 102 + a5 · 101 + a6

– шукане шестизначне число, де a1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ; a1 ̸= 0 .
Тодi очевидно, що сума S6 = a1+a2+a3+a4+a5+a6 його цифр набуває

найменше значення рiвне 1 (коли шестизначне число є числом 100000 ) та
найбiльше значення, рiвне 54 = 6 · 9 (коли шестизначне число є числом
999999 ).

Оскiльки 100000 = 8 · 12500 , то найменше значення суми цифр шести-
значного числа, яке дiлиться на 8, становить 1.

З’ясуємо тепер питання щодо найбiльшого значення суми цифр шес-

тизначного числа, яке дiлиться на 8.

Оскiльки 999000 = 8 · 124875 , то сума S6 набуває найбiльшого зна-
чення, коли три останнi цифри числа 999a4a5a6 утворюють тризначне
число a4a5a6 , яке дiлиться на 8 та має найбiльше значення суми цифр
S3 = a4 + a5 + a6 .
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Мiркування проведемо методом виключення:
1) найбiльше значення 27 суми S3 досягається лише для числа 999, проте
воно не дiлиться на 8;
2) значення 26 досягається виключно набором цифр {8; 9; 9} , проте жодне
з тризначних чисел 899, 989, 998 не дiлиться на 8;
3) значення 25 досягається виключно набором цифр {8; 8; 9} або {7; 9; 9} ,
проте жодне з чисел 889, 898, 988, 799, 979, 997 не дiлиться на 8;
4) значення 24 досягається виключно наборами цифр {8; 8; 8} , {7; 8; 9} або
{6; 9; 9} . Жодне з чисел 789, 798, 879, 897, 978, 987; 699, 969, 996 не дiли-
ться на 8. Число 888 дiлиться на 8. Тому найбiльше значення суми цифр
тризначного числа, яке дiлиться на 8, становить 24.

Таким чином найбiльше значення суми цифр шестизначного числа, яке
дiлиться на 8, становить 27 + 24 = 51 .

Вiдповiдь: 1 i 51 вiдповiдно.

?! Якою буде вiдповiдь для n -значного числа, n > 6 .

А чи звертали Ви увагу?
9× 1 = 9 , 0 + 9 = 9 ; 9× 11 = 99 , 9 + 9 = 18 , 1+8=9;
9× 2 = 18 , 1 + 8 = 9 ; ...
9× 3 = 27 , 2 + 7 = 9 ;
9× 4 = 36 , 3 + 6 = 9 ;
9× 5 = 45 , 4 + 5 = 9 ;
9× 6 = 54 , 5 + 4 = 9 ;
9× 7 = 63 , 6 + 3 = 9 ;
9× 8 = 72 , 7 + 2 = 9 ;
9× 9 = 81 , 8 + 1 = 9 ;
9× 10 = 90 , 9 + 0 = 9 .
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8 клас
Задача 1.

I спосiб (метод групування)

x3 + 2x2 − 3 =

= x3 − x2 + 3x2 − 3 =

= x2(x− 1) + 3(x2 − 1) =

= x2(x− 1) + 3(x− 1)(x+ 1) =

= (x− 1)(x2 + 3x+ 3).

II спосiб (метод групування)

x3 + 2x2 − 3 =

= x3 − 1 + 2x2 − 2 =

= x3 − 1 + 2(x2 − 1) =

= (x− 1)(x2 + x+ 1) + 2(x− 1)(x+ 1) =

= (x− 1)(x2 + x+ 1 + 2x+ 2) =

= (x− 1)(x2 + 3x+ 3).

III спосiб (метод «невизначених коефiцiєнтiв»)

Оскiльки рiвняння третього степеня (a3x3 + a2x
2 + a1x + a0 = 0 ) зав-

жди має принаймнi один дiйсний корiнь, то многочлен третього степеня
f(x) = a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 , зокрема даний, завжди має хоча б один дiй-

сний «ноль» (тобто таке значення x0 змiнного x , при якому f(x0) = 0 ).
I тому даний многочлен третього степеня можна подати у виглядi

x3 + 2x2 − 3 = (x− a)(x2 + bx+ c) = x3 + x2(b− a) + x(c− ab)− ac,

де a, b, c – дiйснi числа; причому a – дiйсний ноль многочлена x3+2x2−3 .
Два многочлени одного степеня «спiвпадають» (є тотожно рiвними) тодi i

лише тодi, коли рiвними є їх вiдповiднi коефiцiєнти. Тому має мiсце система
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рiвнянь з трьома змiнними a, b, c
b− a = 2

c− ab = 0

−ac = −3

⇔


a− b = −2

ab = c

ac = 3.

(8.1.1)

Не важко перевiрити, що трiйка a = 1 ; b = 3 ; c = 3 є розв’язком цiєї
системи. Таким чином

x3 + 2x2 − 3 = (x− a)(x2 + bx+ c) = (x− 1)(x2 + 3x+ 3).

Вiдповiдь: x3 + 2x2 − 3 = (x− 1)(x2 + 3x+ 3) .

Зауважимо, що «знаходження» зазначеної трiйки чисел носить характер
«вгадування». Тодi як ця трiйка повинна бути одержана в результатi по-
крокового розв’язування системи (8.1.1) .

З метою дотримання належного рiвня математичної строгостi, спробуємо
знайти дiйснi розв’язки системи (8.1.1) . Отже

a− b = −2

ab = c

ac = 3.

⇔


b = a+ 2

a(a+ 2) = c

c = 3
a .

⇔


b = a+ 2

a(a+ 2) = 3
a

c = 3
a .

⇒ a2(a+ 2) = 3.

Звiдки
a3 + 2a2 − 3 = 0. (8.1.2)

Таким чином, розв’язування системи (8.1.1) звелось до розв’язуван-
ня рiвняння (8.1.2) . Спiвставляючи рiвняння (8.1.2) та даний многочлен
f(x) = x3 + 2x2 − 3 бачимо, що метод «невизначених коефiцiєнтiв» в дано-

му випадку не дає бажаного результату оскiльки призводить до початкової
задачi. Iншими словами — розкладання многочлена f(x) = x3 + 2x2 − 3

(третього степеня) на множники звелось до задачi про знаходження дiйсно-
го кореня (вiдповiдного) рiвняння x3 + 2x2 − 3 = 0 .

Питанню про способи розв’язування рiвнянь третього степеня буде придiле-

но увагу у наступних випусках серiї.
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Задача 2.
 

 

+ = 

40% -ий розчин солі 12% -ий розчин солі Прісна вода 

Нехай x — маса солi (в грамах), яка мiститься у 600 грамах 40% розчину
солi. Тодi має мiсце пропорцiя

x : 600 = 40 : 100.

Звiдки
x =

600 · 40
100

= 240.

(240 = 600 · 0, 4 – задача на «знаходження вiдсотка вiд числа»)
Нехай далi y — загальна маса (у грамах) 12% розчину солi. Оскiльки

в y грамах такого розчину мiститься точно 240 грамiв солi, то має мiсце
пропорцiя

240 : y = 12 : 100.

Звiдки
y =

240 · 100
12

= 2000.

(2000 = 240 : 0, 12 – задача на «знаходження числа за його вiдсотком»)
Для знаходження шуканої маси води (у грамах), яку необхiдно додати

до 600 грамiв 40% розчину солi, щоб отримати 12% розчин солi, необхiдно
обчислити рiзницю 2 000− 600 = 1 400 .

Вiдповiдь: 1 400 грам.
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Задача 3.

Дано: △ABC ; M ∈ BC ,
AM = MC,AB = BM,∠B = 1000 .
Знайти: ∠A , ∠C .

Розв’язування.

1) Розглянемо △ABM . В ньому:
AB = BM,∠B = 1000 (за умовою). Оскiль-
ки трикутник є рiвнобедреним з основою
AM , то ∠BAM = ∠BMA . Тодi за теоре-
мою про суму кутiв трикутника має мiсце
рiвнiсть 2∠BAM + ∠B = 1800 . Звiдки

∠BMA =
1800 − ∠B

2
= 400.

2) Оскiльки кути BMA i CMA є сумiжними (за визначенням), то за
властивiстю сумiжних кутiв має мiсце рiвнiсть ∠CMA + ∠BMA = 1800 .
Звiдки

∠CMA = 1800 − 400 = 1400.

3) Розглянемо △AMC . В ньому: AM = MC (за умовою), а ∠AMC = 140◦

(за 2-им пунктом). Оскiльки трикутник є рiвнобедреним з основою AC , то
∠MAC = ∠MCA . Тодi за теоремою про суму кутiв трикутника має мiсце
рiвнiсть 2∠MAC + ∠AMB = 1800 . Звiдки

∠MAC =
1800 − ∠AMB

2
= 200.

4) За умовою промiнь [AM) проходить мiж сторонами кута BAC . Тодi за
аксiомою вимiрювання кутiв має мiсце рiвнiсть ∠BAC = ∠BAM+∠CAM .
Звiдки

∠BAC = 400 + 200 = 600.

Таким чином, ∠BAC = 600 , ∠BCA = 200 .

Вiдповiдь: 60◦ , 20◦ .
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Задача 4.

На яку цифру закiнчується число 19992005 ?

19991 закiнчується на 9;

19992 закiнчується на 1;

19993 закiнчується на 9;

19994 закiнчується на 1;

19995 закiнчується на 9;

19996 закiнчується на 1;

19997 закiнчується на 9;

19998 закiнчується на 1;

Очевидно, що простежується чiтка закономiрнiсть черегування останнiх
цифр наведених степенiв числа 1999 . Звiдки можна зробити висновок:
число 1999n закiнчується на 1 , якщо n є парним натуральним числом та
закiнчується на 9 , якщо n є непарним натуральним числом.

Отже, число 19992005 закiнчується цифрою 9 .

Вiдповiдь: 9 .

?! На яку цифру закiнчується число 20122013 ?

Задача 5.

В якостi прикладу розглянемо четвiрку натуральних чисел: 1 , 3 , 7 , 9 .
Не важко перевiрити, що сума будь-яких трьох iз них є простим числом:

1 + 3 + 7 = 11; 1 + 3 + 9 = 13; 1 + 7 + 9 = 17; 3 + 7 + 9 = 19.

Отже, наведений приклад iлюструє iснування принаймнi однiєї четвiрки
натуральних чисел, що задовольняють умову задачi. Тим самим показано,
що найбiльше число n рiзних натуральних чисел, сума будь-яких трьох з
яких є простим числом, задовольняє умову n > 4 .

Нижче доведемо, що кiлькiсть рiзних натуральних чисел, сума будь-яких
трьох з яких є простим числом (далi – «максимальний набiр»), не може бути
бiльшою за 4 (чотири).

Для цього наведемо низку очевидних умовиводiв.
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1. Як вiдомо, кожне натуральне число при дiленi на 3 має одну з трьох
остач: 0 , 1 або 2 .

2. Оскiльки сума будь-яких трьох рiзних натуральних чисел «макси-
мального набору» повинна бути простим числом, то вона не може дiлитися
на число 3 (три).

3. Якщо кожне з трьох натуральних чисел має однакову остачу при
дiленi на 3 , то сума трьох таких чисел дiлиться на три. Дiйсно:
3.1 (3a+ 0) + (3b+ 0) + (3c+ 0) = 3(a+ b+ c) , a, b, c ∈ N ∪ {0} ;
3.2 (3a+ 1) + (3b+ 1) + (3c+ 1) = 3(a+ b+ c+ 1) , a, b, c ∈ N ∪ {0} ;
3.3 (3a+ 2) + (3b+ 2) + (3c+ 2) = 3(a+ b+ c+ 2) , a, b, c ∈ N ∪ {0} .

4. Якщо три натуральнi числа мають рiзнi остачi при дiленi на 3 , то їх
сума дiлиться на три. Дiйсно:

(3a+ 0) + (3b+ 1) + (3c+ 2) = 3(a+ b+ c+ 1) , a, b, c ∈ N ∪ {0} .
Таким чином, серед чисел «максимального набору»

1) не може бути трьох чисел з однаковою остачею при дiленнi на три;
2) не може бути трьох чисел з рiзними остачами при дiленнi на три.

Отже, серед чисел «максимального набору» може зустрiтися лише два з
трьох варiантiв залишкiв. Причому кожен з таких двох варiантiв залишкiв
может бути представлений не бiльше, нiж двома числами. I тому, з ура-
хуванням наведеного прикладу, максимальна кiлькiсть рiзних натуральних
чисел, сума будь-яких трьох з яких є простим числом, дорiвнює 4 (чотири).

Вiдповiдь: 4 .

А чи звертали Ви увагу?
 

 «Трикутник ПАСКАЛЯ» 

( )
1

a b+ =  1 1a b+  1 1 

( )
2

a b+ =  2 1 1 2
1 2 1a a b b+ +  

1 2 1  

( )
3

a b+ =  3 2 1 1 2 3
1 3 3 1a a b a b b+ + +  

1 3 3 1 

( )
4

a b+ =  4 3 1 2 2 1 3 4
1 4 6 4 1a a b a b a b b+ + + +  

1 4 6 4 1  

 …  
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9 клас
Задача 1.

I спосiб

√(
−2−

√
5
)2

+

√(
2−

√
5
)2

=

=
∣∣−2−

√
5
∣∣+ ∣∣2−√

5
∣∣ = ∣∣2 +√

5
∣∣+ ∣∣√5− 2

∣∣ = 2 +
√
5 +

√
5− 2 = 2

√
5 .

II спосiб

Оскiльки
(
−2−

√
5
)2

= 9 + 4
√
5 ,

(
2−

√
5
)2

= 9− 4
√
5 , то√(

−2−
√
5
)2

+

√(
2−

√
5
)2

=

√
9 + 4

√
5 +

√
9− 4

√
5.

Нехай далi
√
9 + 4

√
5 +

√
9− 4

√
5 = A , тодi

9 + 4
√
5 + 2

√
9 + 4

√
5

√
9− 4

√
5 + 9− 4

√
5 = A2.

Звiдки
18 + 2

√
(9 + 4

√
5)(9− 4

√
5) = A2,

або ж
18 + 2

√
92 − (4

√
5)2 = A2,

18 + 2 = A2, A2 = 20.

I тому
A =

√
20 =

√
4 · 5 =

√
4 ·

√
5 = 2

√
5.

Вiдповiдь: 2
√
5 .

Доповнення. Нехай b > a2 > 0, a > 0 . Спростiть вираз

√(
−a−

√
b
)2

+

√(
a−

√
b
)2

.
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Задача 2.

Оскiльки при будь-яких x, y ∈ R кожен з доданкiв лiвої частини рiвня-
ння (3x+ 2y − 4)2 + |3x− 5y + 3| = 0 є невiд’ємною величиною (перший –
як степiнь з парним натуральним показником, другий – за визначенням мо-
дуля), а сума двох невiд’ємних дiйсних чисел дорiвнює нулю лише за умов
рiвностi нулю кожного з доданкiв, то дане рiвняння є рiвносильним системi
рiвнянь {

(3x+ 2y − 4)2 = 0,

|3x− 5y + 3| = 0
⇔

{
3x+ 2y − 4 = 0,

3x− 5y + 3 = 0.

Звiдки{
7y − 7 = 0,

3x− 5y + 3 = 0
⇒

{
y = 1,

3x− 5y + 3 = 0
⇒

{
y = 1,

3x− 5 + 3 = 0
⇒

{
y = 1,

x = 2
3 .

Таким чином, розв’язком даного рiвняння з двома змiнними x, y є пара
чисел x = 2

3 та y = 1 .

Вiдповiдь:
(
2
3 ; 1

)
.

А чи звертали Ви увагу?
Нехай маємо систему двох рiвнянь першого степеня з двома змiнними{

a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2.

Якщо ∆ = a1b2 − a2b1 ̸= 0 , то система завжди має єдиний розв’язок

x =
c1b2 − c2b1

∆
, y =

a1c2 − a2c1
∆

.

Якщо ∆ = 0 , то можливими є два випадки:
якщо a1

a2
= b1

b2
= c1

c2
, то система має безлiч розв’язкiв – «цiлу пряму» розв’яз-

кiв виду
x ∈ R, y =

c1 − a1x

b1
;

якщо a1
a2

̸= c1
c2

або ж b1
b2
̸= c1

c2
, то система не має розв’язкiв.
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Задача 3.

I спосiб

Введемо наступнi позначення: h1 — висота △DEL , h2 — висота △LFC ,
H — висота трапецiї, x = DL та y = LC .

Тодi маємо:

S△ADE = S△DAL − S△DEL =
1

2
Hx− 1

2
h1x,

S△BCF = S△LBC − S△LFC =
1

2
Hy − 1

2
h2y.

Таким чином сума площ трикутникiв △ADE та △BCF дорiвнює:

S△ADE + S△BCF =

=
1

2
Hx− 1

2
h1x+

1

2
Hy − 1

2
h2y =

1

2
H(x+ y)− 1

2
h1x− 1

2
h2y. (9.3.1)

Знайдемо площу чотирикутника EKFL :

SEKFL = S△DKC − S△DEL − S△LFC =

=
1

2
H(x+ y)− 1

2
h1x− 1

2
h2y. (9.3.2)

Зi спiввiдношень (9.3.1) i (9.3.2) маємо рiвнiсть

S△ADE + S△BCF = SEKFL.
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II спосiб
 

 
D  

A  B  

C  

K  

L  

E  

F  

Для доведення рiвностi S△ADE + S△BFC = SELFK покажемо рiвнiсть
площ трикутникiв ADE i ELK та KLF i FCB .
 

 
D  

A  K  

L  

E  

'D  'L  

1) Оскiльки за умовою ABCD – тра-
пецiя з основами AB i CD , K ∈ AB ,
L ∈ CD , то чотирикутник AKLD та-
кож є трапецiєю.
2) Розглянемо трикутники AKD i
AKL . В них: AK – спiльна сторона; а
довжини висот, опущених з вершин D i
L на спiльну сторону AK , є рiвними як
довжини висот трапецiї. Тому

S△ADK =
1

2
AK ·DD′ =

1

2
AK · LL′ = S△ALK .

Оскiльки трикутник AKE є спiльною частиною трикутникiв AKD i
AKL , то S△ADK − S△AKE = S△ALK − S△AKE . Звiдки

S△ADE = S△ELK . (9.3.3)

3) В аналогiчний спосiб не важко показати, що

S△KLF = S△BFC . (9.3.4)

З урахуванням (9.3.3) i (9.3.4) має мiсце рiвнiсть

S△ADE + S△BFC = S△ELK + S△KLF = SELFK . (9.3.5)
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Доповнення.

1) Нехай ABCD – паралелограм, M – довiльна точка на сторонi AB .
Доведiть, що S△DMC = S△DAM + S△CMB .
2) Нехай ABCD – паралелограм, M – довiльна внутрiшня його точка.
Доведiть, що S△DMC + S△MAB = S△DAM + S△CMB .

 

 

 

 

 

 

 

A  B  

C  D  

M  A  B  

C  D  

M  

3) Нехай ABC1D1 i ABC2D2 – два паралелограми зi сторонами C1D1 i
C2D2 на однiй прямiй, E = BC2 ∩ AD1 .
Доведiть, що SABC1D1

= SABC2D2
; SBC1D1E = SAEC2D2

.

 

 

 

 

 

 

 

A  B  

1
C  

1
D  

2
C  2

D  

A  B  

1
C  

1
D  

2
C  2

D  

E  

А чи звертали Ви увагу?
Медiана трикутника «утворює» два трикутники рiвних площ.
Медiани трикутника «утворюють» шiсть трикутникiв рiвних площ. 

 

 

 

A  

B  C  
0
A  

1 2
S S=  

A  

B  C  
0
A  

S  
0
B  

0
C  

S  

S  S  

S  

S  
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Задача 4.

Виконаємо (необхiднi) однаковi перетворення над обома даними число-
вими виразами

√
34 + 5 2

√
54 + 3

√
34 + 2 2

√
54

(
√
34 + 2)2 2 (

√
54)2

34 + 2 + 4
√
34 2 54

36 + 4
√
34 2 54

4
√
34 2 18

2
√
34 2 9

(2
√
34)2 2 92

4 · 34 2 81

136 2 81

Оскiльки 136 > 81 , то мають мiсце наступнi числовi «нерiвностi-
наслiдки»:

4 · 34 > 81

(2
√
34)2 > 92

2
√
34 > 9

4
√
34 > 18

36 + 4
√
34 > 54

34 + 2 + 4
√
34 > 54

(
√
34 + 2)2 > (

√
54)2

√
34 + 2 >

√
54

√
34 + 5 >

√
54 + 3

Отже
√
34 + 5 >

√
54 + 3 .

Вiдповiдь:
√
34 + 5 >

√
54 + 3 .



9 клас 35

Задача 5.

За умовою задачi для додатних a i b справджується нерiвнiсть

ab > 2011a+ 2012b. (9.5.1)

Доведемо, що для зазначених a i b має мiсце нерiвнiсть

a+ b >
(√

2011 +
√
2012

)2

.

1) Оскiльки a > 0 , то нерiвнiсть (9.5.1) можна подати у виглядi

a > 2011 · a
b
+ 2012 (9.5.2)

2) Так само, з того що b > 0 , нерiвнiсть (9.5.1) можна подати у виглядi

b > 2011 + 2012 · b
a

(9.5.3)

3) Додавши лiвi та вiдповiдно правi частини нерiвностей (9.5.2) i (9.5.3) ,
матимемо

a+ b > 2011 · a
b
+ 2012 + 2011 + 2012 · b

a

або ж
a+ b > (2011 + 2012) +

(
2011 · a

b
+ 2012 · b

a

)
. (9.5.4)

3.1) За нерiвнiстю Кошi для другого доданка правої частини нерiвностi
(9.5.4) маємо наступну оцiнку(

2011 · a
b
+ 2012 · b

a

)
> 2

√
2011 · a

b
· 2012 · b

a
= 2

√
2011 · 2012. (9.5.5)

3.2) Оскiльки 2011 + 2012 + 2
√
2011 · 2012 =

=
√
2011

2
+ 2

√
2011 · 2012 +

√
2012

2
=

(√
2011 +

√
2012

)2

,

то з урахуванням (9.5.4) i (9.5.5) , для даних a i b має мiсце нерiвнiсть

a+ b >
(√

2011 +
√
2012

)2

. (9.5.6)
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10 клас
Задача 1.

I спосiб – за допомогою «оцiнки знаку добутку через оцiнку знакiв
множникiв»

Очевидно, що областю допустимих значень (ОДЗ) нерiвностi∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣ (x2 − x− 6
)
6 0

є множина усiх дiйсних чисел за винятком x = 0 , тобто x ∈ (−∞; 0)∪(0;+∞) .
Оскiльки для кожного x iз ОДЗ

∣∣x−1
x

∣∣ > 0 , то дана нерiвнiсть є рiвно-
сильною сукупностi[

x2 − x− 6 6 0,∣∣x−1
x

∣∣ = 0
⇔

[
(x− 3)(x+ 2) 6 0,
x−1
x = 0.

Звiдки [
−2 6 x 6 3,

x = 1
⇒ x ∈ [−2; 3].

З урахуванням ОДЗ остаточно маємо, що x ∈ [−2; 0) ∪ (0; 3] .

II спосiб – за допомогою рiвносилиних «конструкцiй-переходiв» (по сутi
– модифiкований I спосiб)

∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣ (x2 − x− 6
)
6 0 ⇔

[
x2 − x− 6 6 0,∣∣x−1

x

∣∣ = 0
⇔

[
(x− 3)(x+ 2) 6 0,
x−1
x = 0

⇔

⇔


−2 6 x 6 3,{

x = 1,

x ̸= 0

⇔

{
−2 6 x 6 3,

x ̸= 0
⇒ x ∈ [−2; 0) ∪ (0; 3].



10 клас 37

III спосiб – за допомогою «методу iнтервалiв»

∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣ (x2 − x− 6
)
6 0 ⇔ |x− 1| · (x− 3)(x+ 2)

|x|
6 0.

Вiдмiтимо нулi чисельника i нулi знаменника на координатнiй прямiй
вiдповiдним чином (незалежно вiд знака нерiвностi нулi знаменника «ви-
колюємо», а нулi чисельника – «замальовуємо» (бо знак нерiвностi нестро-
гий)) та з’ясуємо (встановимо) знак лiвої частини нерiвностi на кожному з
одержаних промiжкiв.

Примiтка: нуль чисельника x = 1 та нуль знаменника x = 0 (наслiдуючи

термiнологiю «методу iнтервалiв») слiд розглядати як «подвiйнi» точки (бо

при переходi через них знак лiвої частини нерiвностi не змiнюється). Крiм того,

оскiльки коефiцiєнти при старших членах у кожному з незвiдних множникiв (на

якi розкладено чисельник i знаменник) є додатними числами та серед сталих

(числових) множникiв лiвої частини немає вiд’ємних множникiв, то рухаючись

вiд крайнього правого промiжку до крайнього лiвого промiжку (на числовiй

осi) знаки iнтервалiв чередуються (+ , − ...) крiм випадкiв переходу через

подвiйнi точки.

 

 

 

 

2−  0  1 3  +  
−  −  −  

+  

З урахуванням знаку нерiвностi (6 ) та вiдповiдних знакiв (− ) на
промiжках маємо, що x ∈ [−2; 0) ∪ (0; 1] ∪ [1; 3] . Або, що теж саме
x ∈ [−2; 0) ∪ (0; 3] .

Вiдповiдь: x ∈ [−2; 0) ∪ (0; 3] .
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Задача 2.


x+ (y − 2)2012 = z,

y + (z − 2)2012 = x,

z + (x− 2)2012 = y.

Додавши лiвi та вiдповiдно правi частини рiвнянь системи, одержимо
рiвняння-наслiдок

x+ (y − 2)2012 + y + (z − 2)2012 + z + (x− 2)2012 = z + x+ y ⇔

⇔ (y − 2)2012 + (z − 2)2012 + (x− 2)2012 = 0.

Оскiльки при будь-яких x, y, z ∈ R кожен доданок лiвої частини остан-
нього рiвняння є невiд’ємною величиною (як степiнь з парним натуральним
показником), а сума трьох невiд’ємних дiйсних чисел дорiвнює нулю лише
за умов рiвностi нулю кожного з доданкiв, то це рiвняння є рiвносильним
системi рiвнянь

(y − 2)2012 = 0,

(z − 2)2012 = 0,

(x− 2)2012 = 0

⇔


y − 2 = 0,

z − 2 = 0,

x− 2 = 0

⇔


y = 2,

z = 2,

x = 2.

Не важко перевiрити, що трiйка x = 2 , y = 2 , z = 2 є розв’язком даної
системи. Отже, єдиним розв’язком даної системи є трiйка (2; 2; 2) .

Вiдповiдь: (2; 2; 2) .

Задача 3.

I спосiб

Нехай O – центр кола ω , вписаного у △ ABC . Позначимо через A′ , B′

i C ′ точки дотику кола ω зi сторонами BC , AC i AB вiдповiдно. Нехай
далi a , b i c – довжини сторiн BC , AC i AB . Тодi 2p = a + b + c –
периметр △ ABC . За умовою ∠C = 1200 . Доведемо, що довжина вiдрiзка
CO дорiвнює 2 (p− c) .
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A  

B  

C  

0
60  

'C  

'B  

'A  

O  

1) Нехай CB′ = x . Тодi B′A = b−x . Оскiльки CB′ i CA′ є вiдрiзками
дотичних, проведених через точку C до кола ω , то CA′ = CB′ = x . Тому
A′B = a − x . Так само за властивiстю вiдрiзкiв дотичних, проведених з
однiєї точки до кола, мають мiсце рiвностi{

BC ′ = BA′ = a− x,

AC ′ = AB′ = b− x.

За аксiомою вимiрювання вiдрiзкiв має мiсце рiвнiсть AB = AC ′ + C ′B .
Звiдки маємо рiвняння

c = (a− x) + (b− x) ⇔ c = a+ b− 2x ⇔ x =
a+ b− c

2
.

Отже, згiдно введених позначень, x = p− c

2) Розглянемо прямокутнi трикутники CA′O i CB′O . Оскiльки (за до-
веденим ранiше) CA′ = CB′ , а CO – спiльна гiпотенуза, то за катетом i
гiпотенузою цi трикутники є рiвними. Тому ∠A′CO = ∠B′CO . За умовою
∠A′CB′ = ∠C = 1200 . Тому, як наслiдок iз аксiоми вимiрювання кутiв, має
мiсце рiвнiсть

∠A′CO = ∠B′CO =
1200

2
= 600.

3) Розглянемо прямокутний трикутник CB′O . В ньому: CB′ = p − c ,
∠B′CO = 600 . За властивiстю гострих кутiв прямокутного трикутника
∠COB′ = 300 . I тому (за властивiстю прямокутного трикутника з кутом
300 ) довжина гiпотенузи CO вдвiчi бiльша нiж довжина катета CB′ .
Таким чином CO = 2CB′ = 2(p− c) .
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II спосiб

Нехай O – центр кола ω , вписаного у △ ABC . Позначимо через A′ i
B′ C ′ точки дотику кола ω зi сторонами BC i AC вiдповiдно. Нехай далi
a , b i c – довжини сторiн BC , AC i AB . Тодi 2p = a+ b+ c – периметр
△ ABC .

1) Розглянемо прямокутнi трикутники CA′O i CB′O :
1.1) за властивiстю вiдрiзкiв дотичних, проведених з однiєї точки до кола,
має мiсце рiвнiсть CA′ = CB′ ,
2.1) CO – спiльна гiпотенуза.

Таким чином, за катетом i гiпотенузою трикутники CA′O i CB′O є
рiвними. Тому ∠A′CO = ∠B′CO . За умовою ∠A′CB′ = ∠C = 1200 . Тому,
як наслiдок iз аксiоми вимiрювання кутiв, має мiсце рiвнiсть

∠A′CO = ∠B′CO =
1200

2
= 600.

2) Розглянемо прямокутний трикутник CB′O . В ньому: OB′ = r , де r

– радiус вписаного кола; ∠B′CO = 600 . За властивiстю гострих кутiв пря-
мокутного трикутника ∠COB′ = 300 . Нехай CO = x . Тодi за визначенням
косинуса гострого кута прямокутного трикутника має мiсце рiвнiсть

cos(∠COB′) =
OB′

CO
.

Звiдки маємо, що cos 300 = r
x , або ж

√
3
2 = r

x . Тому

x =
2r√
3
=

2
√
3r

3
. (10.3.1)

3) Площу △ ABC можна обчислити за формулою S△ABC = pr . Звiдки

r =
S△ABC

p
. (10.3.2)

За iншою формулою S△ABC = 1
2CA · CB · sin∠C . Звiдки

S△ABC =
1

2
b · a · sin 1200 = ab

√
3

4
. (10.3.3)

З урахуванням (10.3.1) , (10.3.2) i (10.3.3) маємо, що

x =
2
√
3

3
· ab

√
3

4p
=

ab

2p
. (10.3.4)
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4) Покажемо, що для △ ABC з ∠C = 1200 справджується рiвнiсть
ab

2p
= 2(p− c). (10.3.5)

За теоремою косинусiв для △ ABC з ∠C = 1200 маємо рiвнiсть
c2 = a2 + b2 − 2ab cos 1200 = a2 + b2 − 2ab ·

(
−1

2

)
= a2 + b2 + ab .

Тому
c2 = a2 + b2 + ab ⇔ ab = a2 + b2 + 2ab− c2 ⇔ ab = (a+ b)2 − c2 ⇔
⇔ ab = (a+ b+ c)(a+ b− c) ⇔ ab = 2p · 2(p− c) ⇔ ab

2p = 2(p− c) .
Таким чином, згiдно введених позначень та справедливостi рiвностей

(10.3.4) i (10.3.4) , довжину вiдрiзка CO даного трикутника ABC можна
обчислити за формулою

CO = 2(p− c).

Задача 4.

Позначимо число 2012 через x , тодi число 2011 = x − 1 . Тодi, згiдно вве-
дених позначень, даний за умовою задачi числовий вираз набуває вигляду:

(x− 1)2 + (x− 1)2 · x2 + x2.

Наведемо наступний ланцюг рiвностей

(x− 1)2 + (x− 1)2 · x2 + x2 =

= (x (x− 1))2 + (x− 1)2 + x2 =

= (x2 − x)2 + x2 − 2x+ 1 + x2 =

= (x2 − x)2 + 2x2 − 2x+ 1 =

= (x2 − x)2 + 2(x2 − x) + 1 =

= (x2 − x+ 1)2.

Зробимо обернену замiну та отримаємо:

20112 + 20112 · 20122 + 20122 = (20112 − 2011 + 1)2,

а це й доводить, що число 20112 + 20112 · 20122 + 20122 можна подати у
виглядi повного квадрату числа n = 20112 − 2011 + 1 .

Вiдповiдь: n = 20112 − 2011 + 1 .
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Задача 5.

Подамо дане за умовою задачi рiвняння x2 − 2y2 = 1 ⇔ x2 − 1 = 2y2

рiвнянням виду
(x− 1)(x+ 1) = 2y2. (10.5.1)

Оскiльки шуканими x, y є простi натуральнi числа, то права частина
рiвняння (10.5.1) є парним числом. А тому i лiва частина цього рiвняння
повинна бути парним числом.

Числа (x − 1) , (x + 1) мають однакову парнiсть. Тому їх добуток бу-
де парним числом лише за умов, коли (x − 1) = 2m , m ∈ N . Звiдки
(x+ 1) = 2m+ 2 , а рiвняння (10.5.1) набуває виду 2m(2m+ 2) = 2y2 , або

2m(m+ 1) = y2. (10.5.2)

Оскiльки лiва частина рiвняння (10.5.2) є парним числом, то i права
частина цього рiвняння повинна бути парним числом. Iснує єдине просте
число, квадрат якого є парним числом. Це – число 2. Отже, y = 2 .

Пiдставивши y = 2 у рiвняння (10.5.1) , одержимо x2 = 9 . Звiдки x = 3

(x = −3 не є натуральним).
Таким чином, шуканими простими (натуральними) числами x, y , що за-

довольняють рiвняння x2 − 2y2 = 1 , є числа x = 3 i y = 2 .

Вiдповiдь: x = 3 , y = 2 .

А чи звертали Ви увагу?
Будь-яке просте число p > 3 може бути представлене у виглядi

p = 6m− 1, m ∈ N (⋆)

або ж у виглядi
p = 6m+ 1, m ∈ N (⋆⋆)

! Проте серед чисел виду (⋆) , (⋆⋆) є й складенi числа. Наприклад:
25, 65 та безлiч iнших складених чисел.



11 клас 43

11 клас
Задача 1.

За умовою дано зведене квадратне рiвняння

x2 + (2− a)x− a− 3 = 0 ⇔ x2 + (2− a)x− (a+ 3) = 0 (11.1.1)

з параметром a вiдносно змiнної x .
Знайдемо дискримiнант цього рiвняння

D = (2− a)2 − 4 · 1 · (−1) · (a+ 3) = a2 − 4a+ 4 + 4a+ 12 = a2 + 16.

Оскiльки при будь-яких значеннях параметра a ∈ R дискримiнант
D = a2 + 16 > 16 , то дане квадратне рiвняння при будь-яких значеннях
параметра a ∈ R завжди має два дiйснi (причому рiзнi) коренi x1 та x2 .

Тодi за теоремою Вiєта для коренiв (зведеного) рiвняння (11.1.1) мають
мiсце рiвностi {

x1 + x2 = −(2− a),

x1x2 = −(a+ 3).
(11.1.2)

Оскiльки
x21 + x22 = (x1 + x2)

2 − 2x1x2,

то з урахуванням системи (11.1.2) маємо наступну рiвнiсть

x21 + x22 = (2− a)2 − 2 · (−1) · (a+ 3) =

= (a− 2)2 + 2(a+ 3) =

= a2 − 4a+ 4 + 2a+ 6 =

= a2 − 2a+ 10 =

= (a− 1)2 + 9.

Отже, x21 + x22 = (a − 1)2 + 9 . Не важко бачити, що (для коренiв даного
рiвняння) значення x21 + x22 буде найменшим лише в тому випадку, коли
(a− 1)2 = 0 . Що можливо лише при a = 1 .

Таким чином, сума квадратiв кореней даного рiвняння буде найменшою
лише при a = 1 .

Вiдповiдь: 1 .
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ЗАУВАЖЕННЯ до задачi 1.

Нагадаємо змiст теореми Вiєта

«Якщо квадратне рiвняння ax2+ bx+ c = 0 має дiйснi коренi x1 та x2 ,
то мають мiсце рiвностi x1 + x2 =

−b
a , x1x2 =

c
a ».

Тому перед застосуванням рiвностей (11.1.2) дослiдження питання щодо
iснування дiйсних кореней квадратного рiвняння (з параметром) є обов’яз-
ковим!

Так наприклад, для рiвняння x2+(2−a)x+ 1
2a

2−a+5 = 0 дискримiнант
D = −a2−16 i тому при будь-яких дiйсних значеннях параметра a рiвняння
взагалi не має дiйсних кореней, хоча формально можна обчислити значення
виразу (2− a)2 − 2(12a

2 − a+ 5) = ... = −2a− 6.

Бiльше того, оскiльки для квадратного рiвняння з параметром a дискри-
мiнант є функцiєю вiд a (D = D(a) ), то питання про найменше значення
суми квадратiв кореней цього рiвняння повинно дослiджуватись лише для
тих значень параметра a , при яких D(a) > 0 .

?! При яких значеннях параметра a сума квадратiв кореней рiвняння
x2 + (2− a)x− a+ 2 = 0 буде найменшою? Знайдiть значення цiєї суми.

?! Розв’яжiть задачу 1 без застосування теореми Вiєта.

А чи звертали Ви увагу?
Якщо x1 та x2 – дiйснi коренi зведеного рiвняння x2 + px + q = 0 ,

причому x2 > x1 , то
x2 − x1 =

√
D,

де D = p2 − 4q – дискримiнант цього рiвняння.
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Задача 2.
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1) Нехай A1B1C1D1 – даний квадрат зi стороною a . Тодi площа S1 цього
квадрата дорiвнює

S1 = a2 =
a2

20
. (11.2.1)

2) Позначимо через ω1 коло, вписане у квадрат A1B1C1D1 . Тодi очевидно,
що радiус R1 кола ω1 дорiвнює R1 =

a
2 .

Нехай далi A2B2C2D2 – квадрат, вписаний у коло ω1 . Тодi дiагональ d2

цього квадрата дорiвнює дiаметру кола ω1 . Тому d2 = a . Якщо позначити
через x2 довжину сторони квадрата A2B2C2D2 , то (за теоремою Пiфагора)
має мiсце рiвнiсть x22 + x22 = d22 , звiдки 2x22 = a , x2 =

√
a2

2 . I тому площа
S2 квадрата A2B2C2D2 дорiвнює

S2 =
a2

2
=

a2

21
. (11.2.2)

3) Позначимо через ω2 коло, вписане у квадрат A2B2C2D2 . Тодi очевидно,

що радiус R2 кола ω2 дорiвнює R2 =

√
a2

2

2 .

Нехай далi A3B3C3D3 – квадрат, вписаний у коло ω2 . Тодi дiагональ
d3 цього квадрата дорiвнює дiаметру кола ω2 . Тому d3 =

√
a2

2 . Якщо по-
значити через x3 довжину сторони квадрата A3B3C3D3 , то (за теоремою
Пiфагора) має мiсце рiвнiсть x23 + x23 =

a2

2 , звiдки 2x23 =
a2

2 , x3 =
√

a2

4 = a
2 .
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I тому площа S3 квадрата A3B3C3D3 дорiвнює

S3 =
a2

4
=

a2

22
. (11.2.3)

4) З урахуванням спiввiдношень (11.2.1), (11.2.2), (11.2.3) можна висунути
гiпотезу про те, що для натуральних n площу Sn квадрата AnBnCnDn

(який одержано в описаний за умовою задачi спосiб) можна обчислити за
формулою

Sn =
a2

2n−1
. (11.2.4)

Висунуту гiпотезу доведемо iндуктивним методом. А саме:

4.1) Для початкових n = 1, 2, 3 формула (11.2.4) справджується на
пiдставi встановлених рiвностей (11.2.1), (11.2.2), (11.2.3) .

4.2) Припустимо що формула (11.2.4) має мiсце для певного натураль-
ного k > 3 та доведемо що для k + 1 формула (11.2.4) також має мiсце.
Iншими словами, ми припускаємо що площа Sk квадрата AkBkCkDk до-
рiвнює

Sk =
a2

2k−1
.

Тодi очевидно що довжина ak сторони цього квадрата дорiвнює

ak =

√
a2

2k−1
.

Позначимо через ωk коло, вписане у квадрат AkBkCkDk . Тодi очевидно,
що радiус Rk кола ωk дорiвнює

Rk =

√
a2

2k−1

2
.

Нехай далi Ak+1Bk+1Ck+1Dk+1 – квадрат, вписаний у коло ωk . Тодi дiа-

гональ dk+1 цього квадрата дорiвнює дiаметру кола ωk . Тому dk =

√
a2

2k−1
.

Якщо позначити через xk+1 довжину сторони квадрата Ak+1Bk+1Ck+1Dk+1 ,
то (за теоремою Пiфагора) має мiсце рiвнiсть

x2k+1 + x2k+1 =
a2

2k−1
,
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звiдки 2x2k+1 =
a2

2k−1
, x2k+1 =

a2

2k
,

xk+1 =

√
a2

2k
.

I тому площа Sk+1 квадрата Ak+1Bk+1Ck+1Dk+1 дорiвнює

Sk+1 =
a2

2k
=

a2

2(k+1)−1
.

4.3) На пiдставi принципу математичної iндукцiї та з урахуванням пун-
ктiв 4.1) i 4.2), справедливiсть формули (11.2.4) для натуральних n дове-
дено.

5) Оскiльки за формулою (11.2.4) S2012 =
a2

22011
, то

S1

S2011
= 22011.

Вiдповiдь: 22011 .

Задача 3.

y =
√

4 sin4 x− 2 cos 2x+ 3 +
√

4 cos4 x+ 2 cos 2x+ 3 =

=
√

4 sin4 x− 2(1− 2 sin2 x) + 3 +
√
4 cos4 x+ 2(2 cos2 x− 1) + 3 =

=
√

4 sin4 x+ 4 sin2 x+ 1 +
√
4 cos4 x+ 4 cos2 x+ 1 =

=
√

(2 sin2 x+ 1)2 +
√

(2 cos2 x+ 1)2 = 2 sin2 x+ 1 + 2 cos2 x+ 1 = 4 .
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Задача 4.

За умовою для четвiрки чисел x, y, u, v виконуються спiввiдношення
x20+ y20 = u20+ v20 i x10+ y10 = u10+ v10 . Тому має мiсце система рiвнянь{

x20 + y20 = u20 + v20,

x10 + y10 = u10 + v10
⇔

{
x20 − u20 = v20 − y20,

x10 − u10 = v10 − y10.

Звiдки { (
x10 − u10

) (
x10 + u10

)
=

(
v10 − y10

) (
v10 + y10

)
,

x10 − u10 = v10 − y10
(11.4.1)

Доведемо, що для кожної четвiрки чисел, що є розв’язком системи (11.4.1) ,
виконується спiввiдношення

x2010 + y2010 = u2010 + v2010. (11.4.2)

Очевидно, що для другого рiвняння системи (11.4.1) є лише два суттєво
рiзнi випадки: x10 − u10 = v10 − y10 = 0 i x10 − u10 = v10 − y10 ̸= 0 .

Якщо x10−u10 = v10−y10 = 0 , то очевидно, що розв’язки цього «подвiй-
ного» рiвняння є розв’язками i першого рiвняння системи (11.4.1) , а тому
i самої системи. Розв’язками (вiдповiдної цьому подвiйному рiвнянню) сис-

теми

{
u10 = x10,

v10 = y10
є наступнi четвiрки:

{x; y;u = +x; v = +y},

{x; y;u = −x; v = +y},

{x; y;u = +x; v = −y},

{x; y;u = −x; v = −y},

кожна з яких задовольняє умову (11.4.2) .

Якщо ж x10 − u10 = v10 − y10 ̸= 0 , то система (11.4.1) є рiвносильною
системi {

x10 + u10 = v10 + y10,

x10 − u10 = v10 − y10 ̸= 0.
(11.4.3)
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Звiдки {
2x10 = 2v10,

x10 − u10 = v10 − y10 ̸= 0.
⇔


x10 = v10,

u10 = y10,

x10 ̸= u10.

Розв’язками останньої системи є наступнi четвiрки:

{x; y;u = +y; v = +x},

{x; y;u = −y; v = +x},

{x; y;u = +y; v = −x},

{x; y;u = −y; v = −x},

(з додатковими обмеженнями u ̸= ±x i v ̸= ±y ) кожна з яких також
задовольняє умову (11.4.2) .

Таким чином, для кожної четвiрки чисел, що є розв’язком системи
(11.4.1) , виконується спiввiдношення (11.4.2) .

Задача 5.

За умовою xyz = 1 , звiдки z = 1
xy . I тому

1

1 + x+ xy
+

1

1 + y + yz
+

1

1 + z + zx
=

=
1

1 + x+ xy
+

1

1 + y + y 1
xy

+
1

1 + 1
xy + x 1

xy

=

=
1

1 + x+ xy
+

1

1 + y + 1
x

+
1

1 + 1
xy +

1
y

=

=
1

1 + x+ xy
+

1
x+xy+1

x

+
1

xy+1+x
xy

=

=
1

1 + x+ xy
+

x

1 + x+ xy
+

xy

1 + x+ xy
=

=
1 + x+ xy

1 + x+ xy
= 1.

Вiдповiдь: 1 .



ДОДАТКИ

Рiвносильнi перетворення деяких рацiональних нерiвностей

Всюди нижче f(x), g(x) — деякi рацiональнi функцiї, D(f) , D(g) —
областi визначення функцiй f i g вiдповiдно, n ∈ N.

1.
f(x)

g(x)
> 0 ⇔ f(x)g(x) > 0 ⇔


{

f(x) > 0,

g(x) > 0{
f(x) < 0,

g(x) < 0.

2.
f(x)

g(x)
< 0 ⇔ f(x)g(x) < 0 ⇔


{

f(x) > 0,

g(x) < 0{
f(x) < 0,

g(x) > 0.

3. f(x)g(x) > 0 ⇔


{

f(x) > 0,

g(x) > 0{
f(x) 6 0,

g(x) 6 0.

4. f(x)g(x) 6 0 ⇔


{

f(x) > 0,

g(x) 6 0{
f(x) 6 0,

g(x) > 0.

5.
f(x)

g(x)
> 0 ⇔


{

f(x) > 0,

g(x) > 0{
f(x) 6 0,

g(x) < 0.

⇔

{
f(x)g(x) > 0,

g(x) ̸= 0.

50
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6.
f(x)

g(x)
6 0 ⇔


{

f(x) > 0,

g(x) < 0{
f(x) 6 0,

g(x) > 0.

⇔

{
f(x)g(x) 6 0,

g(x) ̸= 0.

7. (f(x))2n g(x) > 0 ⇔ |f(x)| g(x) > 0 ⇔


g(x) > 0,

f(x) ̸= 0,

x ∈ D(f).

8. (f(x))2n g(x) < 0 ⇔ |f(x)| g(x) < 0 ⇔


g(x) < 0,

f(x) ̸= 0,

x ∈ D(f).

9. (f(x))2n g(x) > 0 ⇔ |f(x)| g(x) > 0 ⇔

⇔


{

g(x) > 0,

x ∈ D(f){
f(x) = 0,

x ∈ D(g)

⇔


x ∈ D(f) ∩D(g),[
g(x) > 0,

f(x) = 0.

10. (f(x))2n g(x) 6 0 ⇔ |f(x)| g(x) 6 0 ⇔

⇔


{

g(x) 6 0,

x ∈ D(f){
f(x) = 0,

x ∈ D(g)

⇔


x ∈ D(f) ∩D(g),[
g(x) 6 0,

f(x) = 0.

Рiвняння, якi мiстять знак абсолютної величини

Абсолютну величину (модуль) дiйсного числа a позначають |a| . Згiдно
з визначенням:

|a| =


a, a > 0,

0, a = 0,

−a, a < 0.

Найпростiшi властивостi абсолютних величин (дiйсних чисел) полягають
у наступному:

1) |ab| = |a||b|; 2)
∣∣∣a
b

∣∣∣ = |a|
|b|

, b ̸= 0; 3) |a+ b| 6 |a|+ |b|;

4) |a+ b| > |a| − |b|; 5) |a− b| 6 |a|+ |b|.
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Часто при розв’язаннi рiвнянь та нерiвностей доцiльно використовувати
наступнi властивостi модуля:

6)
√
a2 = |a| ; 7) |a| 6 |b| ⇔ a2 6 b2 ;

8) |a+ b| = |a|+ |b| ⇔ a · b > 0; 9) |a+ b| < |a|+ |b| ⇔ a · b < 0;

10) |a− b| = |a| − |b| ⇔ (a− b) · b > 0;

11) |a− b| > |a| − |b| ⇔ (a− b) · b < 0;

12) |a− b| = |a|+ |b| ⇔ a · b < 0 .
Згiдно з (наведеними вище) властивостями модуля, мають мiсце наступнi

схеми розв’язання найбiльш типових рiвнянь з модулем:
01. |f(x)| = f(x) ⇔ f(x) > 0.

02. |f(x)| = −f(x) ⇔ f(x) 6 0.

03. |f(x)|+ |g(x)| = 0 ⇔

{
f(x) = 0,

g(x) = 0.

04. |f(x)|+ |g(x)| = f(x) + g(x) ⇔

{
f(x) > 0,

g(x) > 0.

05. |f(x)|+ |g(x)| = f(x)− g(x) ⇔

{
f(x) > 0,

g(x) 6 0.

06. |f(x)|+ |g(x)| = |f(x) + g(x)| ⇔ f(x) · g(x) > 0.

07. |f(x)|+ |g(x)| = |f(x)− g(x)| ⇔ f(x) · g(x) 6 0.

08. f(|x|) = g(x) ⇔


{

f(x) = g(x),

x > 0;{
f(−x) = g(x),

x < 0.

09. |f(x)| = g(x) ⇔


{

f(x) = g(x),

f(x) > 0;{
−f(x) = g(x),

f(x) < 0

⇔


g(x) > 0,[
f(x) = g(x),

f(x) = −g(x).

10. |f(x)| = |g(x)| ⇔

[
f(x) = g(x),

f(x) = −g(x)
⇔ f 2(x) = g2(x).

11. |x− a|+ |x− b| = |a− b| ⇔ b 6 x 6 a (∀a > b) .
12. Розглянемо рiвняння виду:

|f1(x)|+ |f2(x)|+ · · ·+ |fn(x)| = g(x),
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де fi(x), i = 1, n, g(x), — деякi функцiї.
Розв’язання таких рiвнянь шляхом послiдовного розкриття знакiв мо-

дулiв є дуже громiздким. Зазначенi рiвняння доцiльно розв’язувати саме
методом iнтервалiв. Для цього знаходять всi точки, в яких хоча б одна
iз функцiй fi(x), i = 1, n змiнює знак. Цi точки дiлять область допу-
стимих значень рiвняння на промiжки, на кожному з яких всi функцiї
fi(x), i = 1, n зберiгають знак. Використовуючи означення модуля, пе-
реходять вiд рiвняння до сукупностi систем, якi не мiстять знакiв модулiв.

Аналогiчно можна розв’язувати i вiдповiднi нерiвностi:

|f1(x)|+ |f2(x)|+ · · ·+ |fn(x)| > g(x).

Нерiвностi з модулем

01. |f(x)| > f(x) ⇔ f(x) < 0.

02. |f(x)| > f(x) ⇔ x ∈ D(f).

03. |f(x)| 6 f(x) ⇔ f(x) > 0.

04. |f(x)| < f(x) ⇒ x ∈ ∅.

05. |f(x)| < g(x) ⇔

{
f(x) < g(x),

f(x) > −g(x).

06. |f(x)| 6 g(x) ⇔

{
f(x) 6 g(x),

f(x) > −g(x).

07. |f(x)| > g(x) ⇔

[
f(x) > g(x),

f(x) < −g(x).

08. |f(x)| > g(x) ⇔

[
f(x) > g(x),

f(x) 6 −g(x).

09. |f(x)| 6 |g(x)| ⇔ f 2(x) 6 g2(x) ⇔


{

f(x)− g(x) 6 0,

f(x) + g(x) > 0{
f(x)− g(x) > 0,

f(x) + g(x) 6 0.

10. |f(x) + g(x)| < |f(x)|+ |g(x)| ⇔ f(x)g(x) < 0.

11. |f(x)− g(x)| > |f(x)| − |g(x)| ⇔ (f(x)− g(x)) g(x) < 0.
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Iррацiональнi рiвняння

Розв’язання iррацiональних рiвнянь полягає у зведенi їх до вiдповiдних
рацiональних рiвнянь, якi рiвносильнi вихiдним або є їх наслiдком. Таке
зведення до рацiональних рiвнянь проводиться в основному пiднесенням
обох частин до степеня з вiдповiдним показником. При цьому спираються
на наступнi твердження (всюди нижче — n ∈ N , c = const , c > 0 ):

01. f(x) = g(x) ⇒ f 2n(x) = g2n(x);

02. f(x) = g(x) ⇔ f 2n+1(x) = g2n+1(x);

03. f 2n(x) = g2n(x) ⇔ |f(x)| = |g(x)| ;

04. 2n+1
√
f(x) = g(x) ⇔ f(x) = g2n+1(x);

05. 2n
√

f(x) = g(x) ⇔

{
f(x) = g2n(x),

g(x) > 0;

06. 2n
√

f(x) = 2n
√
g(x) ⇔

{
f(x) > 0,

f(x) = g(x)
⇔

{
g(x) > 0,

f(x) = g(x);

07.
2n
√

f(x)

g(x) = 0 ⇔

{
f(x) = 0,

g(x) ̸= 0;

08. 2n
√

f(x) · g(x) = 0 ⇔


{

f(x) = 0,

x ∈ D(g){
g(x) = 0,

f(x) > 0.

09. 2n
√

f(x) + 2n
√

g(x) = 0 ⇔

{
f(x) = 0,

g(x) = 0.

10.
√

f(x) +
√

g(x) = c ⇔


2
√

f(x)
√

g(x) = c2 − f(x)− g(x),

f(x) > 0,

g(x) > 0

⇔

⇔

{
2
√

f(x) · g(x) = c2 − f(x)− g(x),

f(x) > 0.
⇔

⇔

{
2
√

f(x) · g(x) = c2 − f(x)− g(x),

g(x) > 0.

11.
√

f(x)−
√

g(x) = c ⇔ f(x) =
(
c+

√
g(x)

)2

.
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12.
√
f(x) +

√
g(x) =

√
h(x) ⇔


2
√

f(x)
√

g(x) = h(x)− f(x)− g(x),

f(x) > 0,

g(x) > 0,

h(x) > 0

⇔


2
√
f(x) · g(x) = h(x)− f(x)− g(x),

f(x) > 0,

h(x) > 0.

12′.
√
f(x)−

√
g(x) =

√
h(x) ⇔

√
g(x) +

√
h(x) =

√
f(x).

Iррацiональнi нерiвностi

01. 2n+1
√
f(x) < g(x) ⇔ f(x) < (g(x))2n+1 .

02. 2n+1
√
f(x) 6 g(x) ⇔ f(x) 6 (g(x))2n+1 .

03. 2n+1
√
f(x) > g(x) ⇔ f(x) > (g(x))2n+1 .

04. 2n+1
√
f(x) > g(x) ⇔ f(x) > (g(x))2n+1 .

05. 2n+1
√
f(x) > 2n+1

√
g(x) ⇔ f(x) > g(x).

06. 2n+1
√
f(x) > 2n+1

√
g(x) ⇔ f(x) > g(x).

07. 2n
√
f(x) > 2n

√
g(x) ⇔

{
f(x) > g(x),

g(x) > 0.

08. 2n
√
f(x) > 2n

√
g(x) ⇔

{
f(x) > g(x),

g(x) > 0.

09. 2n
√
f(x) < g(x) ⇔


f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) < (g(x))2n.

10. 2n
√
f(x) 6 g(x) ⇔


f(x) > 0,

g(x) > 0,

f(x) 6 (g(x))2n.

11. 2n
√
f(x) > g(x) ⇔


{

g(x) > 0,

f(x) > (g(x))2n{
g(x) < 0,

f(x) > 0.
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12. 2n
√

f(x) > g(x) ⇔


{

g(x) > 0,

f(x) > (g(x))2n{
g(x) < 0,

f(x) > 0.

13. 2n
√

f(x) · g(x) > 0 ⇔


{

f(x) > 0,

g(x) > 0{
f(x) = 0,

x ∈ D(g).

14. 2n
√

f(x) · g(x) 6 0 ⇔


{

f(x) > 0,

g(x) 6 0{
f(x) = 0,

x ∈ D(g).

15.
2n
√
f(x)

g(x)
> 0 ⇔


{

f(x) > 0,

g(x) > 0{
f(x) = 0,

g(x) ̸= 0.

16.
2n
√

f(x)

g(x)
6 0 ⇔


{

f(x) > 0,

g(x) < 0{
f(x) = 0,

g(x) ̸= 0.

17.
2n
√
f(x)

g(x)
> 0 ⇔

{
f(x) > 0,

g(x) > 0.
18.

2n
√
f(x)

g(x)
< 0 ⇔

{
f(x) > 0,

g(x) < 0.

19. 2n
√

f(x) + 2n
√

g(x) 6 0 ⇔

{
f(x) = 0,

g(x) = 0.

20. 2n
√

f(x) + 2n
√

g(x) > 0 ⇔

{
f(x) > 0,

g(x) > 0.

21.
√

f(x) +
√

g(x) < c ⇔


2
√

f(x) · g(x) < c2 − f(x)− g(x),

f(x) > 0,

g(x) > 0

22.
√

f(x) +
√

g(x) > c ⇔


2
√

f(x) · g(x) > c2 − f(x)− g(x),

f(x) > 0,

g(x) > 0

⇔

⇔

{
2
√

f(x) · g(x) > c2 − f(x)− g(x),

f(x) > 0.
⇔
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⇔

{
2
√

f(x) · g(x) > c2 − f(x)− g(x),

g(x) > 0.

23.
√
f(x)−

√
g(x) > c ⇔ f(x) >

(
c+

√
g(x)

)2

.

24.
√
f(x)−

√
g(x) < c ⇔

 f(x) <
(
c+

√
g(x)

)2

,

f(x) > 0.

Рiвносильнi перетворення алгебраїчних систем

Сформулюємо ряд тверджень про рiвносильнi системи:

1.

{
F (x; y) = Φ(x; y),

y = f(x)
⇔

{
F (x; f(x)) = Φ(x; (f(x)),

y = f(x);

2.

{
F1(x; y) = Φ1(x; y),

F2(x; y) = Φ2(x; y)
⇔

{
F1(x; y) + F2(x; y) = Φ1(x; y) + Φ2(x; y),

F1(x; y) = Φ1(x; y);

3.

{
F1(x; y) = Φ1(x; y),

F2(x; y) = Φ2(x; y)
⇔

{
F1(x; y) + F2(x; y) = Φ1(x; y) + Φ2(x; y),

F2(x; y) = Φ2(x; y);

4.

{
F1(x; y) = Φ1(x; y),

F2(x; y) = Φ2(x; y)
⇔

{
F1(x; y)− F2(x; y) = Φ1(x; y)− Φ2(x; y),

F1(x; y) = Φ1(x; y);

5.

{
F1(x; y) = Φ1(x; y),

F2(x; y) = Φ2(x; y)
⇔

{
F1(x; y)− F2(x; y) = Φ1(x; y)− Φ2(x; y),

F2(x; y) = Φ2(x; y);

6.

{
F1(x; y) = Φ1(x; y),

F2(x; y) = Φ2(x; y)
⇔

{
F1(x; y) + F2(x; y) = Φ1(x; y) + Φ2(x; y),

F1(x; y)− F2(x; y) = Φ1(x; y)− Φ2(x; y).

7 . Якщо до множини розв’язкiв рiвняння F2(x; y) = Φ2(x; y) не входять
такi пари (x; y) , при яких F2(x; y) = Φ2(x; y) = 0 , то:{

F1(x; y) = Φ1(x; y),

F2(x; y) = Φ2(x; y)
⇔

{
F1(x; y) · F2(x; y) = Φ1(x; y) · Φ2(x; y),

F1(x; y) = Φ1(x; y);{
F1(x; y) = Φ1(x; y),

F2(x; y) = Φ2(x; y)
⇔


F1(x; y)

F2(x; y)
=

Φ1(x; y)

Φ2(x; y)
,

F1(x; y) = Φ1(x; y).

Зауваження. При розв’язаннi систем з трьома невiдомими часто вико-
ристовують рiвностi:

x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2 − 2(xy + yz + xz),

x3 + y3 + z3 = (x+ y + z)3 + 3xyz − 3(x+ y + z)(xy + yz + xz).
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