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ВIД АВТОРIВ

«Якщо ви хочете навчитися плавати, то смiливо заходьте

у воду, а якщо хочете навчитися розв’язувати задачi, то

розв’язуйте їх!.»

Д. Пойа1

Даний посiбник є тринадцятим випуском серiї «ВИКЛАДАЧI ДДПУ
– УЧНЯМ, СТУДЕНТАМ, ВЧИТЕЛЯМ» заснованої у 2008 роцi. Посiбник
мiстить розв’язання задач II етапу (районного) Всеукраїнської учнiвської
олiмпiади з математики, який проводився 22 листопада 2014 року вiдповiдно
до наказу Мiнiстерства освiти i науки України вiд 08.08.2014 року № 918
«Про проведення Всеукраїнських учнiвських олiмпiад i турнiрiв у 2014/2015
навчальному роцi».

Як i в попереднiх випусках для бiльшостi задач олiмпiади пропонує-
ться кiлька способiв розв’язання, обсяг викладок яких iнколи суттєво вiд-
рiзняється. Такий пiдхiд нi в якому разi не передбачає оцiнки доцiльностi
або порiвняння того чи iншого iз запропонованих методiв. Навпаки, оскiль-
ки кожна олiмпiадна задача є, в певному розумiннi, унiкальною i вимагає
особливого ставлення, то головна мета авторiв посiбника — «донести» до
вчителiв i учнiв якомога бiльше корисних математичних iдей i принципiв
та показати їх застосування.

1Пойа Д. Математическое открытие. М., 1970. 452 с.
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ВIД АВТОРIВ 5

Нагадаємо, що принципами в математицi називають деякi простi, май-
же очевиднi, твердження, аксiоми або методи, якi використовуються в до-
веденнях математичних теорем. Дуже часто учнi зустрiчаються з ними при
розв’язуваннi олiмпiадних задач з математики. Перш за все учнi, якi бе-
руть участь в олiмпiадах, повиннi володiти значною кiлькiстю принципiв.
Нажаль шкiльна програма не передбачає знайомства з бiльшiстю iз них. З
основними математичними принципами можна ознайомитись у наведенiй
лiтературi, зокрема в [13]2.

У посiбнику до окремих задач наводяться «доповнення», сенс яких
полягає:
у формулюваннi двоїстої або схожої задачi,
або ж в узагальненнi запропонованої задачi.

На думку авторiв такi доповнення повиннi активiзувати i зацiкавити
учнiв при пiдготовцi до майбутнiх олiмпiад.

Колектив авторiв посiбника та керiвництво фiзико-математичного фа-
культету державного вищого навчального закладу «Донбаський держав-
ний педагогiчний унiверситет» висловлює щиру подяку всiм вчителям мi-
ста Слов’янськ, якi беруть участь в органiзацiї та проведеннi як учнiвських
олiмпiад з математики, так i семiнарiв, присвячених аналiзу їх результатiв.

Маємо надiю, що представлений посiбник буде корисним керiвникам
математичних гурткiв та їх зацiкавленим учням, стане для багатьох з них
поштовхом до бiльш змiстовних мiркувань i буде спонукати до системати-
чного ознайомлення з тим чи iншим роздiлом математики.

Вчiться творчому пошуку в процесi розв’язування задач!

Iз найщирiшими побажаннями, викладачi кафедри геометрiї та методики
викладання математики фiзико-математичного факультету Державного ви-
щого навчального закладу «Донбаський державний педагогiчний унiверси-
тет».

14.01.2015

2Сарана О.А. Математичнi олiмпiади: просте i складне поруч: Навч. посiбн. – К.: А.С.К., 2005. – 344с.



ЧАСТИНА I.
УМОВИ ЗАДАЧ

6 клас

1. (1 бал) З одного пункту одночасно у протилежних напрямках виру-
шили два потяги. Через 4 години пiсля виїзду мiж ними була вiдстань
у 476 км. Знайдiть швидкiсть кожного потягу, якщо у одного з них
вона на 5 км/год бiльша, нiж у iншого.

2. (1 бал) Великий квадрат розрiзали на однаковi маленькi квадратики.
Потiм перелiчили усi маленькi квадратики, якi дотикаються до контуру
великого квадрату. Їх виявилось 44 . На скiльки маленьких квадратикiв
було розрiзано великий квадрат?

3. (3 бали) Тридцять три богатиря стали у ряд так, що кожен з тих,
хто стоїть на парному мiсцi, на 8 см нижче попереднього, й на 3 см
нижче наступного. На скiльки сантиметрiв перший богатир вище за
останнього?

4. (3 бали) Дев’ять однакових тiстечок коштують менше, нiж 10 гри-
вень, а десять таких самих тiстечок коштують бiльше, нiж 11 гривень.
Скiльки коштує одне таке тiстечко?

5. (4 бали) На математичнiй олiмпiадi учасникам було запропоновано 10

задач. За кожну правильно розв’язану задачу нараховували 5 балiв, а
за кожну нерозв’язану чи розв’язану невiрно – знiмали 3 бали. Один
учасник отримав 34 бали. Скiльки задач вiн розв’язав правильно?
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Умови задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2014 7

7 клас

1. (1 бал) Цiна книги була спочатку знижена на 15% , а потiм ще зни-
жена на 4 грн. Пiсля двох знижок книга коштує 30 грн. Скiльки ко-
штувала книга спочатку?

2. (1 бал) На рисунку 1 зображена вежа, яка складається з квадрату,
прямокутника й рiвностороннього трикутника. Вiдомо, що периметри
всiх трьох фiгур рiвнi. Сторона квадрату – 9 см. Знайти ширину пря-
мокутника.

 

Рис. 1: до задачi 2

3. (3 бали) Середнє арифметичне десяти рiзних натуральних чисел до-
рiвнює 10 . Яке найбiльше можливе значення може приймати найбiль-
ше з цих чисел?

4. (3 бали) Старший брат йде вiд дому до школи 12 хвилин, а молодший
– 16 хвилин. Скiльки хвилин потрiбно старшому брату, щоб наздогнати
молодшого, якщо той вийшов на одну хвилину ранiше?

5. (4 бали) Є три числа. Вiдомо, що добуток першого числа та другого
закiнчується нулем, а добуток першого числа та третього й добуток
другого числа та третього не закiнчуються нулем. Чи може сума всiх
трьох чисел закiнчуватися на 3 ?

8 клас

1. (1 бал) Вiдомо, що ac+ad+ bc+ bd = 68 та c+d = 4 . Чому дорiвнює
a+ b+ c+ d ?



8 ЧАСТИНА I. УМОВИ ЗАДАЧ

2. (1 бал) Хлопчик записує на дошцi одне за одним числа. Кожне число,
починаючи з третього, дорiвнює сумi двох попереднiх. Вiдомо, що че-
тверте число дорiвнює 6 , а шосте – дорiвнює 15 . Чому дорiвнює сьоме
число?

3. (3 бали) Для нумерацiї сторiнок задачника знадобилося 1224 цифри.
Скiльки сторiнок у книзi? Нумерацiя починається з першої сторiнки.

4. (3 бали) У трикутнику ABC AC = 1 см, AB = 2 см, O — точка
перетину бiсектрис. Вiдрiзок, який проходить через точку O i є пара-
лельним до сторони BC , перетинає сторони AC i AB у точках K та
M вiдповiдно. Знайдiть периметр трикутника AKM .

5. (4 бали) Трицифрове число дiлиться на 9 без остачi. Коли це число
подiлили на 9 , у частцi одержали нове число, у якому сума цифр на 9

менша за суму цифр даного числа. Скiльки трицифрових чисел мають
таку властивiсть?

9 клас

1. (1 бал) Розв’язати рiвняння: |1− 2x| = 2x− 1 .
2. (1 бал) Менша основа прямокутної трапецiї дорiвнює 9 см, бiльша

дiагональ — 17 см, а висота — 8 см. Знайти периметр трапецiї.
3. (3 бали) Поливальна машина рухається зi сталою швидкiстю. Кожну

хвилину з неї виливається одна й та сама кiлькiсть води. Якщо збiль-
шити швидкiсть руху вдвiчi, а швидкiсть виливання води збiльшити
втричi, то води у машинi вистачить на те, щоб полити 4 км дороги.
Скiльки кiлометрiв дороги вдасться полити, якщо початкову швидкiсть
руху збiльшити втричi, а початкову швидкiсть виливання води збiль-
шити вдвiчi?

4. (3 бали) Нехай x1 та x2 — коренi рiвняння x2 − 2x − 1 = 0 . Не

розв’язуючи рiвняння, знайти значення виразу
1

2x1 + 3x2
+

1

2x2 + 3x1
.

5. (4 бали) На дошцi записали десять послiдовних натуральних чисел.
Потiм одне з них стерли, а тi дев’ять чисел, що залишилися, додали. Їх
сума дорiвнює 2015 . Яке число витерли з дошки?



Умови задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2014 9

10 клас

1. (1 бал) Розв’язати нерiвнiсть:
x− 3

1− x
> 1 .

2. (1 бал) Знайдiть усi пари натуральних чисел (x, y) , для яких викону-
ється рiвнiсть 2x2 + y2 = 2xy + 4x .

3. (3 бали) Точки A,B,C,D — сусiднi вершини правильного многоку-
тника (саме у такiй послiдовностi). Вiдомо, що ∠ACD = 1200 . Скiльки
сторiн у цього многокутника?

4. (3 бали) Чи можна числа 1, 2, ..., 20 розмiстити у вершинах та сере-
динах ребер кубу так, щоб кожне число, яке стоїть по серединi ребра,
дорiвнювало середньому арифметичному чисел, якi стоять на кiнцях
цього ребра?

5. (4 бали) Парабола на координатнiй площинi має назву «красива»,
якщо її вершина та двi точки перетину з вiссю абсцис утворюють рiв-
ностороннiй трикутник. Довести, що дискримiнанти квадратних три-
членiв, у яких графiками є «красивi» параболи, рiвнi. Знайти значення
цих дискримiнантiв.

11 клас

1. (1 бал) Розв’язати нерiвнiсть:
(
x2 − x− 6

)
·
√
x− 1 > 0 .

2. (1 бал) Розв’язати рiвняння: cos(3πx) + x2 − 6x+ 10 = 0 .

3. (3 бали) При яких значеннях параметра a рiвняння
x− 1

|x− 1|
x = a має

лише один розв’язок?

4. (3 бали) Дана функцiя f(x) =


2x+ 1, якщо x < 3,

3x− 3, якщо 3 6 x < 10,

14− x, якщо 10 6 x.

Знайдiть значення f(f(...f(2)...))︸ ︷︷ ︸
2014

(знак функцiї застосовується 2014

разiв).
5. (4 бали) Довжини сторiн трикутника утворюють арифметичну про-

гресiю з рiзницею, яка не дорiвнює нулю. Доведiть, що лише один кут
цього трикутника бiльший за 600 .



ЧАСТИНА II.
ВIДПОВIДI ДО ЗАДАЧ

6 клас

1. Вiдповiдь: 57; 62.

2. Вiдповiдь: 144.

3. Вiдповiдь: 80.

4. Вiдповiдь: 111 (1,11).

5. Вiдповiдь: 8.

7 клас

1. Вiдповiдь: 40.

2. Вiдповiдь: 6.

3. Вiдповiдь: 55.

4. Вiдповiдь: 3.

5. Вiдповiдь: Нi.

8 клас

1. Вiдповiдь: 21.

2. Вiдповiдь: 24.

3. Вiдповiдь: 444.
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Вiдповiдi до задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2014 11

4. Вiдповiдь: 3.

5. Вiдповiдь: 5.

9 клас

1. Вiдповiдь: x ∈
[
1

2
;+∞

)
.

2. Вiдповiдь: 42 .

3. Вiдповiдь: 9 .

4. Вiдповiдь:
10

23
.

5. Вiдповiдь: 220 .

10 клас

1. Вiдповiдь: x ∈ (1; 2] .

2. Вiдповiдь: (2; 4) , (4; 4) .

3. Вiдповiдь: 9 .

4. Вiдповiдь: Нi, не може; задача на доведення.

5. Вiдповiдь: 12 .

11 клас

1. Вiдповiдь: x ∈ {1} ∪ [3; +∞) .

2. Вiдповiдь: x = 3 .

3. Вiдповiдь: a ∈ (−1; 1] .

4. Вiдповiдь: 12 .

5. – задача на доведення.



ЧАСТИНА III.
РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ

6 клас
Задача 1.

I спосiб

Нехай швидкiсть одного з потягiв становить x км/год, тодi швидкiсть
другого — (x+ 5) км/год.

За 4 години руху перший потяг подалав x ·4 км, а другий — (x+5) ·4
км. Таким чином, через 4 години пiсля одночасного виїзду потягiв з
одного пункту у протилежних напрямках, вiдстань мiж ними становила
x · 4 + (x+ 5) · 4 км.

З iншого боку, за умовою сказано, через 4 години пiсля виїзду потягiв
вiдстань мiж ними була 476 км. Звiдки маємо рiвняння

x · 4 + (x+ 5) · 4 = 476.

Звiдки

8x+ 20 = 476, 8x = 476− 20, 8x = 456, x = 456 : 8, x = 57.

Розв’язавши рiвняння одержали, що x = 57 . Тому, згiдно введених по-
значень, швидкiсть одного з потягiв становила 57 км/год, а другого —
57 + 5 = 62 км/год.

12
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II спосiб

За умовою сказано, що через 4 години пiсля одночасного виїзду потя-
гiв вiдстань мiж ними була 476 км. Тому «швидкiсть вiддалення» потягiв
(сума їх швидкостей) дорiвнює 476 : 4 = 119 км/год. Оскiльки швидкiсть
одного з них на 5 бiльша за швидкiсть iншого, а їх сума дорiвнює 119, то,
позначивши через x швидкiсть повiльнiшого з них, а через (x+5) — швид-
шого з них, одержимо рiвняння x+ x+ 5 = 119 , звiдки 2x = 114 , x = 57 .

Таким чином, швидкiсть швидшого з потягiв дорiвнює 62 км/год, а
повiльнiшого з них — 57 км/год.

Вiдповiдь: 57 ; 62 .

Задача 2.

I спосiб3

 

Рис. 2: до першого способу розв’язання задачi 2

Розiб’ємо контур великого квадрата за допомогою 4 однакових сму-
жок — прямокутники шириною в один маленький квадрат так, як показано
на рисунку. Тодi в кожнiй такiй смужцi мiститься точно 44 : 4 = 11 ма-
леньких квадратiв. Тому розмiри великого квадрата становлять 12×12 (12
рядкiв, в кожному з яких по 12 маленьких квадратiв, або, що теж саме —
12 стовпчикiв, у кожному з яких 12 маленьких квадратiв). Таким чином
великий квадрат розрiзали на 12 · 12 = 144 маленьких квадратiв.

3заснований на iдеї, запропонованiй укладачами-авторами — вiдповiдальними за добiр задач до олiмпiади
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II спосiб

 

Рис. 3: до другого способу розв’язання задачi 2

Серед 44 маленьких квадратiв (що дотикаються до контуру велико-
го квадрата) є 4 «кутовi» квадрати, якi дотикаються до контуру великого
квадрата двома своїми сторонами. Решта 40 = 44 − 4 квадратiв дотика-
ються до контуру великого квадрата лише однiєю стороною. Причому до
кожної з 4 сторiн великого квадрата дотикається однакове число 10 = 40 : 4

«не кутових» маленьких квадратiв. Таким чином, кожна зi сторiн великого
квадрата мiстить 10 сторiн «не кутових» та 2 сторони «кутових» малень-
ких квадратiв. I тому розмiри великого квадрата становлять 12 × 12 (12
рядкiв, в кожному з яких по 12 маленьких квадратiв, або, що теж саме, —
12 стовпчикiв, у кожному з яких 12 маленьких квадратiв). Отже, великий
квадрат розрiзали на 12 · 12 = 144 маленьких квадратiв.

Вiдповiдь: 144.

ДОПОВНЕННЯ 1 до задачi 2.

Великий квадрат розрiзали на однаковi маленькi квадрати. Потiм перера-
хували усi маленькi квадрати, якi дотикаються до контуру великого ква-
драту. Їх виявилось 4 · n + 4 (n — будь-яке натуральне число). Доведiть,
що великий квадрат було розрiзано на (n+2) ·(n+2) маленьких квадратiв.
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ДОПОВНЕННЯ 2 до задачi 2.

?! Великий правильний трикутник4 розрiзали на однаковi маленькi пра-
вильнi трикутники. Потiм перелiчили усi маленькi правильнi трикутники,
якi дотикаються до контуру великого трикутника. Їх виявилось 36 . На
скiльки маленьких правильних трикутникiв було розрiзано великий пра-
вильний трикутник?

 

 

 

 

Задача 3.

За умовою тридцять три богатиря стали у ряд так, що кожен з тих,
хто стоїть на парному мiсцi, на 8 см нижче попереднього, та на 3 см нижче
наступного. Тому рiзниця у зростi мiж сусiднiми богатирями, якi стоять на
мiсцях з непарними номерами становить 5 см.

Серед 33 богатирiв 16 стоять на мiсцях з парними номерами та 17

— на мiсцях з непарними номерами. Причому серед зазначених 17 -ти з
непарними номерами: найвищий — на першому, найнижчiй — останнiй, на
33 мiсцi.

Оскiльки 17 богатирiв, що стоять на мiсцях з непарними номерами,
утворюють 16 «пар сусiдiв», а рiзниця у зростi мiж кожною парою «сусi-
дiв» становить 5 см, то рiзниця у зростi мiж першим i останнiм (33 -iм)
богатирями становить 16 · 5 = 80 см.

Таким чином, перший богатир вищий за останнього на 80 см.

Вiдповiдь: 80 .
4якщо у трикутника довжини сторiн є рiвними, то такий трикутник називають правильним; у правильного

трикутника всi кути є рiвними
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Задача 4.

Нехай x — вартiсть одного тiстечка в копiйках.
Оскiльки дев’ять однакових тiстечок коштують менше, нiж 10 гри-

вень (10 · 100 = 1000 копiйок), то має мiсце нерiвнiсть
9x < 1000 , звiдки x < (999 + 1) : 9 , x < 111 + 1

9 .
Оскiльки десять таких самих тiстечок коштують бiльше, нiж 11 гри-

вень (11 · 100 = 1100 копiйок), то має мiсце нерiвнiсть
10x > 1100 , звiдки x > 110 .

Оскiльки мiж числами 110 i 111+ 1
9 мiститься лише одне натуральне

число 111, то вартiсть одного такого тiстечка становить 111 копiйок або, що
теж саме, 1 гривня 11 копiйок.

Вiдповiдь: 1,11.

Задача 5.

I спосiб

Нехай учасник правильно розв’язав x iз 10 запропонованих задач.
Тодi загальне число нерозв’язаних або неправильно розв’язаних ним задач
становить 10− x .

За кожну з x (правильно) розв’язаних задач учаснику було нарахо-
вано по 5 балiв. Тому учаснику всього було нараховано 5 · x балiв.

За кожну з (10−x) нерозв’язаних або неправильно розв’язаних задач
учаснику бали не нараховувалися, а навпаки — знiмали по 3 бали за кожну
з них. Отже, за всi такi задачi з учасника було знято 3 · (10− x) = 30− 3x

балiв. За умовою учасник отримав 34 бали, i тому має мiсце рiвняння
5x− (30− 3x) = 34, звiдки

5x− 30 + 3x = 34 , 8x− 30 = 34 , 8x = 64 , x = 64 : 8 , x = 8 .
Розв’язавши рiвняння одержали, що x = 8 . Тому, згiдно введених

позначень, учасник правильно розв’язав точно 8 задач.

?! Яку найменшу кiлькiсть балiв може бути нараховано учаснику за
результатами перевiрки (саме такого оцiнювання) його роботи?
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II спосiб

З урахуванням умови задачi, нарахування балiв за виконання задач
олiмпiади вiдбувається за наступними правилами:

якщо учасник правильно розв’яже всi 10 iз запропонованих задач,
то йому нарахують точно 10 · 5 = 50 балiв;

якщо учасник правильно розв’яже лише 9 iз запропонованих задач,
то йому нарахують точно 9 · 5− 1 · 3 = 45− 3 = 42 бали;

якщо учасник правильно розв’яже лише 8 iз запропонованих задач,
то йому нарахують точно 8 · 5− 2 · 3 = 40− 6 = 34 бали;

якщо учасник правильно розв’яже лише 7 iз запропонованих задач,
то йому нарахують точно 7 · 5− 3 · 3 = 35− 9 = 26 балiв;

якщо учасник правильно розв’яже лише 6 iз запропонованих задач,
то йому нарахують точно 6 · 5− 4 · 3 = 30− 12 = 18 балiв;

якщо учасник правильно розв’яже лише 5 iз запропонованих задач,
то йому нарахують точно 5 · 5− 5 · 3 = 25− 15 = 10 балiв,

i так далi.
Таким чином, учасник правильно розв’язав точно 8 задач.

III спосiб5

Якби учасник розв’язав правильно всi 10 задач, то вiн одержав би 50 (ма-
ксимально можливих) балiв.

Якщо в роботi учасника є нерозв’язанi (вiдсутнi у роботi) або непра-
вильно розв’язанi задачi, то за кожну таку задачу не нараховуються (знiма-
ються за замовчуванням передбаченi) 5 балiв та ще знiмаються («штрафнi»)
3 бали. Тобто, на кожнiй нерозв’язанiй або неправильно розв’язанiй задачi
втрата становить 8 балiв.

Оскiльки учасник недобрав до максимального результату 50−34 = 16

балiв, то точно двi (16 : 8 = 2 ) задачi йому не зарахували.
Отже, учасник правильно розв’язав точно 8 задач.

Вiдповiдь: 8.

5заснований на iдеї, запропонованiй укладачами-авторами — вiдповiдальними за добiр задач до олiмпiади
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7 клас
Задача 1.

I спосiб

Нехай x — початкова вартiсть книги (у гривнях). Тодi пiсля (першо-
го) зниження її вартостi на 15% цiна книги складала x − 0, 15x = 0, 85x

гривень, а пiсля (другої) знижки на 4 гривнi остаточна цiна книги станови-
ла (0, 85x−4) гривень або ж (за умовою) 30 гривень. Тому маємо рiвняння

0, 85x− 4 = 30,

звiдки:
0, 85x = 30 + 4 ; 0, 85x = 34 ; 85x = 3400 ; x = 3400 : 85 ; x = 40 .

Розв’язавши рiвняння одержали, що x = 40 . Тому, згiдно введених
позначень, початкова цiна книги становила 40 гривень.

Отже, спочатку книга коштувала 40 гривень.

II спосiб

За умовою — пiсля другої знижки на 4 гривнi книга стала коштува-
ти 30 гривень. Але ж тодi, перед другою знижкою (пiсля першої знижки)
вартiсть книжки становила 34 гривнi.

Оскiльки знижка початкової вартостi книги вiдбулась на 15% , то 34
гривнi становить 85% початкової вартостi книги. Тому початкову цiну книги
можна знайти наслiдуючи «правило знаходження числа за його вiдсотком».
А саме

34 · 100
85

= 2 · 17 · 5 · 20
17 · 5

= 40.

Отже, початкова цiна книги становила 40 гривень.

Вiдповiдь: 40 .

?! На скiльки вiдсоткiв кiнцева вартiсть книжки менша за її початкову
вартiсть?

?! На скiльки вiдсоткiв початкова вартiсть книжки бiльша за її кiнцеву
вартiсть?
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А чи звертали Ви увагу?
1) Для збiльшення величини a на p% достатньо a помножити на

«вiдповiдний коефiцiент» – число
(
1 + p

100

)
.

2) Для зменшення величини b на q% достатньо b помножити на
«вiдповiдний коефiцiент» – число

(
1− q

100

)
.

Задача 2.

 

Рис. 4: до задачi 2

За умовою сторона квадрата дорiвнює 9 см, тому його периметр до-
рiвнює 9 · 4 = 36 см. Оскiльки периметри всiх трьох фiгур є рiвними, то
периметр трикутника також дорiвнює 36 см, i тому сторона трикутника
дорiвнює 36 : 3 = 12 см.

Але ж тодi довжина прямокутника також дорiвнює 12 см. Оскiльки
периметр прямокутника дорiвнює 36 см а його довжина — 12 см, то ширину
x прямокутника можна знайти за допомогою спiввiдношення

x = (36− 2 · 12) : 2,

звiдки x = (36− 24) : 2 = 12 : 2 = 6 .
Таким чином, невiдома сторона прямокутника дорiвнює 6 см.

Вiдповiдь: 6.

?! Чому дорiвнює периметр фiгури («неопуклого дев’ятикутника»), яка
обмежує (є границею) три данi фiгури (трикутник, прямокутник i
квадрат)?
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Задача 3.

Оскiльки середнє арифметичне десяти натуральних чисел дорiвнює
10 , то (як наслiдок з визначення «середнього арифметичного»6) їх сума
становить 10 · 10 = 100 .

За умовою вiдомо, що цi числа є рiзними. Тому їх можна впорядкувати
за зростанням: вiд найменшого – «першого» до найбiльшого – «останнього»
(десятого).

Найбiльше (десяте) з цих натуральних чисел буде приймати макси-
мально можливе значення лише за умов, коли сума iнших дев’яти чисел
буде найменшою.

Сума рiзних натуральних чисел прийматиме своє мiнiмальне значення
лише за умов, коли цi числа є першими дев’ятьма натуральними числами:
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Не важко перевiрити, що їх сума (сума перших дев’яти
натуральних чисел) дорiвнює 45.

Таким чином, максимально можливе значення найбiльшого з таких
натуральних чисел дорiвнює 100− 45 = 55 .

Вiдповiдь: 55.

Задача 4.

I спосiб

Нехай S — вiдстань вiд школи до дому (в метрах). Тодi:
1) оскiльки старший брат долає вiдстань вiд школи до дому за 12

хвилин, то його швидкiсть дорiвнює v1 =
S
12 м/хв;

2) оскiльки молодший брат долає вiдстань вiд школи до дому за 16
хвилин, то його швидкiсть дорiвнює v2 =

S
16 м/хв.

Нехай далi t0 — час (у хвилинах), який потрiбно старшому брату,
щоб наздогнати молодшого. Тодi очевидно, що за цей час старший з братiв
подолає вiдстань S0 = v1 · t0 = S

12 · t0 . Але ж таку саму вiдстань S0 подолає
i молодший брат (у момент, коли старший його наздожене).

6середнiм арифметичним декiлькох чисел називають вiдношення їх суми до числа доданкiв
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Проте, оскiльки менший брат вийшов на 1 хвилину ранiше за старшо-
го, то вiн був у дорозi (до моменту, коли старший його наздожене) точно
(t0 + 1) хвилин, за якi вiн подолав вiдстань S0 = v2 · (t0 + 1) = S

16 · (t0 + 1) .
Таким чином, маємо рiвняння з невiдомим t0

S

12
· t0 =

S

16
· (t0 + 1) ⇔ 1

12
· t0 =

1

16
· (t0 + 1),

звiдки
16 · t0 = 12 · (t0 + 1) , 4 · t0 = 3 · (t0 + 1) , 4t0 = 3t0 + 3 , t0 = 3 .

Розв’язавши рiвняння одержали, що t0 = 3 . Тому, згiдно введених
позначень, старшому брату, щоб наздогнати молодшого, знадобиться точно
3 хвилини.

II спосiб7

Оскiльки старший брат долає вiдстань вiд дому до школи за 12 хви-
лин, а молодший — за 16 хвилин, то за 1 хвилину старший брат проходить
1
12 частину вiдстанi вiд дому до школи, а молодший брат — 1

16 частину.
Через 1 хвилину молодший брат був вiд дому на вiдстанi 1

16 частини
всього шляху, пiсля чого (за умовою) його почав наздоганяти старший брат.

За кожну хвилину (до моменту коли старший наздожене молодшо-
го) вiдстань мiж братами скорочується на 1

12 −
1
16 = 1·4−1·3

48 = 1
48 частину

шляху. А оскiльки початкова вiдстань мiж ними (в момент, коли старший
брат почав наздоганяти молодшого) становила 1

16 частини всього шляху,
то старший брат наздожене молодшого через 1

16 :
1
48 =

1
16 ·

48
1 = 3 хвилини.

Вiдповiдь: 3.

?! 1) Наскiльки хвилин ранiше повинен вийти з дому молодший брат,
щоб старший наздогнав його на чверть-дорозi вiд дому?
2) Наскiльки хвилин ранiше повинен вийти з дому молодший брат, щоб
старший наздогнав його на пiвдорозi до школи?
3) Наскiльки хвилин ранiше повинен вийти з дому молодший брат, щоб
старший наздогнав його на чверть-дорозi до школи?

7заснований на iдеї, запропонованiй укладачами-авторами — вiдповiдальними за добiр задач до олiмпiади
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ДОПОВНЕННЯ до задачi 4.
1) Якщо з одного пункту в протилежних напрямках (вздовж прямої)

одночасно вирушили два об’єкти руху зi швидкостями v1 i v2 , то:
1.1) через час t0 вiдстань мiж ними буде становити S0 = t0 · (v1 + v2) ;
1.2) вiдстань S0 мiж ними буде становити саме через час t0 =

S0

v1+v2
.

В цьому випадку величину (v1 + v2) називають «швидкiстю вiддалення»
об’єктiв руху.

2) Якщо з пунктiв P1 i P2 , вiдстань мiж якими дорiвнює S , назу-
стрiч один одному (вздовж прямої) одночасно вирушили два об’єкти руху
зi швидкостями v1 i v2 вiдповiдно, то:
2.1) їх зустрiч вiдбудеться через час t0 =

S
v1+v2

;
В цьому випадку величину (v1 + v2) називають «швидкiстю зближення»
об’єктiв руху.
2.2) їх зустрiч вiдбудеться на вiдстанi S1 = S·v1

v1+v2
вiд пункту P1 або, що

теж саме, на вiдстанi S2 =
S·v2
v1+v2

вiд пункту P2 ;
2.3) через час t′ = 2S

v1+v2
вiдстань мiж ними знов буде дорiвнювати S .

3) Якщо з пункту A (вздовж прямої) вирушив перший об’єкт руху
зi швидкiстю v1 , а через певний промiжок часу T0 слiд за ним вирушив
другий об’єкт руху зi швидкiстю v2 > v1 , то:
3.1) другому, щоб наздогнати першого, знадобиться час t0 =

T0·v1
v2−v1

;
3.2) їх «зустрiч» (в момент коли другий наздожене першого) вiдбудеться
на вiдстанi S0 =

T0·v1·v2
v2−v1

вiд пункту A .
В цьому випадку величину (v2 − v1) називають «швидкiстю наздогнання»
швидшим об’єктом руху повiльнiшого.

4) Якщо з пунктiв P1 i P2 , вiдстань мiж якими дорiвнює S , в одно-
му напрямку (вздовж прямої вiд P2 до P1 ) одночасно вирушили два об’єкти
руху зi швидкостями v1 i v2 (v2 > v1) , то:
4.1) швидший (який вирушив з пункту P2 ) наздожене повiльнiшого (який
вирушив з пункту P1 ) через час t0 =

S
v2−v1

;
4.2) їх «зустрiч» (в момент коли швидший наздожене повiльнiшого) вiд-
будеться на вiдстанi S1 =

S·v1
v2−v1

вiд пункту P1 або, що теж саме, на вiдстанi
S2 =

S·v2
v2−v1

= S + S1 вiд пункту P2 .
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Задача 5.

Заради визначеностi, позначимо перше, друге та третє число, як a , b
i c вiдповiдно. Оскiльки добуток (a · b) закiнчується нулем, то можливими
є лише наступнi три випадки:
1) хоча б одне з чисел a , b закiнчується цифрою 0,
2) число b закiнчується цифрою 5, а число a – парною цифрою, вiдмiнною
вiд 0,
3) число a закiнчується цифрою 5, а число b – парною цифрою, вiдмiнною
вiд 0.

Якщо припустити, що хоча б одне з чисел a або b закiнчується ци-
фрою 0, то хоча б один з добуткiв a · c або b · c буде закiнчуватися цифрою
0, що є протирiччям до умови задачi.

Якщо припустити, що число b закiнчується цифрою 5, а число a –
парною цифрою (вiдмiнною вiд 0), то, з урахуванням умови про те, що
жоден з добуткiв a · c i b · c не закiнчуються нулем, число c не може закiн-
чуватися цифрою 5 або парною цифрою; тобто, число c може закiнчуватися
лише 1, 3, 7 або 9. Але ж тодi сума (b + c) буде закiнчуватися парною ци-
фрою (як сума непарних чисел), i тому сума a + b + c = a + (b + c) буде
закiнчуватися парною цифрою (як сума двох парних чисел). Отже, сума
(a+ b+ c) не може закiнчуватися непарною цифрою, зокрема цифрою 3.

Якщо припустити, що число a закiнчується цифрою 5, а число b –
парною цифрою (вiдмiнною вiд 0), то, з урахуванням умови про те, що
жоден з добуткiв a · c i b · c не закiнчуються нулем, число c не може закiн-
чуватися парною цифрою або цифрою 5; тобто, число c може закiнчуватися
лише 1, 3, 7 або 9. Але ж тодi сума (a+ c) буде закiнчуватися парною ци-
фрою (як сума непарних чисел), i тому сума a + b + c = b + (a + c) буде
закiнчуватися парною цифрою (як сума двох парних чисел). Отже, сума
(a+ b+ c) не може закiнчуватися непарною цифрою, зокрема цифрою 3.

Отже, сума трьох даних чисел не може закiнчуватися цифрою 3 .

Вiдповiдь: Нi.
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8 клас
Задача 1.

I спосiб — «за допомогою групування»

Перетворимо лiву частину даної рiвностi ac+ ad+ bc+ bd = 68 :

ac+ ad+ bc+ bd = a(c+ d) + b(c+ d) = (c+ d)(a+ b).

Отже, дану за умовою рiвнiсть можна подати у виглядi

(c+ d)(a+ b) = 68.

За умовою c+ d = 4 , тому останню рiвнiсть можна подати у виглядi

4 · (a+ b) = 68,

звiдки
a+ b = 68 : 4 = 17.

Таким чином a+ b+ c+ d = (a+ b) + (c+ d) = 17 + 4 = 21 .

II спосiб — «за допомогою пiдстановки»

За умовою c + d = 4 , звiдки c = 4 − d . Тому лiву частину даної
рiвностi ac+ ad+ bc+ bd = 68 можна подати у виглядi

ac+ ad+ bc+ bd = a(4− d) + ad+ b(4− d) + bd =

= 4a− ad+ ad+ 4b− bd+ bd = 4a+ 4b = 4(a+ b).

Звiдки 4 · (a+ b) = 68 , a+ b = 68 : 4 = 17 .
I тому a+ b+ c+ d = (a+ b) + (c+ d) = 17 + 4 = 21 .

Вiдповiдь: 21.

ДОПОВНЕННЯ до задачi 1.

?! Чому дорiвнює ab+ cd ?
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Задача 2.

За умовою маємо числову послiдовнiсть cj ( j = 1, 2, ... ), в якiй кожен
член, починаючи з третього, дорiвнює сумi двох попереднiх. Нехай перший
член дорiвнює a , а другий — b . Тодi члени cj такої послiдовностi чисел
можна подати у виглядi:

c1 = a ,
c2 = b ,
c3 = c1 + c2 = 1a+ 1b ,
c4 = c2 + c3 = 1a+ 2b ,
c5 = c3 + c4 = 2a+ 3b ,
c6 = c4 + c5 = 3a+ 5b ,
c7 = c5 + c6 = 5a+ 8b .
...

За умовою c4 = 6 , c6 = 15 . Тому невiдомi a i b можна знайти як
розв’язок системи {

a+ 2b = 6

3a+ 5b = 15.

Звiдки {
3a+ 6b = 18

3a+ 5b = 15,

{
a = 0

b = 3.

Таким чином c7 = 5a+ 8b = 5 · 0 + 8 · 3 = 24.

Вiдповiдь: 24.

А чи звернули Ви увагу?
Кожна така послiдовнiсть має наступнi властивостi:

10 cn = c1 + c2 + c3 + ...+ cn−3 + cn−2 + b ;
20 c1 + c3 + c5 + ...+ c2n−1 = c2n + a− b ;
30 c2 + c4 + c6 + ...+ c2n = c2n+1 − a .

ДОПОВНЕННЯ до задачi 2.

?! Перевiрте та доведiть справедливiсть зазначених властивостей.
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Задача 3.

I спосiб

Очевидно, що для нумерацiї перших 9 сторiнок задачника (починаю-
чи з 1 -ої) знадобиться 9 цифр.

Кожна наступна сторiнка — з 10 -ої по 99 -ту включно — буде нумеру-
ватися 2 -ма цифрами. Загальне число таких сторiнок становить 9·10 = 90 .
Тому для їх нумерацiї знадобиться ще 2 · 90 = 180 цифри.

Кожна наступна сторiнка — з 100 -ої по 999 -ту — буде нумерувати-
ся 3 -ма цифрами. Оскiльки загальна кiлькiсть тризначних чисел стано-
вить 9 · 10 · 10 = 900 , то для нумерацiї 900 таких сторiнок знадобилося би
3 · 900 = 2 700 цифри.

Проте, за умовою, для нумерацiї всiх сторiнок задачника знадобилося
лише 1 224 цифри. Це означає, що остання сторiнка книги має тризначний
номер, значно менший за 999. Бiльше того, для нумерацiї сторiнок з три-
значними номерами було використано точно 1224− 9− 180 = 1035 цифри.

Останнє, в свою чергу означає, що за допомогою 1035 цифр було
занумеровано точно 1035 : 3 = 345 сторiнок з тризначними номерами.

Таким чином, книга, для нумерацiї сторiнок якої було використано
1 224 цифри, мiстить точно 9 + 90 + 345 = 444 сторiнки.

II спосiб

Очевидно, що кiлькiсть сторiнок, номери яких позначено однозначни-
ми числами (вiд 1 до 9 сторiнки) дорiвнює 9 , а двозначними числами (вiд
9 до 99 сторiнки) дорiвнює 90 . Нехай кiлькiсть сторiнок, якi позначено
тризначними числами дорiвнює x , тодi загальна кiлькiсть цифр, викори-
станих для нумерацiї сторiнок складає 9 + 180 + 3x , що за умовою задачi
дорiвнює 1224 . Тому має мiсце рiвнiсть 9+180+3x = 1224 , звiдки x = 345 .

Таким чином, книга, для нумерацiї сторiнок якої було використано
1 224 цифри, мiстить точно 9 + 90 + 345 = 444 сторiнки.

Вiдповiдь: 444.
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Задача 4.

Дано: △ABC , AC = 1 см, AB = 2 см, O — точка перетину
бiсектрис, K ∈ AC , M ∈ AB , O ∈ KM , KM ||BC .

Знайти: периметр △AKM .

I спосiб8

 

 

 

 

A  

B  C  

M  
O  

K  

Рис. 5: до першого способу розв’язання задачi 4

1) За умовою KM ||BC . Тому за властивiстю паралельних KM,BC

та сiчної CO кути KOC i OCB є рiвними, як «внутрiшнi рiзно-
стороннi». Оскiльки CO — бiсектриса кута ACB , то за визначенням
∠KCO = ∠BCO . I тому ∠KCO = ∠KOC . Отже (за ознакою рiвно-
бедреного трикутника) △ CKO є рiвнобедреним з основою CO . Звiдки
KO = KC .

2) Аналогiчно ∠CBO = ∠MOB як «внутрiшнi рiзностороннi» при
паралельних KM,BC та сiчнiй CO . Оскiльки BO — бiсектриса кута
ABC , то ∠MBO = ∠CBO . I тому ∠MBO = ∠MOB . Отже △ BMO

є рiвнобедреним з основою BO . Звiдки MO = MB .
3) Таким чином P△AKM = AK +KM + AM =

= AK + (KO +OM) + AM = AK + (KC +MB) + AM =

= (AK +KC) + (MB + AM) = AC + AB = 1 + 2 = 3.

Отже P△AKM = 3 см.
8заснований на iдеї, запропонованiй укладачами-авторами — вiдповiдальними за добiр задач до олiмпiади
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II спосiб

 

A  

B  C  

M  O  K  

'A  

Рис. 6: до другого способу розв’язання задачi 4

Нехай AA′ — бiсектриса кута A трикутника ABC . Оскiльки бiсе-
ктриси кутiв трикутника перетинаються в однiй точцi, то O ∈ AA′ .

За умовою KM ||BC . Тому трикутники AKM i ACB є подiбними за
третьою ознакою подiбностi трикутникiв. Оскiльки AO i AA′ — вiдповiднi
лiнiйнi елементи (бiсектриси вiдповiдних кутiв трикутникiв) подiбних три-
кутникiв AKM i ACB , то в якостi коефiцiєнта подiбностi цих трикутникiв
можна обрати величину k = AO

AA′ (або ж k′ = 1
k = AA′

AO ).
За властивiстю точки перетину бiсектрис трикутника має мiсце

рiвнiсть
AO

OA′ =
AC + AB

BC
,

звiдки OA′

AO = BC
AC+AB , OA′

AO + 1 = BC
AC+AB + 1 , AA′

AO = AC+AB+BC
AC+AB = P△ABC

AC+AB .

I тому коефiцiєнт подiбностi k =
AO

AA′ =
AC + AB

P△ABC
.

Але ж тодi

P△AKM = k · P△ABC =
AC + AB

P△ABC
· P△ABC = AC + AB.

Отже периметр △AKM дорiвнює AC + AB = 1 + 2 = 3 см.

Вiдповiдь: 3.

ДОПОВНЕННЯ до задачi 4.

З огляду на те, що властивiсть точки перетину бiсектрис трикутника

є недостатньо вiдомою, наведемо доведення цього твердження.
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За властивiстю основи бiсектриси кута трикутника («основа бiсектри-
си кута трикутника дiлить сторону на вiдрiзки, довжини яких пропорцiйнi
довжинам прилеглих сторiн») з трикутникiв ACA′ i ABA′ маємо наступнi
(вiдповiднi) пропорцiї: AO

OA′ =
AC
CA′ ,

AO
OA′ =

AB
BA′ , звiдки

AO

OA′ =
AC

CA′ =
AB

BA′ =
AC + AB

CA′ + A′B
=

AC + AB

CB
.

! Слiд взяти на «озброєння» наступний факт арифметики, який часто
застосовують в геометрiї: якщо

a

b
=

c

d
, то

a

b
=

c

d
=

a+ c

b+ d
.

Задача 5.

I спосiб9

Заради визначеностi позначимо шукане число як x , а частку вiд його
дiлення на 9 — y .

За умовою число x дiлиться на 9 без остачi. I тому (за ознакою по-
дiльностi натуральних чисел на число 9 ) сума S(x) його цифр також дi-
литься на 9 . Оскiльки (за умовою) сума S(y) цифр числа y менше вiд
S(x) на 9 , то S(y) також дiлиться на 9 . I тому (за ознакою подiльностi
натуральних чисел на число 9 ) число y також дiлиться на 9 . Але ж тодi
число x дiлиться на 81 без остачi.

Запишемо всi тризначнi числа x (разом iз сумою їх цифр S(x) ), що
дiляться на 81

x 162 243 324 405 486 567 648 729 810 891 972

S(x) 9 9 9 9 18 18 18 18 9 18 18

та частки y (разом iз сумою їх цифр S(y) ) вiд їх дiлення на 9 :
y 18 27 36 45 54 63 72 81 90 99 108

S(y) 9 9 9 9 9 9 9 9 9 18 9

Порiвнюючи суми цифр S(x) = S(9y) та S(y) не важко бачити, що
умову задачi задовольняють лише п’ять чисел: 486, 567, 648, 729 i 972.

Вiдповiдь: 5.
9заснований на iдеї, запропонованiй укладачами-авторами — вiдповiдальними за добiр задач до олiмпiади
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9 клас
Задача 1.

Для довiльного дiйсного a справджується рiвнiсть | − a| = |a| , тому
дане рiвняння |1− 2x| = 2x− 1 можна подати у виглядi |2x− 1| = 2x− 1 .
Розв’яжемо це рiвняння.

I спосiб

Оскiльки для довiльного дiйсного a справджується критерiй
|a| = a ⇔ a > 0, то

|2x− 1| = 2x− 1 ⇔ 2x− 1 > 0 ⇔ x > 1

2
.

II спосiб

|2x− 1| = 2x− 1 ⇔


{

2x− 1 = 2x− 1

2x− 1 > 0{
−(2x− 1) = 2x− 1

2x− 1 < 0

⇒


{

x ∈ R

x > 1
2{

2(2x− 1) = 0

2x− 1 < 0

⇒

⇒

[
x > 1

2

∅
⇒ x > 1

2
.

III спосiб

Оскiльки для довiльного дiйсного a справджуються умови |a| > 0 i
|a|2 = a2 , то мають мiсце наступнi рiвносильнi «переходи»

|2x− 1| = 2x− 1 ⇔

{
|2x− 1|2 = (2x− 1)2

2x− 1 > 0
⇔

{
(2x− 1)2 = (2x− 1)2

2x− 1 > 0
⇒

⇒

{
x ∈ R

x > 1
2

⇒ x > 1

2
.

Вiдповiдь: x ∈
[
1
2 ; +∞

)
.



9 клас 31

Задача 2.

Нехай ABCD — дана трапецiя, в якiй: BC||AD , BC < AD , BC = 9 см;
∠A = ∠B = 900 , AB = 8 см. Знайдемо периметр трапецiї.

 

A  
D  

C  B  

H  

Рис. 7: до задачi 2

1. Нехай далi CH ⊥ AD , H ∈ AD . Оскiльки BA ⊥ AD , то за
ознакою паралельних BA||CH . За умовою BC||AH i тому (за визначен-
ням) чотирикутник ABCH є паралелограмом. Звiдки CH = BA = 8 см.
Бiльше того, оскiльки кути цього паралелограма є прямими, то вiн є пря-
мокутником. I тому (за властивiстю прямокутника) AC = BH .

2. За умовою BA ⊥ AD , тому AH i AD є проекцiями похилих
BH i BD вiдповiдно. Оскiльки AH < AD , то (за властивiстю похилих)
BH < BD . А так як AC = BH , то AC < BD i тому саме BD = 17 см.

3. Розглянемо △ BAD . В ньому: ∠B = 900 , BA = 8 , BD = 17 .
Тодi за теоремою Пiфагора
AD =

√
BD2 −BA2 =

√
172 − 82 =

√
289− 64 =

√
225 = 15.

4. Оскiльки AH = BC = 9 , то, як наслiдок iз аксiоми вимiрювання
вiдрiзкiв, має мiсце рiвнiсть HD = AD − AH = 15− 9 = 6.

5. Розглянемо △ CHD . В ньому: ∠H = 900 , CH = 8 , HD = 6 .
Тому за теоремою Пiфагора
CD =

√
CH2 +HD2 =

√
82 + 62 =

√
64 + 36 =

√
100 = 10.

6. Таким чином, периметр трапецiї ABCD становить

PABCD = AB +BC + CD + AD = 9 + 8 + 10 + 15 = 42.

Вiдповiдь: 42 .
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Задача 3.

1. Введемо в розгляд основнi величини та їх позначення, що «фiгурують»
в умовi задачi:
V — об’єм води, яка мiститься в резервуарi, що передбачений конструкцiєю
поливальної машини;
u — швидкiсть, з якою вода виливається з резервуару;
v — швидкiсть, з якою рухається машина пiд час поливання дороги;
T — «робочий» час руху машини, тобто з моменту початку поливання до-
роги до моменту закiнчення води в резервуарi;

iншими словами: T — час, за який вода (загального об’єму V ) повнi-
стю виливається з резервуару;
S — довжина «робочого» шляху машини, тобто довжина шляху, який долає
машина за «робочий» час T .
2. Перш нiж приступити до безпосереднього розв’язання задачi, з’ясуємо

залежностi, що iснують мiж зазначеними вище величинами.
Слiд взяти до уваги, що час, швидкостi, шлях необхiдно розгляда-

ти виключно в контекстi «робочого часу» — з моменту початку поливання
дороги до моменту закiнчення води в резервуарi машини. Тобто рух поли-
вальної машини без поливання дороги водою взагалi не розглядається.

Але ж тодi («робочий») час руху поливальної машини спiвпадає iз
часом, за який вода об’єму V виливається iз резервуару. Тому має мiсце
рiвнiсть

T =
V

u
=

S

v
, (9.3.1)

звiдки довжину шляху S (политої водою дороги) можна визначити за фор-
мулами

S = T · v = V · v
u
, (9.3.2)

а початковий об’єм V води в резервуарi — за формулами

V = T · u = S · u
v
. (9.3.3)

3. Тепер перейдемо до безпосереднього розв’язання задачi.
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Рис. 8: «табличне представлення» змiсту задачi 3

3.1. За умовою задачi вiдомо (описано 1-ий режим роботи), що якщо
«базову» швидкiсть v руху машини збiльшити вдвiчi (v1 = 2v ), а «базову»
швидкiсть u виливання води збiльшити втричi (u1 = 3u ), то води у машинi
вистачить на те, щоб полити 4 км дороги. Тому за формулою (9.3.3) можна
визначити загальний об’єм V вилитої води

V = S1 ·
u1
v1

= 4 · 3u
2v

= 6 · u
v
. (9.3.4)

3.2. Основна вимога задачi полягає у «дослiдженнi-моделюваннi»
випадку (2-го режиму роботи), коли «базову» швидкiсть v руху машини
буде збiльшено втричi (v2 = 3v ), а «базову» швидкiсть u виливання води
— збiльшено вдвiчi (u2 = 2u ). Оскiльки умовою задачi передбачається ви-
тратити такий самий об’єм води V (який можна визначити за допомогою
(9.3.4) ), то довжину шляху S2 , який подолає машина поливаючи дорогу iз
зазначеними швидкостями v2 i u2 , можна визначити за формулою (9.3.2)

S2 = V · v2
u2

= 6
u

v
· 3v
2u

= 6 · 3
2
· u
v
· v
u
= 9. (9.3.5)

Таким чином, якщо початкову («базову») швидкiсть v руху маши-
ни збiльшити втричi, а початкову («базову») швидкiсть u виливання води
збiльшити вдвiчi, то вдасться полити 9 км дороги.

Вiдповiдь: 9 .
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Задача 4.

Знайдемо дискримiнант D даного квадратного рiвняння x2−2x−1 = 0 .
Оскiльки D = (−2)2 − 4 · (−1) = 4 + 4 = 8 > 0 , то це рiвняння має два
дiйснi коренi x1 та x2 .

Знайдемо значення виразу f (x1;x2) =
1

2x1 + 3x2
+

1

2x2 + 3x1
.

I спосiб

За теоремою Вiєта мають мiсце рiвностi (x1 + x2) = 2, x1 · x2 = −1.

Тому f (x1; x2) =
1

2x1 + 3x2
+

1

2x2 + 3x1
=

2x2 + 3x1 + 2x1 + 3x2
(2x1 + 3x2)(2x2 + 3x1)

=

=
5(x1 + x2)

6(x21 + x22) + 13x1x2
=

5(x1 + x2)

6(x21 + 2x1x2 + x22) + x1x2
=

=
5(x1 + x2)

6(x1 + x2)2 + x1x2
=

5 · 2
6 · 4− 1

=
10

23
.

II спосiб — через узагальнення задачi 4

Нехай x1 , x2 — дiйснi коренi квадратного рiвняння ax2+ bx+ c = 0 .
Знайдемо значення виразу

F (a; b; c;m;n) =
1

mx1 + nx2
+

1

mx2 + nx1
, m2 + n2 ̸= 0.

Оскiльки за умовою iснують дiйснi коренi цього квадратного рiвняння,

то за теоремою Вiєта мають мiсце рiвностi (x1 + x2) = − b

a
, x1 · x2 =

c

a
.

Тому F (a, b, c,m, n) =
1

mx1 + nx2
+

1

mx2 + nx1
=

=
mx2 + nx1 +mx1 + nx2
(mx1 + nx2)(mx2 + nx1)

=
(m+ n) · (x1 + x2)

mn · (x21 + x22) + (m2 + n2) · x1x2
=

=
(m+ n) · (x1 + x2)

mn · (x1 + x2)2 + (m− n)2 · x1x2
=

−(m+ n) · b
a

mn · b2

a2 + (m− n)2 · c
a

=

=
−ab(m+ n)

b2 ·mn+ ac · (m− n)2
.

Таким чином,

f (x1, x2) = F (1;−2;−1; 2; 3) =
−1 · (−2) · (2 + 3)

(−2)2 · 2 · 3 + 1 · (−1) · (3− 2)2
=

10

23
.

Вiдповiдь:
10

23
.
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Задача 5.

1. Нехай n — найменше (перше) з десяти натуральних чисел, якi були
записанi на дошцi. Тодi, очевидно, що найбiльше (десяте), з написаних на
дошцi чисел, дорiвнює n + 9 . Очевидно, що цi числа утворюють арифме-
тичну прогресiю з першим членом a1 = n , рiзницею d = 1 та останнiм
членом a10 = n+9 . I тому їх сума S10 (за формулою для обчислення суми
перших членiв арифметичної прогресiї) становить

S10 =
a1 + a10

2
· 10 =

n+ n+ 9

2
· 10 = (2n+ 9) · 5 = 10n+ 45.

2. Нехай x — число, яке витерли з дошки. Оскiльки (за умовою) сума
дев’яти чисел, якi залишилися на дошцi, дорiвнює 2015 , то має мiсце рiв-
нiсть

S10 − x = 2015 ⇔ 10n+ 45− x = 2015,

звiдки 10n−x = 1970 , x = 10(n−197) . I тому шукане число x закiнчується
нулем.
3. Очевидно, що для величини (S10 − x) виконується подвiйна нерiвнiсть

S10 − a10 6 S10 − x 6 S10 − a1 ⇔ 9n+ 36 6 S10 − x 6 9n+ 45,

звiдки
n+ 4 6 S10 − x

9
6 n+ 5.

Оскiльки
S10 − x

9
=

2015

9
= 223 +

8

9
, то n+ 4 6 223 +

8

9
6 n+ 5. Звiдки

n 6 219 +
8

9
6 n+ 1.

Останню умову задовольняє лише одне натуральне число — n = 219 .
4. Вище було з’ясовано, що число x закiнчується нулем. А з того, що серед
десяти послiдовних натуральних чисел (в нашому випадку — починаючи
з 219) є лише одне, яке закiнчується нулем, то шуканим числом x («яке
витерли з дошки») є число 220.

Вiдповiдь: 220 .
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10 клас
Задача 1.

I спосiб — за «методом iнтервалiв»

x− 3

1− x
> 1 ⇔

⇔ x− 3

x− 1
6 −1 ⇔ x− 3

x− 1
+ 1 6 0 ⇔

⇔ x− 3 + x− 1

x− 1
6 0 ⇔

⇔ 2(x− 2)

x− 1
6 0 ⇔ x− 2

x− 1
6 0 ⇒ x ∈ (1; 2] 

 

 

1 2  

−  
+  +  

Рис. 9: до першого способу розв’язання задачi 1

II спосiб

x− 3

1− x
> 1 ⇔

⇔


{

x− 3 > 1− x,

1− x > 0{
x− 3 6 1− x,

1− x < 0

⇔


{

2x > 4,

x < 1{
2x 6 4,

x > 1

⇔


{

x > 2,

x < 1{
x 6 2,

x > 1

⇒

⇒

[
∅
1 < x 6 2

⇒ x ∈ (1; 2]
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III спосiб

x− 3

1− x
> 1 ⇔

⇔ x− 3

1− x
− 1 > 0 ⇔ x− 3− 1 + x

1− x
> 0 ⇔ 2(x− 2)

1− x
> 0 ⇔

⇔ x− 2

1− x
> 0 ⇔


{

x− 2 > 0,

1− x > 0{
x− 2 6 0,

1− x < 0

⇒


{

x > 2,

x < 1{
x 6 2,

x > 1

⇒

⇒

[
∅
1 < x 6 2

⇒ x ∈ (1; 2]

Вiдповiдь: x ∈ (1; 2] .

Задача 4.

Чи можна числа 1, 2, ..., 20 розмiстити у вершинах та серединах ребер кубу
так, щоб кожне число, яке стоїть по серединi ребра, дорiвнювало середньому
арифметичному чисел, якi стоять на кiнцях цього ребра?

Розв’язання10

Оскiльки будь-яке число, що стоїть в серединi ребра, є натуральним i
дорiвнює середньому арифметичному чисел, що стоять у вершинах куба, то
в вершинах повиннi стояти числа виключно однiєї парностi (або всi парнi,
або ж всi непарнi).

Це означає, що або число 1 , або число 20 стоїть в серединi певного
ребра. Проте це неможливо, бо:

якщо число 1 стоїть в серединi ребра, то на одному з кiнцiв цього
ребра знаходиться число, що є меншим за 1 .

якщо ж число 20 стоїть в серединi ребра, то на одному з кiнцiв цього
ребра знаходиться число, що є бiльшим за 20 .

Вiдповiдь: Нi, не можна.

10засноване на iдеї, запропонованiй укладачами-авторами — вiдповiдальними за добiр задач до олiмпiади
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ДОПОВНЕННЯ до задачi 1.

Нагадаємо, що дробово-рацiональними нерiвностями називають нерiв-
ностi, якi можна привести до однiєї з нерiвностей виду

P (x)

Q(x)
R 0,

де P (x) i Q(x) — многочлени з дiйсними коефiцiєнтами. Многочлен виду
Pn(x) = an ·xn+an−1 ·xn−1+ ...+a1 ·x1+a0 , де ai ∈ R , an ̸= 0 , n ∈ N нази-
вають многочленом n -го степеня, а числовий множник an — коефiцiєнтом
при старшому членi xn многочлена Pn(x) .

Алгоритмiчний пiдхiд до розв’язування
дробово-рацiональних нерiвностей методом «iнтервалiв»

1. Знайти «ОДЗ» дробово-рацiональної нерiвностi.
По сутi — вилучити iз множини дiйсних чисел R (з iнтервалу (−∞; +∞) )
усi «нулi знаменникiв», тобто всi тi значення h1, h2, ...., ht змiнної x , при
яких обертається в нуль хоча б один iз знаменникiв.
! Звернемо увагу, що прiоритетнiсть саме цього кроку є бiльш нiж ви-
правданою. Для переконання в останньому достатньо розглянути приклад
нерiвностi x+

1

x− 1
6 2 +

1

x− 1
, розв’язком якої є x ∈ (−∞; 1) ∪ (1; 2] .

2. Звести вихiдну нерiвнiсть до її «канонiчного» виду.
2.1. «Перенести» (з дотриманням вiдповiдного правила) всi члени з правої
частини нерiвностi у лiву її частину. Тобто, привести нерiвнiсть до виду

P1(x)

Q1(x)
+ ...+

Pk(x)

Qk(x)
R 0. (10.4.1)

2.2. Звести всi доданки у лiвiй частинi нерiвностi до спiльного знаменника.
Тобто, привести нерiвнiсть до нерiвностi виду

P (x)

Q(x)
R 0. (10.4.2)

2.3. Розкласти чисельник P (x) на незвiднi множники (подати P (x) у
виглядi добутку незвiдних многочленiв).
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! Многочлен з дiйсними коефiцiєнтами називають незвiдним, якщо його
не можна розкласти у добуток многочленiв менших степенiв з дiйсними
коефiцiєнтами. Незвiдними многочленами з дiйними коефiцiєнтами

можуть бути лише: лiнiйнi (1-го степеня) многочлени ax+ b та квадра-

тичнi (2-го степеня) многочлени ax2+ bx+ c з вiд’ємним дискримiнан-

том D = b2 − 4ac , зокрема виду ax2 + c , для яких a · c > 0 .

2.4. Розкласти знаменник Q(x) на незвiднi множники.

2.5. Шляхом множення на число (−1)

або обох частин нерiвностi (не забуваючи при цьому знак нерiвностi
змiнювати на протилежний)

або ж чисельника i знаменника лiвої частини нерiвностi
досягнути того, щоб коефiцiєнт при старшому членi в кожному з нез-

вiдних множникiв-многочленiв був додатнiм.

! Слiд взяти до уваги, що, наприклад:
незвiднi множники виду (α − x)2n = (x − α)2n , (−3 + 2x) = (2x − 3) ,
(2x2 − x+ 3) не вимагають застосування до них зазначених процедур,

тодi як
незвiднi множники виду (α−x)2n+1 = −(x−α)2n+1 , (−2x+3) = −(2x−3) ,
(−2x2+x−3) = −(2x2−x+3) вимагають обов’язкове застосування до них
зазначених процедур.

2.6. Кожен з незвiдних множникiв виду (ax+b)n (пiсля кроку 2.5. a > 0 )
привести до стандартного виду an · (x+ b

a)
n .

! Слiд взяти до уваги, що остаточний розклад на незвiднi множники пе-
редбачає добуток степенiв двочленiв саме з рiзними основами.

2.7. «Позбутися» (вiд додатних та вiд’ємних) числових множникiв в чи-
сельнику i знаменнику лiвої частини нерiвностi (наприклад, шляхом дiлення
або множення обох частин нерiвностi на такi числовi множники).

Таким чином, результатом виконання крокiв 2.1.–2.7. буде зведення
вихiдної нерiвностi до нерiвностi виду

(x− α1)
m1 · (x− α2)

m2 · ... · (x− αk)
mk · P̃ (x)

(x− β1)n1 · (x− β2)n2 · ... · (x− βl)nl · Q̃(x)
R 0, (10.4.3)



40 ЧАСТИНА III. Розв’язання задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2014

де α1, α2, ..., αk — рiзнi нулi чисельника;
β1, β2, ..., βl — рiзнi нулi знаменника;
P̃ (x) ( Q̃(x) ) — позначення для добутку (зокрема однократного) незвiдних
множникiв 2-го степеня (за умов наявностi таких в розкладах P (x) i Q(x)

вiдповiдно).
Бiльше того, завдяки виконанню кроку 2.5., кожен з добуткiв P̃ (x) i

Q̃(x) при будь-яких дiйсних x (зокрема з ОДЗ вихiдної нерiвностi) приймає
виключно додатнi значення (а тому взагалi не впливає на знак лiвої частини
нерiвностi). Таким чином нерiвнiсть (10.4.3) є рiвносильною нерiвностi

f(x) R 0, де (10.4.4)

f(x) =
(x− α1)

m1 · (x− α2)
m2 · ... · (x− αk)

mk

(x− β1)n1 · (x− β2)n2 · ... · (x− βl)nl
, (10.4.5)

яку i будемо називати «канонiчним» видом вихiдної нерiвностi.
! В загальному випадку множина B = {β1, ..., βl} є пiдмножиною множи-
ни H = {h1, ..., ht} . Якщо ж множини B i H спiвпадають, то нерiвнiсть
(10.4.4) є рiвносильною вихiднiй нерiвностi.
!! Вихiдна нерiвнiсть є рiвносильною системi{

f(x) R 0,

x ∈ R \ {hi}ti=1.

3. Виокремлення «подвiйних точок».
! Пiд «подвiйною точкою» слiд розумiти таке значення змiнної x , для
якого виконується одна з трьох умов:

воно є нулем лише чисельника або лише знаменника, а показник сте-
пеня вiдповiдного двочлена є парним числом,

воно є нулем i чисельника i знаменника, а сума (або рiзниця) показни-
кiв степенiв вiдповiдних двочленiв є парним числом,

воно належить множинi H , але не належить множинi B .
!! Кожна «подвiйна точка» p0 характеризується тим, що вона є одночасно
кiнцевою та початковою точкою двох «сусiднiх» iнтервалiв знакосталостi
функцiї f(x) .
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4. Визначення знакiв f(x) на iнтервалах координатної осi.
4.1. На координатнiй прямiй незалежно вiд знаку нерiвностi «виколюємо»
точки з координатами h1, h2, ...., ht — нулi знаменникiв вихiдної нерiвностi.
4.2. На тiй самiй координатнiй прямiй залежно вiд знаку нерiвностi «ви-
колюємо» (якщо знак нерiвностi строгий) або «замальовуємо» (у випадку
не строгого знаку нерiвностi) точки з координатами α1, α2, ...., αk — нулi
чисельника. Причому, якщо нуль чисельника спiвпадає iз вже виколотим
на кроцi 4.1. нулем, то такий нуль не може бути замальованим.
4.3. Серед точок, вiдмiчених на координатнiй прямiй, помiтити тi, якi є
«подвiйними точками».
4.4. Завдяки крокам 2.5.–2.7. функцiя f(x) на крайньому правому про-
мiжку числової осi завжди приймає додатнi значення. Тому цей iнтервал
завжди помiчаємо позначкою «+».

На iнших iнтервалах координатної осi розстановку позначок «+» або
«−» доцiльно здiйснити рухаючись вiд правого крайнього iнтервалу лiво-
руч (до −∞ ) змiнюючи позначки на альтернативнi за винятком випадкiв
переходу через подвiйнi точки. При переходi через кожну з подвiйних точок
(рухаючись справа-налiво) позначка не змiнюється.

5. Запис шуканого розв’язку вихiдної нерiвностi.
Якщо знак нерiвностi (10.4.4) «>», то у вiдповiдь слiд записати об’-

єднання вiдкритих iнтервалiв, на яких стоїть позначка «+»;
якщо знак нерiвностi (10.4.4) «>», то у вiдповiдь слiд записати об’-

єднання iнтервалiв, на яких стоїть позначка «+» включивши кiнцi, яким
вiдповiдають замальованi точки та замальованi точки, що не увiйшли у вiд-
мiченi промiжки;

якщо знак нерiвностi (10.4.4) «<», то у вiдповiдь слiд записати об’-
єднання вiдкритих iнтервалiв, на яких стоїть позначка «−»;

якщо знак нерiвностi (10.4.4) «6», то у вiдповiдь слiд записати об’-
єднання iнтервалiв, на яких стоїть позначка «−» включивши кiнцi, яким
вiдповiдають замальованi точки та замальованi точки, що не увiйшли у вiд-
мiченi промiжки.
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Задача 2.

I спосiб11

Перетворимо дане рiвняння до рiвносильного рiвняння виду

2x2 + y2 = 2xy + 4x ⇔

⇔
(
x2 − 2xy + y2

)
+ x2 − 4x = 0 ⇔

⇔
(
x2 − 2xy + y2

)
+ x2 − 4x+ 4 = 4 ⇔

⇔ (x− y)2 + (x− 2)2 = 4.

За умовою шуканими x та y є натуральнi числа. Оскiльки права час-
тина останнього рiвняння є точним квадратом натурального числа 2, а лiва
його частина — сума квадратiв двох натуральних чисел, то лiва частина
останнього рiвняння є сумою двох точних квадратiв (натуральних чисел),
якi можуть бути рiвними лише 0 i 4 .

При цьому можливими є лише наступнi два випадки
1) x− y = 0 , x− 2 = ±2 ;
2) x− y = ±2 , x− 2 = 0 .

Розглянемо кожен iз зазначених випадкiв.

1)

{
x− y = 0,

x− 2 = ±2
⇒


{

x− y = 0,

x− 2 = −2{
x− y = 0,

x− 2 = +2

⇒


{

x = y,

x = 0{
x = y,

x = 4

⇒

[
(0; 0)

(4; 4) .

2)

{
x− y = ±2,

x− 2 = 0
⇒


{

x− y = −2,

x− 2 = 0{
x− y = +2,

x− 2 = 0

⇒


{

y = x+ 2,

x = 2{
y = x− 2,

x = 2

⇒

[
(2; 4)

(2; 0) .

Таким чином, дане рiвняння має лише два розв’язки в натуральних
числах — (2, 4) i (4, 4) .

11заснований на iдеї, запропонованiй укладачами-авторами — вiдповiдальними за добiр задач до олiмпiади
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II спосiб

Перетворимо дане рiвняння до рiвносильного рiвняння виду

2x2 + y2 = 2xy + 4x ⇔

⇔ y2 − 2x · y + (2x2 − 4x) = 0. (10.2.1)

Розв’яжемо останнє рiвняння (в натуральних x та y ) як квадратне
рiвняння вiдносно змiнної y .

D = (2x)2 − 4 · 1 · (2x2 − 4x) = 4x2 − 8x2 + 16x = 4x(4− x).

Добре вiдомо, що квадратне рiвняння (10.2.1) буде мати дiйснi коренi
(зокрема натуральнi) тодi i лише тодi, коли D = 4x(4− x) > 0 , звiдки

x ∈ [0; 4]. (10.2.2)

Таким чином, при x ∈ [0; 4] коренями квадратного рiвняння (10.2.1)

будуть

y1,2 =
2x∓

√
4x(4− x)

2
= x∓

√
x(4− x). (10.2.3)

Оскiльки x ∈ N , то, з урахуванням (10.2.2) , x може бути лише 1 ,
2 , 3 або 4 . Проте:
1) якщо x = 1 , то y = 1∓

√
1 · 3 /∈ N ;

2) якщо x = 3 , то y = 3∓
√
3 · 1 /∈ N .

У двох iнших можливих випадках маємо наступнi результати:
3) якщо x = 4 , то y = 4∓

√
4 · 0 = 4 , звiдки (4; 4) — розв’язок рiвняння

(10.2.1) в натуральних числах;
4) якщо x = 2 , то y = 2 ∓

√
2 · 2 = 2 ∓ 2 , звiдки (2; 4) — розв’язок

рiвняння (10.2.1) в натуральних числах.
Отже, (2; 4) i (4; 4) — всi розв’язки даного рiвняння в натуральних

числах.

Вiдповiдь: (2; 4) , (4; 4) .
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Задача 3.

I спосiб — «на застосування формули для обчислення внутрiшнього
кута правильного многокутника» 

 

 

 

A  

B  
C  

D  

0
120  

n
ϕ  

Рис. 10: до 1-го способу розв’язання задачi 3

1) Нехай φn — градусна мiра внутрiшнього кута правильного n -кутника.
Тодi, як вiдомо, має мiсце рiвнiсть.

φn =
(n− 2) · 1800

n
,

звiдки ∠ABC = ∠BCD = φn = (n−2)·1800
n .

2) Розглянемо трикутник ABC . В ньому: ∠ABC = φn ; AB = BC (як
довжини сторiн правильного n -кутника). Звiдки (за визначенням) △ ABC

є рiвнобедреним. I тому (за властивiстю кутiв при основi рiвнобедреного
трикутника та, як наслiдок iз теореми про суму градусних мiр внутрiшнiх
кутiв трикутника) справджуються рiвностi

∠BAC = ∠BCA =
1800 − φn

2
= 900 − 1

2
φn.

3) За аксiомою вимiрювання кутiв має мiсце рiвнiсть

∠BCD = ∠BCA+ ∠ACD = 900 − 1

2
φn + 1200 = 2100 − 1

2
φn.

З iншого боку — ∠BCD = φn . Тому справджується рiвнiсть

2100 − 1

2
φn = φn ⇒ 3

2
· φn = 2100 ⇒ φn = 1400,

звiдки (n−2)·180
n = 140 ⇒ (n− 2) · 9 = n · 7 ⇒ 2n = 18 ⇒ n = 9.

Отже, правильний многокутник, який задовольняє умову задачi, є 9 -
кутником (має 9 сторiн).
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II спосiб — «за допомогою вписаних кутiв описаного кола»-1

Нехай O — центр кола, описаного навколо даного правильного много-
кутника (для якого пари точок A,B ; B,C ; C,D є послiдовними сусiднiми
вершинами), а n — число його сторiн. 
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Рис. 11: до 2-го способу розв’язання задачi 3

1) Оскiльки (за «III ознакою рiвностi трикутникiв») n трикутникiв
AOB , BOC , COD , ... є рiвними, а сума їх рiвних (вiдповiдних) кутiв при
спiльнiй вершинi C становить 3600 , то

∠AOB = ∠BOC = ∠COD =
3600

n
.

2) За властивiстю вписаних кутiв кола («мiра вписаного у коло кута вдвiчi
менша за мiру вiдповiдного центрального кута») справедливими є наступнi
твердження:

оскiльки ∠COD = 3600

n , то ∠CAD = 1800

n ;
оскiльки ∠AOC = 2 · 3600

n , то ∠ADC = 3600

n .
3) Розглянемо △ ACD . В ньому: ∠ACD = 1200 (за умовою);
∠CAD = 1800

n ; ∠CDA = 3600

n . Тому за теоремою про суму градусних мiр
внутрiшнiх кутiв трикутника має мiсце рiвнiсть

∠ACD + ∠CAD + ∠CDA = 1800, звiдки

120 +
180

n
+

360

n
= 180 ⇒ 2 +

3

n
+

6

n
= 3 ⇒ 9

n
= 1 ⇒ n = 9.

Отже, правильний многокутник, який задовольняє умову задачi, є 9 -
кутником (має 9 сторiн).
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III спосiб — «за допомогою вписаних кутiв описаного кола»-2

1) Нехай O — центр кола, описаного навколо даного правильного мно-
гокутника, а n — число його сторiн. Тодi (за визначенням) кут DCO є
вписаним кутом цього кола, який спирається на дугу ÂD .
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Рис. 12: до 3-го способу розв’язання задачi 3

2) За умовою мiра кута DCA , який спирається на дугу ÂD , дорiвнює
1200 . Тому градусну мiру центрального кута AOD , який спирається на
дугу D̂A , можна знайти за формулою

∠AOD = 2 · (1800 − ∠DCA),

звiдки ∠AOD = 2 · (1800 − 1200) = 1200 .
3) Оскiльки центральний кут ∠AOD = 1200 «спирається» на дугу D̂A ,
яка «вмiщує» три послiдовнi сторони правильного многокутника, то цен-
тральний кут, що «спирається» на будь-яку з n дуг, яку «стягує» одна

сторона правильного многокутника становить
1200

3
= 400 .

Але ж тодi число n кутiв такого правильного n -кутника становить

n =
360

40
= 9.

Отже, правильний многокутник, який задовольняє умову задачi, є 9 -
кутником (має 9 сторiн).
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IV спосiб — «за допомогою вписаних кутiв описаного кола»-3

1) Нехай O — центр кола, описаного навколо даного правильного n -
кутника M1 ≡ A,M2 ≡ B,M3 ≡ C,M4 ≡ D, ....,Mn , а φn — градусна мiра
його внутрiшнього кута.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1
M A≡  

2
M B≡  

3
C M≡  

4
D M≡  
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Рис. 13: до 4-го способу розв’язання задачi 3

2) Оскiльки центральнi кути, що «спираються» на сторони правильного
многокутника, є рiвними, то вписанi кути зi спiльною вершиною C ≡ M3 ,
якi спираються на n−2 сторони цього n -кутника, також є рiвними. Але ж
тодi ∠ACD = 1200 (кут M1M3M4 ) хордами CM5, CM6, ..., CMn розбито
на n − 3 рiвних кути, кожен з яких дорiвнює ∠BCA = φn − 1200 . Тому

маємо рiвняння
1200

n− 3
= φn − 1200 , звiдки

120 · n− 2

n− 3
= φn ⇒ 120 · n− 2

n− 3
= 180 · n− 2

n
⇒ 2

n− 3
=

3

n
⇒

⇒ 2n = 3(n− 3) ⇒ 2n = 3n− 9 ⇒ n = 9.

Вiдповiдь: 9 .
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Задача 5.

1) Нехай графiком квадратичного тричлена y = ax2 + bx + c = f(x) є
«красива» парабола. Тодi (за «умовою-визначенням») її вершина P та двi
точки M i N її перетину з вiссю абсцис (OX ) утворюють рiвностороннiй
△ MNP .
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Рис. 14: ескiз «красивої» параболи для випадку a > 0 до задачi 5

2) Нехай x1 та x2 — менший та бiльший коренi (абсциси точок M i
N вiдповiдно) квадратного рiвняння ax2 + bx + c = 0 . Тодi очевидно, що
довжина MN сторони правильного △ MNP становить

MN = x2 − x1 =

∣∣∣∣∣
(
−b+

√
D

2a

)
−

(
−b−

√
D

2a

)∣∣∣∣∣ =
√
D

|a|
,

де D = b2 − 4ac — дискримiнант квадратного рiвняння ax2 + bx+ c = 0 .
3) Нехай далi PP ′ — висота △ MNP .

3.1) Оскiльки △ MNP — правильний, то PP ′ — бiсектриса
∠MPN = 600 . Тому гострий кут P ′PN прямокутного трикутника PP ′N

дорiвнює 300 . Тодi з прямокутного △ PP ′N (як наслiдок iз визначення
косинуса гострого кута прямокутного трикутника) довжина висоти PP ′

становить

PP ′ = PN · cos 300 = MN · cos 300 =
√
D

|a|
·
√
3

2
. (10.5.1)
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3.2) З iншого боку — довжину висоти PP ′ можна знайти як мо-
дуль ординати вершини параболи. А саме: добре вiдомо, що абсцису xv

вершини параболи можна знайти за формулою xv =
−b

2a
; тодi ординату

yv вершини параболи можна знайти як значення квадратичного тричлена
f(x) = ax2 + bx+ c при x = xv , тобто:

yv = f(xv) = a · b2

4a2
− b · b

2a
+ c =

−b2 + 4ac

4a
=

−D

4a

Отже, довжина висоти PP ′ становить

PP ′ =
D

4|a|
. (10.5.2)

3.3) З урахуванням (10.5.1) i (10.5.2) має мiсце рiвнiсть
√
D

|a|
·
√
3

2
=

D

4|a|
, a ̸= 0, (10.5.3)

звiдки 2
√
3
√
D = D , 12 ·D = D2 , D(D − 12) = 0 .

Оскiльки умову задачi D = 0 не задовольняє, то D = 12 .
4) Таким чином, кожен квадратичний тричлен, графiком якого є «краси-
ва» парабола, має дискримiнант, рiвний 12 .

Останнє й доводить, що дискримiнанти всiх таких квадратичних три-
членiв є рiвними.

Вiдповiдь: 12 .

ДОПОВНЕННЯ до задачi 5.

Зауважимо що справедливим є бiльш загальне (бiльш «сильне») твер-
дження. А саме:
Графiком квадратичного тричлена y = ax2 + bx+ c є «красива» парабола
тодi i лише тодi, коли його дискримiнант дорiвнює 12 .

?! Доведiть, що якщо дискримiнант квадратичного тричлена
y = ax2 + bx+ c дорiвнює 12, то його графiком є саме «красива» парабола!
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11 клас
Задача 1.

I спосiб

Розв’яжемо нерiвнiсть, використавши узагальнений метод iнтервалiв.
Знайдемо область визначення функцiї, що стоїть у лiвiй частинi нерiв-

ностi i вiдмiтимо промiжок [1; +∞) на числовiй осi, iншi точки розглядати
не будемо.

Знайдемо нулi функцiї, розв’язавши рiвняння (x2−x−6)
√
x− 1 = 0 .

Використавши теорему Вiєта отримаємо три коренi {−2; 1; 3} , два з яких,
що належать областi визначення, вiдмiчаємо на числовiй осi. Нестрога не-
рiвнiсть визначає той факт, що всi нулi функцiї з областi її визначення є
розв’язками нерiвностi. Отримуємо два промiжки, вибравши довiльнi числа
з кожного з них, визначаємо знак функцiї.

Отже, нерiвнiсть виконується при всiх x з промiжку [3; +∞) та при
x = 1 .

Вiдповiдь: x ∈ {1} ∪ [3; +∞) .

II спосiб

При x = 1 нерiвнiсть виконується, тобто x = 1 є її розв’язком.
При x ̸= 1 задана нерiвнiсть рiвносильна системi нерiвностей{

x > 1,

x2 − x− 6 > 0,

розв’язками якої є промiжок [3; +∞) .
Врахувавши обидва випадки, отримуємо, що x ∈ {1} ∪ [3; +∞) .

Вiдповiдь: x ∈ {1} ∪ [3; +∞) .
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Задача 2.

I спосiб

Перетворимо задане рiвняння наступним чином(
1 + cos(3πx)

)
+ (x− 3)2 = 0.

Лiва частина рiвняння представляє собою суму двох невiд’ємних на
множинi дiйсних чисел виразiв, а отже дорiвнювати нулю вона може лише
за умови одночасної рiвностi нулю доданкiв. Отже, задане рiвняння рiвно-
сильне системi двох рiвнянь{

1 + cos(3πx) = 0,

(x− 3)2 = 0,

яка має єдиний розв’язок x = 3 .

Вiдповiдь: x = 3 .

II спосiб

Перепишемо задане рiвняння у виглядi

x2 − 6x+ cos(3πx) + 10 = 0.

Розглядаючи cos(3πx)+10 як параметр будемо розв’язувати квадра-
тне рiвняння. Його «половинний» дискримiнант

D′ = 9− cos(3πx)− 10 = − cos(3πx)− 1.

Оскiльки отриманий вираз при всiх дiйсних значеннях x є недодат-
ним, то рiвняння має розв’язки лише за умови, що − cos(3πx)− 1 = 0 . За
цiєї умови розв’язком квадратного рiвняння є число 3 . Легко впевнитись,
що при x = 3 умова рiвностi дискримiнанта нулю виконується. Отже задане
рiвняння має єдиний корiнь x = 3 .

Вiдповiдь: x = 3 .
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Задача 3.

I спосiб

Задане рiвняння рiвносильне наступнiй сукупностi двох систем
{

x > 1,

x = a{
x < 1,

x = −a

Легко бачити, що при a = 1 розв’язкiв немає, а от при a = 1 умо-
ва задачi виконується. Крiм того отримана сукупнiсть буде мати єдиний
розв’язок за умови, що |a| < 1 . Таким чином, умова задачi виконується
при a ∈ (−1; 1] .

Вiдповiдь: a ∈ (−1; 1] .

II спосiб

Розв’яжемо задане рiвняння графiчним методом.
Побудуємо графiк функцiї

y =
x− 1

|x− 1|
· x,

розглянувши цю функцiю на рiзних промiжках

y =

{
x, x > 1

−x, x < 1

Побудуємо графiк функцiї y = a . Це рiвняння задає сукупнiсть пря-
мих, паралельних до осi Ox .

Очевидно, що побудованi графiки функцiй мають одну точку перети-
ну при a ∈ (−1; 1] .

Вiдповiдь: a ∈ (−1; 1] .
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Рис. 15: до задачi 3

Задача 4.

Розглянемо кiлька складених функцiй, утворених функцiєю f при
x = 2 .

f(2) = 2 · 2 + 1 = 5 ;
f(f(2)) = f(5) = 3 · 5− 3 = 12 ;
f(f(f(2))) = f(f(5)) = f(12) = 14− 12 = 2 .
Отриманий результат свiдчить про те, що значення функцiї циклiчно

повторюються через кожнi три знаки функцiї. Оскiльки при дiленнi на 3

числа 2014 отримується остача 1 , то значення заданої функцiї буде таке
ж саме як f(5) = 12 .

Вiдповiдь: 12 .
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Задача 5.

I спосiб – «за допомогою теореми косинусiв»

Легко бачити, що заданий трикутник буде рiзностороннiм, а отже у
ньому всi кути рiзнi. Усi кути бути меншими або рiвними 600 бути не мо-
жуть, бо тодi сума всiх кутiв трикутника виявиться меншою за 1800 . Отже
мiра хоча б одного кута такого трикутника буде бiльшою, нiж 600 .
Доведемо, що такий кут буде лише один.

Оскiльки сторони трикутника утворюють арифметичну прогресiю, то
виразимо його сторони наступним чином a; a+ d; a+ 2d . Тодi кут бiльший
за 600 буде лежати навпроти найбiльшої сторони, тобто навпроти сторони
a + 2d . Для доведення твердження задачi досить довести, що кут α , що
лежить навпроти сторони a+d буде меншим, нiж 600 . Для цього запишемо
теорему косинусiв для сторони a+ d . Отримуємо

(a+ d)2 = a2 + (a+ 2d)2 − 2a(a+ 2d) cosα.

Звiдси отримуємо, що

cosα =
a2 + a2 + 4ad+ 4d2 − a2 − 2ad− d2

2a(a+ 2d)
=

a2 + 2ad+ 3d2

2a(a+ 2d)
.

Порiвняємо отриманий вираз з косинусом 600 визначивши знак рiзницi

a2 + 2ad+ 3d2

2a(a+ 2d)
− 1

2
=

a2 + 2ad+ 3d2 − a2 − 2ad

2a(a+ 2d)
=

3d2

2a(a+ 2d)
.

Очевидно, що отриманий вираз є додатнiм, а це означає, що cosα > 1
2

а отже α < 600 що й треба було довести.

II спосiб

1. Нехай ABC — даний трикутник, в якому: BC = a , AC = a+ d ,
AB = a + 2d (a > 0, d > 0 ); β — градусна мiра кута B , а BL — бiсе-
ктриса кута ABC (L — її основа). Тодi (за визначенням бiсектриси кута)

∠ABL = ∠LBC =
β

2
.
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Рис. 16: до II способу розв’язання задачi 5

2. За припущенням L — основа бiсектриси кута ABC . Тому (за
властивiстю основи бiсектриси кута трикутника) має мiсце вiдношення

CL

LA
=

CB

AB
=

a

a+ 2d
, звiдки

CL

CA
=

a

2(a+ d)
.

Згiдно введених позначень AC = a + d . Тому, з урахуванням останнього
вiдношення, мають мiсце рiвностi CL = a

2 , LA = a
2 + d.

3. Нехай далi CC ′ ⊥ BL , C ′ ∈ AB , Q = BL ∩ CC ′ . Оскiльки BQ

є бiсектрисою i висотою △ BCC ′ , то △ BCC ′ є рiвнобедреним з основою
CC ′ . Звiдки BC ′ = a . Згiдно введених позначень BA = a + 2d . Тому (як
наслiдок з аксiоми вимiрювання вiдрiзкiв) C ′A = 2d . Крiм того, оскiльки
C ′ — внутрiшня точка вiдрiзка BA , то Q — внутрiшня точка вiдрiзка BL .

4. З прямокутного △ CQL (за наслiдком з теореми Пiфагора) ма-
ємо, що CQ = a′ < a

2 . З прямокутного △ CQB (за визначенням синуса
гострого кута прямокутного трикутника) маємо, що

sin
β

2
=

CQ

CB
=

a′

a
<

1

2
,

звiдки β
2 < 300 , i тому ∠ABC = 2β < 600 . Крiм того, оскiльки

∠CBQ < 300 , то ∠BCQ > 600 . I тому ∠BCA = ∠BCQ+ ∠QCA > 600 .
Бiльше того, оскiльки BC = a < a + d = CA , то за наслiдком з

теореми синусiв маємо, що ∠CAB < ∠CBA < 600 .
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ДОПОВНЕННЯ до задачi 5.
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Рис. 17: до властивостей рiзницевих трикутникiв

Введемо наступнi позначення:
I — центр кола ω1 , вписаного у трикутник ABC ;
r — радiус кола ω1 ;
O — центр кола ω2 , описаного навколо трикутника ABC ;
A0 , C0 — середини сторiн BC i AB вiдповiдно;
M — центр тяжiння трикутника (точка перетину медiан);
BL — бiсектриса кута B трикутника ABC , L — її основа;
W — точка перетину променя BI та кола ω2 ;
BH — висота трикутника ABC , H — її основа;
hb — довжина висоти BH ;
T — основа перпендикуляра, опущеного з точки W на сторону AC .
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1. Властивостi рiзницевих трикутникiв

Доведiть, що в рiзницевому трикутнику ABC :
1.1) BT = AC ;

1.2) AL =
1

2
AB , CL =

1

2
CB ;

1.3) вершина B , центри O , I та точки C0 i A0 належать колу ω3 ;
1.4) пряма MI є дотичною до кола ω3 ;
1.5) точка I є центром кола ω4 , описаного навколо трикутника A0LC0 ;
1.6) синуси внутрiшнiх його кутiв утворюють арифметичну прогресiю;
1.7) котангенси половинних кутiв утворюють арифметичну прогресiю;
1.8) добуток котангенсiв половинних бiльшого i меншого кутiв дорiвнює 3 ;
1.9) рiзницею арифметичної прогресiї, члени якої виражають довжини
сторiн прямокутного трикутника, є радiус r його вписаного кола;
1.10) в «египетському» трикутнику ABC (з прямим кутом C та мен-
шим катетом BC ) кут ∠BOI = 450 .

2. Критерiї «рiзницевостi» трикутника

Трикутник ABC є рiзницевим (2AC = AB + BC ) тодi i лише тодi, коли
виконується одна з наступних умов:
2.1)

BI

IL
=

2

1
;

2.2) BI = IW ;

2.3) r =
1

3
· hb ;

2.4) пряма IM є паралельною до сторони AC ;
2.5) сторона AC перетинає вiдрiзок IW в його серединi;
2.6) бiсектриса середнього за величиною кута є перпендикулярною до лiнiї
центрiв OI ;
2.7) середина сторони та основа висоти, проведеної до цiєї сторони, є си-
метричними вiдносно точки дотику цiєї ж сторони i вписаного кола;
2.8) висота трикутника дорiвнює радiусу зовнiвписаного кола, що дотика-
ється сторони, до якої проведено висоту;
2.9) точка дотику зовнiвписаного кола зi стороною трикутника та основа
висоти, проведеної до цiєї сторони, є симетричними вiдносно основи бiсек-
триси, проведеної до цiєї сторони.
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