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ВIД АВТОРIВ

«Якщо ви хочете навчитися плавати, то смiливо заходьте

у воду, а якщо хочете навчитися розв’язувати задачi, то

розв’язуйте їх!.»

Д. Пойа1

Даний посiбник є чотирнадцятим випуском серiї «Викладачi ДДПУ
— учням, студентам, вчителям» заснованої у 2008 роцi. Посiбник мiстить
розв’язання задач II етапу (районного, мiського) Всеукраїнської учнiвської
олiмпiади з математики, який проводився 05 грудня 2015 року вiдповiд-
но до наказу МОН України вiд 07.09.2015 за №915 «Про проведення Все-
українських учнiвських олiмпiад i турнiрiв у 2015/2016 навчальному роцi»
та наказу Департаменту освiти i науки Донецької облдержадмiнiстрацiї за
№298 вiд 23.10.2015 «Про проведення II етапу Всеукраїнських учнiвських
олiмпiад у 2015-2016 навчальному роцi».

Як i в попереднiх випусках для бiльшостi задач олiмпiади пропонуєть-
ся кiлька способiв розв’язання, обсяг викладок яких iнколи суттєво вiдрi-
зняється. Такий пiдхiд нi в якому разi не передбачає оцiнки доцiльностi
або порiвняння того чи iншого iз запропонованих методiв. Навпаки, оскiль-
ки кожна олiмпiадна задача є, в певному розумiннi, унiкальною i вимагає
особливого ставлення, то головна мета авторiв посiбника — «донести» до
вчителiв i учнiв якомога бiльше корисних математичних iдей i принципiв
та показати їх застосування.

1Пойа Д. Математическое открытие. М., 1970. 452 с.
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ВIД АВТОРIВ 5

Нагадаємо, що принципами в математицi називають деякi простi, май-
же очевиднi, твердження, аксiоми або методи, якi використовуються в до-
веденнях математичних теорем. Дуже часто учнi зустрiчаються з ними при
розв’язуваннi олiмпiадних задач з математики. Перш за все учнi, якi бе-
руть участь в олiмпiадах, повиннi володiти значною кiлькiстю принципiв.
Нажаль шкiльна програма не передбачає знайомства з бiльшiстю iз них. З
основними математичними принципами можна ознайомитись у наведенiй
лiтературi, зокрема в [13]2.

У посiбнику до окремих задач наводяться «доповнення», сенс яких
полягає:
— у формулюваннi двоїстої або схожої задачi,
— або ж в узагальненнi запропонованої задачi.

На думку авторiв такi доповнення повиннi активiзувати i зацiкавити
учнiв при пiдготовцi до майбутнiх олiмпiад.

Колектив авторiв посiбника та керiвництво фiзико-математичного фа-
культету державного вищого навчального закладу «Донбаський держав-
ний педагогiчний унiверситет» висловлює щиру подяку всiм вчителям мi-
ста Слов’янськ, якi беруть участь в органiзацiї та проведеннi як учнiвських
олiмпiад з математики, так i семiнарiв, присвячених аналiзу їх результатiв.

Маємо надiю, що представлений посiбник буде корисним керiвникам
математичних гурткiв та їх зацiкавленим учням, стане для багатьох з них
поштовхом до бiльш змiстовних мiркувань i буде спонукати до системати-
чного ознайомлення з тим чи iншим роздiлом математики.

Вчiться творчому пошуку в процесi розв’язування задач!

Iз найщирiшими побажаннями, викладачi кафедри геометрiї та методики
викладання математики фiзико-математичного факультету Державного ви-
щого навчального закладу «Донбаський державний педагогiчний унiверси-
тет».

31.12.2015

2Сарана О.А. Математичнi олiмпiади: просте i складне поруч: Навч. посiбн. – К.: А.С.К., 2005. – 344с.



ЧАСТИНА I.
УМОВИ ЗАДАЧ

6 клас

1. (15 балiв) Учень розв’язав приклад на чернетцi, а потiм переписав
розв’язання у зошит, але забув поставити дужки. У нього вийшло:

6 · 8 + 20 : 4− 2 = 40.

Розставте забутi дужки.
2. (15 балiв) Знайти найменше натуральне число, що не є розв’язком

нерiвностi
6x < 2015.

3. (20 балiв) Одна сторона трикутника дорiвнює 20 см, друга сторона
становить 80% вiд першої, а третя — 75% вiд суми перших двох. Знайти
периметр трикутника.

4. (20 балiв) Знайдiть суму непарних натуральних чисел вiд 1 до 99 .
5. (30 балiв) Сiм гномiв зiбрали 29 грибiв, причому жоден не принiс

порожнього кошика. Довести, що хоча б двоє гномiв зiбрали однакову
кiлькiсть грибiв, якщо нiхто бiльше 7 грибiв не знайшов.

7 клас

1. (15 балiв) Вiдрiзок AB , довжина якого 50 см, подiлений трьома то-
чками M, N, P на чотири нерiвнi частини. Вiдстань мiж серединами
крайнiх вiдрiзкiв AM i PB становить 30 см. Обчислiть вiдстань мiж
серединами вiдрiзкiв MN i NP .

2. (15 балiв) Як розрiзати квадрат зi стороною 4 см на прямокутники,
сума периметрiв яких становить 25 см?
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Умови задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2015 7

3. (20 балiв) У мiшку знаходяться кульки трьох кольорiв — чорного,
бiлого i синього. Яку найменшу кiлькiсть кульок треба витягнути з
мiшка, щоб серед них гарантовано було 5 кульок одного кольору?

4. (20 балiв) При яких натуральних значеннях параметра a рiвняння

ax = a+ x+ 5

має парнi коренi?
5. (30 балiв) Вся площина розфарбована в чотири кольори. Чи обов’яз-

ково знайдеться пряма, яка мiстить принаймнi три точки рiзного ко-
льору?

8 клас

1. (15 балiв) Доведiть, що вираз

(a+ b)(a+ b− 14) + 49

набуває невiд’ємних значень при будь яких a i b .
2. (15 балiв) Скiльки води треба додати до 600 грамiв 40 вiдсоткового

розчину солi, щоб отримати 12 вiдсотковий розчин солi?
3. (20 балiв) В трикутнику ABC точка K є серединою медiани BM ,

а промiнь AK перетинає сторону BC у точцi L . Знайти вiдношення
BL : LC .

4. (20 балiв) При яких значеннях параметра a рiвняння

|2|x| − 3| = a

має чотири коренi?
5. (30 балiв) На площинi дано шiсть точок загального положення (жо-

днi три з них не лежать на однiй прямiй). Кожнi двi точки сполучено
вiдрiзком або червоного, або синього кольору. Довести, що знайдеться
трикутник з вершинами в даних точках, всi сторони якого мають один
колiр.



8 ЧАСТИНА I. УМОВИ ЗАДАЧ

9 клас

1. (15 балiв) Розглядають функцiї виду y = x2 + ax + b , a + b = 2015 .
Доведiть, що графiки всiх таких функцiй мають спiльну точку.

2. (15 балiв) З’ясувати вид трикутника, для якого медiана вдвiчi менша
за вiдповiдну сторону. Вiдповiдь обґрунтуйте.

3. (20 балiв) Квадрат гiпотенузи у вiсiм разiв бiльший за квадрат висоти,
опущеної з вершини прямого кута. Знайти гострi кути прямокутного
трикутника.

4. (20 балiв) При яких значеннях параметра a рiвняння(
x2 + (2a− 1)x− 2a

) (
x2 + (1− a)x− a

)
= 0

має три рiзнi коренi?
5. (30 балiв) На площинi дано шiсть точок загального положення (жо-

днi три з них не лежать на однiй прямiй). Кожнi двi точки сполучено
вiдрiзком або червоного, або синього кольору. Довести, що знайдеться
трикутник з вершинами в даних точках, всi сторони якого мають один
колiр.

10 клас

1. (15 балiв) На данiй прямiй l знайти таку точку, сума вiдстаней вiд
якої до двох даних точок M i N буде найменшою. Розглянути всi
можливi випадки взаємного розташування M , N i l .

2. (15 балiв) Доведiть, що для будь-яких додатних чисел a i b викону-
ється нерiвнiсть (

a2 + b
)(1

a
+

1

b2

)
> 4

√
a

b
.

3. (20 балiв) Розв’яжiть у натуральних числах рiвняння

x2 − y2 = 2015.

4. (20 балiв) Навколо довiльного △ ABC описали коло ω та вiдмiтили
точки A′, B′, C ′ перетину продовжень бiсектрис трикутника з цим



Умови задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2015 9

колом. Пiсля чого △ ABC та зазначенi бiсектриси з їх продовженнями
витерли, залишивши на колi ω лише точки A′, B′, C ′ . За точками
A′, B′, C ′ вiдновiть (побудуйте) △ ABC .

5. (30 балiв) Знайти всi значення параметра a , при яких нерiвнiсть
0 < x < 1 є наслiдком нерiвностi ax2 − x + 1 − a < 0 . (Тобто, зна-
йти всi тi значення параметра a , при яких розв’язки другої нерiвностi
є пiдмножиною розв’язкiв першої нерiвностi)

11 клас

1. (15 балiв) Площi кругiв, побудованих на сторонах трикутника, вiд-
носяться як 25 : 144 : 169 . Знайти вiдношення радiусiв описаного та
вписаного кiл такого трикутника.

2. (15 балiв) Розв’яжiть у натуральних числах рiвняння

x3 − y3 = 2015.

3. (20 балiв) Знайти всi числа x , якi належать вiдрiзку [0; 1] , i задо-
вольняють рiвнянню

sin4
(
cos3(3x)

)
+ cos4

(
cos3(3x)

)
= 1.

4. (20 балiв) В гострокутному △ ABC провели висоти AA′ , BB′ i CC ′ .
Пiсля чого △ ABC та зазначенi висоти витерли, залишивши лише то-
чки A′, B′, C ′ . За точками A′, B′, C ′ вiдновiть (побудуйте) △ ABC .

5. (30 балiв) Розв’язати рiвняння з параметром a

x+

√
a+

√
x = a.



ЧАСТИНА II.
ВIДПОВIДI ДО ЗАДАЧ

6 клас

1. Вiдповiдь: 6 · (8 + 20) : 4− 2 = 40 .

2. Вiдповiдь: 336.

3. Вiдповiдь: 63.

4. Вiдповiдь: 2 500.

5. – задача на доведення.

7 клас

1. Вiдповiдь: 5.

2. – задача на розрiзання.

3. Вiдповiдь: 13.

4. Вiдповiдь: 3; 7.

5. Вiдповiдь: Так.

8 клас

1. – задача на доведення.

2. Вiдповiдь: 1400 грамiв.

3. Вiдповiдь: 1 : 2 .

4. Вiдповiдь: 0 < a < 3 .

5. – задача на доведення.

10



Вiдповiдi до задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2015 11

9 клас

1. – задача на доведення; (1; 2016) – спiльна точка.

2. Вiдповiдь: трикутник є прямокутним.

3. Вiдповiдь: 22, 50; 67, 50 .

4. Вiдповiдь: 0;±1

2
;±1 .

5. – задача на доведення.

10 клас

1. Вiдповiдь: якщо перетин прямої l та вiдрiзка MN не є ∅ , то шукана
точка належить їх перетину; якщо пряма l не має спiльних точок з
вiдрiзком MN , то шуканою точкою буде точка перетину прямої l з
вiдрiзком M ′N , де M ′ – точка, що є симетричною т. M вiдносно l .

2. – задача на доведення.

3. Вiдповiдь: (1008; 1007) , (204; 199) , (84; 71) , (48; 17) .

4. – задача на побудову; вершини A,B,C шуканого (вихiдного) трикут-
ника належать прямим, що мiстять висоти △ A′B′C ′ .

5. Вiдповiдь: a ∈
[
1
2 ; 1
]
.

11 клас

1. Вiдповiдь: 13 : 4 .

2. Вiдповiдь: x = 14, y = 9 .

3. Вiдповiдь: x =
π

6
.

4. – задача на побудову; вершини A,B,C шуканого (вихiдного) трикут-
ника належать прямим, що мiстять бiсектриси △ A′B′C ′ .

5. Вiдповiдь: якщо a = 0 , то x = 0 ; якщо a < 0 або 0 < a < 1 , то
рiвняння не має розв’язкiв; якщо a > 1 , то x = a− 1

2

(
1 +

√
4a− 3

)
.



ЧАСТИНА III.
РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ

6 клас
Задача 1.

Зауважимо, що за умовою задачi учень (переписуючи розв’язаний
приклад) забув поставити саме одну пару дужок.

Оскiльки лiва частина прикладу 6 · 8 + 20 : 4 − 2 = 40 мiстить 5
чисел, «вiдокремлених» один вiд одного знаками арифметичних операцiй,
то iснують лише 10 можливих способiв розстановки однiєї пари дужок,
кожен з яких наведено нижче та перевiрено щодо правильностi одержаної
числової рiвностi:
1.1) (6 · 8) + 20 : 4− 2 = 48 + 5− 2 = 51 ̸= 40 ,
1.2) (6 · 8 + 20) : 4− 2 = (48 + 20) : 4− 2 = 68 : 4− 2 = 17− 2 = 15 ̸= 40 ,
1.3) (6 · 8 + 20 : 4) − 2 = (48 + 5)− 2 = 53− 2 = 51 ̸= 40 ,
1.4) (6 · 8 + 20 : 4− 2) = 48 + 5− 2 = 51 ̸= 40 ;
2.1) 6 · (8 + 20) : 4− 2 = 6 · 28 : 4− 2 = 6 · 7− 2 = 42− 2 = 40 = 40 ,
2.2) 6 · (8 + 20 : 4) − 2 = 6 · (8 + 5)− 2 = 6 · 13− 2 = 78− 2 = 76 ̸= 40 ,
2.3) 6 · (8 + 20 : 4− 2) = 6 · (8 + 5− 2) = 6 · 11 = 66 ̸= 40 ;
3.1) 6 · 8 + (20 : 4) − 2 = 48 + 5− 2 = 51 ̸= 40 ,
3.2) 6 · 8 + (20 : 4− 2) = 48 + (5− 2) = 51 ̸= 40 ;
4.1) 6 · 8 + 20 : (4− 2) = 48 + 20 : 2 = 48 + 10 = 58 ̸= 40 .

Лише в одному з наведених випадкiв (випадок 2.1)) було одержано
правильну числову рiвнiсть. Тому шукане положення дужок, якi учень за-

був переписати, є наступним 6 ·
(
8 + 20

)
: 4− 2 = 40 .

Вiдповiдь: 6 · (8 + 20) : 4− 2 = 40 .

12
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Задача 2.
! Нагадаємо, що:
1. Розв’язком нерiвностi (в однинi) називають таке значення змiнної
x (тобто, таке число), при пiдстановцi якого (замiсть змiнної x ) вихiдна
нерiвнiсть перетворюється на правильну числову нерiвнiсть.

Так, наприклад: натуральне число 10 є розв’язком даної нерiвностi
6x < 2015 (бо 6 · 10 < 2015 є правильною числовою нерiвнiстю), тодi як
натуральне число 1000 не є розв’язком цiєї нерiвностi (бо 6 ·1000 < 2015 не
є правильною числовою нерiвнiстю).
2. За правилом (теоремою про) дiлення з остачею, для натуральних
чисел a i b (a > b ) має мiсце рiвнiсть a = b · q + r , де a – дiлене, b

– дiльник, q – неповна частка, r – остача, причому r < b , а r i q для
фiксованих a i b визначаються однозначно.

Так, наприклад: для натуральних a = 10 i b = 7 має мiсце рiвнiсть
10 = 7 · 1 + 3 .

Розв’язання

I спосiб

1) За правилом (теоремою про) дiлення з остачею, має мiсце рiвнiсть
2015 = 6 · 335+5 . Тому дану нерiвнiсть 6x < 2015 можна подати у виглядi

6 · x < 6 · 335 + 5. (6.2.1)

2) Не важко переконатися у тому, що найбiльшим натуральним чи-
слом, яке є розв’язком даної нерiвностi є число 335, а найменшим натураль-
ним числом, яке не є розв’язком цiєї нерiвностi є число 335 + 1 = 336 .

II спосiб
Нехай x′ – найменше натуральне число, що не є розв’язком нерiвностi

6x < 2015 .
1) Оскiльки x′ не є розв’язком нерiвностi 6x < 2015 , то числова не-

рiвнiсть 6 · x′ < 2015 не є правильною, а тому для натурального x′ справ-
джується числова нерiвнiсть

6 · x′ > 2015. (6.2.2)
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Очевидно, що 2015 = (2015 : 6) · 6 = 2015
6 · 6 = 6 · 2015

6 i тому останню
нерiвнiсть можна подати у виглядi числової нерiвностi

6 · x′ > 6 · 2015
6

. (6.2.3)

2) Роздiливши на число 6 обидвi частини нерiвностi (6.2.3), одержи-
мо правильну нерiвнiсть

x′ > 2015

6
. (6.2.4)

3) Перетворимо неправильний дрiб 2015
6 у мiшаний дрiб:

2015
6 = 6·335+5

6 = 335 5
6 .

Очевидно, що число x′ = 336 є найменшим натуральним числом, що
задовольняє числовiй нерiвностi (6.2.4). I тому число x′ = 336 є найменшим
натуральним числом, що не є розв’язком нерiвностi 6x < 2015 .

Вiдповiдь: 336.

Задача 3.

1) За визначенням периметром трикутника називають суму довжин
його сторiн. Тому розв’язання задачi зводиться до знаходження довжин
сторiн трикутника.

2) Оскiльки (за умовою задачi) довжина «першої» сторони трику-
тника дорiвнює 20 см, а друга сторона становить 80% вiд неї, то довжина
«другої» сторони трикутника становить (20 ·80) : 100 = 1600 : 100 = 16 см.

3) З урахуванням умови задачi та пункту 2), сума довжин «першої»
та «другої» сторiн трикутника становить 20 + 16 = 36 см.

4) Оскiльки (за умовою задачi) довжина «третьої» сторони трику-
тника становить 75% вiд суми перших двох, то довжина «третьої» сторони
трикутника становить (36 · 75) : 100 = 2700 : 100 = 27 см.

Таким чином, периметр трикутника становить 20 + 16 + 27 = 63 см.

Вiдповiдь: 63 .
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Задача 4.

За умовою задачi необхiдно пiдрахувати суму всiх непарних чисел вiд
1 до 99, тобто пiдрахувати величину

S = 1 + 3 + 5 + 7 + ...+ 95 + 97 + 99.

1) Очевидно, що кiлькiсть натуральних чисел вiд 1 до 100 становить
100. Причому: кожне «перше» (починаючи з 1) є непарним числом, а ко-
жне «друге» (починаючи з 2) є парним числом. Тобто, серед перших 100
натуральних чисел 50 непарних та 50 парних чисел. Таким чином число

доданкiв, якi входять до величини S становить 50 (25 пар доданкiв).
2) Не важко перевiрити, що:

сума першого i останнього (50-го) доданкiв становить 1 + 99 = 100 ,
сума другого i передостаннього (49-го) доданкiв становить 3 + 97 = 100 ,
сума третього i 48-го доданкiв також становить 5 + 95 = 100 ,
...
сума 25-го i 26-го доданкiв також становить 100 .

3) Оскiльки при перестановцi доданкiв сума не змiнюється, то
S = 1 + 3 + 5 + 7 + ...+ 95 + 97 + 99 =

= (1 + 99) + (3 + 97) + (5 + 95) + ...+ (25 доданок + 26 доданок) =

=
100 + 100 + 100 + ...+ 100

25 разiв
= 100 · 25 = 2500.

Вiдповiдь: 2 500.

Iсторична довiдка до задачi 4.

За легендою, шкiльний вчитель математики юного Гауса3, щоб зайняти дi-
тей на тривалий час, запропонував їм пiдрахувати суму натуральних чисел
вiд 1 до 100 . Гаус запримiтив, що попарнi суми з протилежних кiнцiв одна-
ковi: 1+100 = 101 , 2+99 = 101 i т.д., та миттєво одержав результат: 5050 .

3Йоганн Карл Фрiдрiх Гаус (1777 – 1855) — нiмецький математик, механiк, фiзик i астроном. Вважається
одним з найвеличнiших математикiв всiх часiв, «королём математиков». Лауреат медалi Коплi (1838), iноземний
член Шведської (1821) та Росiйської (1824) Академiй наук, англiйського Королiвського товариства.
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ДОПОВНЕННЯ до задачi 4.

?! Пiдрахувати суму всiх парних чисел вiд 2 до 100.
?! Перевiрте, що суму Sn перших n натуральних чисел можна пiдраху-
вати за формулою Sn = n · (n+ 1) : 2 .
?! Перевiрте, що суму Sn усiх непарних натуральних чисел вiд 1 до
2n− 1 можна пiдрахувати за формулою Sn = n · n .

Задача 5.

За умовою задачi сiм гномiв зiбрали 29 грибiв, причому жоден не
принiс порожнього кошика та нiхто бiльше 7 грибiв не знайшов.

Доведемо, що за таких умов хоча б двоє гномiв зiбрали однакову кiль-
кiсть грибiв.

Зауважимо, що в контекстi даної задачi слова «знайшов», «зiбрав»
та «принiс» слiд ототожнювати i сприймати як слова синонiми. Тобто, умо-
вою задачi передбачається, що кожен iз знайдених грибiв було зiбрано,
покладено до кошика та принесено до кiнцевого пункту (напр. домiвки).

I спосiб

За умовою задачi кожен з гномiв принiс вiд 1 до 7 грибiв. Тобто, для ко-
жного гнома число грибiв, що вiн знайшов, обов’язково належить множинi
{1; 2; 3; 4; 5; 6; 7} (обирається виключно з чисел {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7} ).

Розглянемо всi можливi випадки:
1) всi 7-ро гномiв знайшли по парнiй кiлькостi грибiв;
2) точно 1-ин з гномiв знайшов непарне число грибiв, а решта 6-ро – по
парнiй кiлькостi грибiв;
3) точно 2-є з гномiв знайшли по непарному число грибiв, а решта 5-ро –
по парнiй кiлькостi грибiв;
4) точно 3-є з гномiв знайшли по непарному число грибiв, а решта 4-ро –
по парнiй кiлькостi грибiв;
5) точно 4-ро з гномiв знайшли по непарному число грибiв, а решта 3-є –
по парнiй кiлькостi грибiв;
6) точно 5-ро з гномiв знайшли по непарному число грибiв, а решта 5-ро
– по парнiй кiлькостi грибiв;
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7) точно 6-ро з гномiв знайшли по непарному число грибiв, 7-ий – парну
кiлькiсть грибiв;
8) всi 7-ро гномiв знайшли по непарному число грибiв.

Проте у випадках 1), 3), 5) i 7) сумарне число знайдених грибiв є
парним, чого не може бути, бо за умовою задачi всi гноми разом зiбрали
непарну кiлькiсть 29 грибiв.

У випадку 2) шестеро гномiв зiбрали по парнiй кiлькостi грибiв.
Оскiльки зазначенi числа належить множинi {2; 4; 6} , то з 6-ти гномiв що-
найбiльше троє зiбрали попарно рiзну кiлькiсть грибiв. Число грибiв, якi
зiбрав 4 (5 i 6) обов’язково спiвпаде з числом грибiв одного з трьох iз зазна-
чених гномiв. Звiдки й випливає справедливiсть твердження. Прикладом
(реалiзацiї) випадку 2) може бути 5 + 2 + 2 + 4 + 4 + 6 + 6 = 29 .

У випадку 4) четверо гномiв зiбрали по парнiй кiлькостi грибiв.
Оскiльки зазначенi числа належить множинi {2; 4; 6} , то з 4-ох гномiв що-
найбiльше троє зiбрали попарно рiзну кiлькiсть грибiв. Число грибiв, якi
зiбрав 4-ий такий гном обов’язково спiвпаде з числом грибiв одного з трьох
iз зазначених гномiв. Звiдки й випливає справедливiсть твердження. Прик-
ладом (реалiзацiї) випадку 4) може бути 1 + 3 + 5 + 2 + 4 + 6 + 6 = 29 .

У випадку 6) п’ятеро гномiв зiбрали по непарнiй кiлькостi грибiв.
Оскiльки зазначенi числа належить множинi {1; 3; 5; 7} , то з 5-ти гномiв
щонайбiльше четверо зiбрали попарно рiзну кiлькiсть грибiв. Число грибiв,
якi зiбрав 5-ий такий гном обов’язково спiвпаде з числом грибiв одного з
4-ох iз зазначених гномiв. Звiдки й випливає справедливiсть твердження.
Прикладом (реалiзацiї) випадку 4) може бути 1+3+5+7+7+2+4 = 29 .

У випадку 8) всi семеро гномiв зiбрали по непарнiй кiлькостi грибiв.
Оскiльки зазначенi числа належить множинi {1; 3; 5; 7} , то з 7-ми гномiв
щонайбiльше четверо зiбрали попарно рiзну кiлькiсть грибiв. Число грибiв,
якi зiбрав 5-ий (6 i 7) такий гном обов’язково спiвпаде з числом грибiв одного
з 4-ох iз зазначених гномiв. Звiдки й випливає справедливiсть твердження.
Прикладом (реалiзацiї) випадку 4) може бути 1+3+5+7+1+5+7 = 29 .

Таким чином, у кожному з усiх 4-х принципово можливих випадках
(2), 4), 6) i 8)) хоча б двоє гномiв зiбрали однакову кiлькiсть грибiв.
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II спосiб – за допомогою «методу вiд супротивного»

Нехай x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 та x7 – число грибiв, яке зiбрав 1-ий,
2-ий, 3-iй, 4-ий, 5-ий, 6-ий та 7-ий гном вiдповiдно.

Припустимо обернене, а саме: що жоднi два гноми не принесли
однакову кiлькiсть грибiв. Тодi натуральнi числа x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6

та x7 є рiзними i тому їх можна впорядкувати за зростанням. Без втрати
загальностi будемо вважати, що

x1 < x2 < x3 < x4 < x5 < x6 < x7. (6.5.1)

1) Оскiльки жоден з них не принiс порожнього кошика, то x1 > 1 , звiдки:
x2 > x1 + 1 > 2 , x3 > x2 + 1 > 3 , x4 > x3 + 1 > 4 ,
x5 > x4 + 1 > 5 , x6 > x5 + 1 > 6 , x7 > x6 + 1 > 7 .
2) З iншого боку, оскiльки за умовою нiхто з гномiв бiльше 7 грибiв не
знайшов, то x7 6 7 .

Очевидно, що одночасно двi умови x7 > 7 та x7 6 7 виконуються
лише коли x7 = 7 . Але ж тодi, з урахуванням, нерiвностей (6.5.1), мають
мiсце рiвностi

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4, x5 = 5, x6 = 6, x7 = 7. (6.5.2)

Таким чином, з припущення про те, що жоднi два гноми не при-
несли однакову кiлькiсть грибiв, причому жоден не принiс порожньо-
го кошика та нiхто бiльше 7 грибiв не знайшов, ми дiйшли висновку
x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4, x5 = 5, x6 = 6, x7 = 7 .

Але ж тодi x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7 = 1+2+3+4+5+6+7 = 28 ,
що суперечить умову задачi (чого не може бути), бо за умовою задачi всi
гноми (разом) зiбрали точно 29 грибiв.

Отже, наше припущення про те, що жоднi два гноми не принесли
однакову кiлькiсть грибiв, є хибним («невiрним», «неправильним»). А тому
iстинним («вiрним», «правильним») є твердження про те, що принаймнi
двоє з гномiв принесли (зiбрали) однакову кiлькiсть грибiв.
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ДОПОВНЕННЯ до задачi 5.

Суть методу доведення вiд супротивного

«Отбросьте все невозможное, и то, что останется и будет
ответом, каким бы невероятным он не казался!»

Цитата з книги: «Пригоди Шерлока Холмса»

Логiчною основою методу доведення вiд супротивного є «закон вик-

лючення третього»: з двох супротивних тверджень одне завжди є iстин-
ним («правильним»), друге — хибним («неправильним»), а третього бути
не може.

Завдяки цьому закону замiсть доведення певного твердження (пiд час
використання методу доведення вiд супротивного) доводять, що супротив-
не йому твердження — хибне («неправильне»), i на цiй пiдставi роблять
висновок, що iстинним («правильним») є саме доводжуване твердження.
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7 клас
Задача 1.

Нехай AB – даний вiдрiзок, точка N належить вiдрiзку AB , точка
M – вiдрiзку AN , а точка P – вiдрiзку NB .

Нехай далi A0 – середина вiдрiзка AM , B0 – середина вiдрiзка MN ,
C0 – середина вiдрiзка NP , а D0 – середина вiдрiзка PB . Тодi, згiдно
введених позначень та з урахуванням умови задачi, довжина вiдрiзка AB

становить 50 см, а довжина вiдрiзка A0D0 – 30 см. Необхiдно обчислити
довжину вiдрiзка B0C0 .

I спосiб
 

 

A  B  M  N  P  0
A  

0
B  

0
C  

0
D  

50  

30  

?  

Рис. 1: до задачi 1

1) Оскiльки довжина вiдрiзка A0D0 становить 30 см, то сума дов-
жин вiдрiзкiв AA0 i D0B становить 50− 30 = 20 см.

2) Оскiльки B0 i C0 середини вiдрiзкiв MN i NP вiдповiдно, то
сума довжин вiдрiзкiв AM i PB становить 2 ·20 = 40 см. Звiдки довжина
вiдрiзка MP становить 50− 40 = 10 см.

3) Згiдно введених позначень точка N належить вiдрiзку MP , а
точки B0 i C0 є серединами вiдрiзкiв MN i NP вiдповiдно. Тому довжину
вiдрiзка MP можна подати як суму довжин вiдрiзкiв MN i NP , а бо ж як
подвоєну суму довжин вiдрiзкiв B0N i NC0 , або ж як подвоєну довжину
вiдрiзка B0C0 .

Оскiльки довжина вiдрiзка MP становить 10 см, то довжина вiдрiзка
B0C0 становить 5 см.
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II спосiб

Розглянемо координатну пряму з початком O у точцi A , додатнiй
напрям якої спiвпадає iз напрямом «спрямованого вiдрiзка» AB та такою
одиницею вимiру (масштабною одиницею), при якiй точка B має коорди-
нату 50 .
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Рис. 2: до задачi 1

Нехай далi точка M має координату m , точка N – координату n ,
а точка P – координату p . Тобто: A(0) , M(m) , N(n) , P (p) , B(50) . Тодi
за формулою обчислення координати середини вiдрiзка точки A0 , B0 , C0

i D0 мають координати

A0

(m
2

)
, B0

(
m+ n

2

)
, C0

(
n+ p

2

)
, D0

(
p+ 50

2

)
.

За умовою задачi довжина вiдрiзка A0D0 становить 30 см, тому має
мiсце рiвнiсть

p+ 50

2
− m

2
= 30,

звiдки p+ 50−m = 50 , або ж p−m = 10 .
Шукану довжину вiдрiзка B0C0 можна подати у виглядi

B0C0 =
n+ p

2
− m+ n

2
=

n+ p−m− n

2
=

p−m

2
.

А оскiльки p − m = 10 , то довжина вiдрiзка B0C0 становить
p−m
2 = 10

2 = 5 см.

Вiдповiдь: 5 .
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Задача 2.
Один iз шуканих способiв розрiзання квадрата зi стороною 4 см на прямо-
кутники, сума периметрiв яких становить 25 см, наведено на рисунку 3.
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Рис. 3: до задачi 2

Наведемо вiдповiднi пояснення («обгрунтування вiдповiдi»).
Нехай ABCD – квадрат, довжина сторони якого становить 4 см.

1) Проведемо пряму l , яка є паралельною до сторони AD та вiдстоїть
вiд неї на вiдстанi 3,5 см. I нехай l перетинає сторони AB i CD у точ-
ках E i F вiдповiдно. Тодi одержанi чотирикутники EFDA та BCFE є
прямокутниками.
2) Проведемо пряму m , яка є паралельною до сторони AB та вiдстоїть
вiд неї на вiдстанi 2 см. I нехай m перетинає сторони BC i EF у точ-
ках G i H вiдповiдно. Тодi одержанi чотирикутники BGHA та GCFA є
прямокутниками.
3) Тепер здiйснимо розрiзання квадрата ABCD вздовж вiдрiзкiв EF i
GH . В результатi одержимо три прямокутника:

EFDA – з довжинами сторiн 4 i 3,5 см;
BGHE – з довжинами сторiн 2 i 0,5 см;
GCFH – з довжинами сторiн 2 i 0,5 см.

Таким чином сума периметрiв зазначених прямокутникiв становить
PEFDA + PBGHE + PGCFH = 2(4 + 3, 5) + 2(2 + 0, 5) + 2(2 + 0, 5) =

= 2 · 7, 5 + 2 · 2, 5 + 2 · 2, 5 = 15 + 5 + 5 = 25 см.
?! Чи можна даний квадрат розрiзати на меншу (бiльшу) кiлькiсть пря-
мокутникiв, сума периметрiв становить 25 см?
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Задача 3.

За умовою задачi у мiшку знаходяться кульки трьох кольорiв – чор-
ного, бiлого i синього.

З’ясуємо питання щодо найменшої кiлькостi кульок, яку треба витяг-
нути з мiшка, щоб серед них гарантовано було 5 кульок одного кольору.

IДЕЯ: один зi способiв виймання кульок мiг бути наступним:
спочатку вийняли 4 кульки чорного кольору, потiм 4 кульки бiлого кольору,
а потiм 4 кульки синього кольору.

Тобто iснує такий спосiб виймання кульок, при якому серед 12 ку-
льок немає 5 кульок одного кольору. Наступна навмання вийнята кулька
обов’язково виявиться чорного, бiлого або ж синього кольору. Iншими сло-
вами, лише пiсля виймання 13 кульки ми можемо гарантувати iснування
5-ти кульок одного кольору.

Таким чином, найменша кiлькiсть кульок, яку треба витягнути з мi-
шка, щоб серед них гарантовано було 5 кульок одного кольору, становить
13.

Вiдповiдь: 13.

ДОПОВНЕННЯ до задачi 3.
?! Перевiрте та доведiть справедливiсть наступного твердження:
У мiшку знаходяться кульки n рiзних кольорiв (n ∈ N ). Тодi найменша
кiлькiсть кульок m , яку треба витягнути з мiшка, щоб серед них гаранто-
вано було k (k ∈ N ) кульок одного кольору становить

m = (k − 1) · n+ 1.

?! Добре вiдомо, що в грi «Що? Де? Коли?» рахунок ведеться до 6
очок. Причому в кожному раундi 1 очко присуджується «командi знавцiв»
або ж «командi телеглядачiв» в залежностi вiд правильностi оголошеної
знавцями вiдповiдi. Увага питання:

Яке найменше число раундiв у цiй грi?
Яке найбiльше число раундiв у цiй грi?

Вiдповiдь обґрунтуєте!
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Задача 4.

Зауважимо, що за дiючими пiдручниками з математики для 6 класiв загаль-
ноосвiтнiх навчальних закладiв парними числами називають натуральнi
числа, запис яких закiнчується парною цифрою (0, 2, 4, 6, 8 ).
I спосiб

Очевидно, що дане рiвняння можна подати у виглядi

(a− 1) · x = a+ 5. (7.4.1)

1. Нехай a = 1 , тодi (при a = 1 ) рiвняння (7.4.1) набуває вид

0 · x = 6 (7.4.2)

та взагалi не має розв’язкiв.
2. Нехай тепер a ̸= 1 , тодi рiвняння (7.4.1) є лiнiйним рiвнянням, i тому
його єдиний розв’язок (корiнь) можна подати у виглядi

x =
a+ 5

a− 1
. (7.4.3)

3. Тепер нарештi з’ясуємо питання щодо натуральних значень параметра
a , при яких дрiб a+5

a−1 є парним (натуральним) числом.
Очевидно, що шуканi значення параметра a слiд шукати серед тих

натуральних a , при яких (a+ 5) нацiло дiлиться на (a− 1) .
3.1) За умовою шуканi a є натуральними числами, а з урахуван-

ням пункту 1 та/або обмеження a − 1 ̸= 0 на знаменник дробу, – строго
бiльшими за 1. Звiдки a > 2 .

3.2) Оскiльки дiльники натурального числа b , за винятком самого
числа b , не можуть бути бiльшими за b

2 , то (a + 5) нацiло дiлиться на
знаменник (a− 1) лише у випадку коли

a− 1 6 a+ 5

2
, (7.4.4)

звiдки 2a− 2 6 a+ 5 , a 6 7 .
3.3) З урахуванням пунктiв 3.1) та 3.2), достатньо дослiдити тi на-

туральнi значення параметра a , що задовольняють умову 2 6 a 6 7 .
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Не важко перевiрити:
якщо a = 2 , то x = 2+5

2−1 = 7 – не є парним числом;
якщо a = 3 , то x = 3+5

3−1 = 4 – парне число;
якщо a = 4 , то x = 4+5

4−1 = 3 – не є парним числом;
якщо a = 5 , то x = 5+5

5−1 =
10
4 – не є натуральним числом;

якщо a = 6 , то x = 6+5
6−1 =

11
5 – не є натуральним числом;

якщо a = 7 , то x = 7+5
7−1 = 2 – парне число.

Таким чином, дане рiвняння має парнi коренi лише при a ∈ {3; 7} .

II спосiб

1. Якщо a = 1 , то дане рiвняння (7.4.1) не має розв’язкiв.

2. Нехай a ̸= 1 , тодi рiвняння (7.4.1) є лiнiйним рiвнянням, i тому його
єдиний розв’язок (корiнь) можна подати у виглядi

x =
a+ 5

a− 1
=

a− 1 + 6

a− 1
= 1 +

6

a− 1
. (7.4.5)

Вираз 6
a−1 має бути непарним числом. Це можливо якщо a − 1 = 6

(тобто, при a = 7 ) або ж коли a− 1 = 2 (тобто, при a = 3 ).

Таким чином, дане рiвняння має парнi коренi лише при a ∈ {3; 7} .

III спосiб

Нехай x = 2k (k ∈ N ) – парний корiнь даного рiвняння ax = a+x+5 .
Тодi (за визначенням кореня рiвняння) має мiсце правильна числова рiв-
нiсть 2ak = a+ 2k + 5 . Звiдки 2k(a− 1) = a+ 5 , 2k(a− 1) = a− 1 + 6 ,

(a− 1)(2k − 1) = 6. (7.4.6)

Очевидно, що при a = 1 числова рiвнiсть (7.4.6) є неправильною.
Крiм того, оскiльки a, k ∈ N , то числовi множники ( (a − 1) i (2k − 1) ) у
лiвiй частинi рiвностi (7.4.6) також є натуральними числами. Бiльше того:
множник (2k − 1) є непарним числом, а множник (a − 1) – обов’язково
парним числом, бо права частина рiвностi (7.4.6) є парним числом.

Оскiльки 6 = 6·1 = 2·3 – всi можливi представлення числа 6 у виглядi
добутку парного i непарного множникiв, то рiвнiсть (7.4.6) є можливою
лише у двох випадках a− 1 = 6, 2k − 1 = 1 або ж a− 1 = 2, 2k − 1 = 3 .
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Звiдки a = 7, k = 1 або ж a = 3, k = 2 . Останнє означає, що у
випадку a = 7 дане рiвняння має парний корiнь x = 2 · 1 = 2 , а у випадку
a = 3 – парний корiнь x = 2 · 2 = 4 . Таким чином, a = 3 та a = 7 – всi
можливi значення параметра a , при яких дане рiвняння має парнi коренi.

Вiдповiдь: 3; 7.

Задача 5.

1) Оскiльки вся площина розфарбована в чотири кольори, то завжди
знайдеться четвiрка точок A , B , C i D , якi мають попарно рiзний колiр.
Заради визначеностi будемо вважати, що: точка A – «першого» кольору,
точка B – «другого» кольору, точка C – «третього» кольору, а точка D –
«четвертого» кольору.

2) Якщо так сталося, що деякi три iз зазначених точок належать однiй
прямiй, то в доведеннi твердження немає потреби.

3) Дослiдимо тепер випадок, коли жоднi три з точок A , B , C , D не
належать однiй прямiй. Для цього розглянемо трикутник, що визначається
точками A , B , C . Тодi точка D може бути:
1 випадок) або внутрiшньою точкою △ABC – рис. 4 a) ,
2 випадок) або ж зовнiшньою точкою △ABC – рис. 4 b), c), d) .
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Рис. 4: до задачi 5
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3.1) В першому випадку завжди перетинаються прямi AD i BC .
Позначимо точку їх перетину як Q . За умовою, вся площина розфарбована
у 4 кольори. Тому, з урахуванням домовленостi, точка Q може мати 1-ий,
2-ий, 3-iй або ж 4 колiр. Причому:
3.1.1) якщо точка Q має 1-ий або 4-ий колiр, то пряма BC мiстить три
точки B,Q,C рiзного кольору;
3.1.2) якщо ж точка Q має 2-ий або 3-iй колiр, то пряма AD мiстить три
точки A,D,Q рiзного кольору.

3.2) В другому випадку слiд розглянути три рiзнi пiдвипадки:
3.2.1) A i D належать рiзним пiвплощинам вiдносно прямої (BC) – рис.
4 b) ;
3.2.2) B i D належать рiзним пiвплощинам вiдносно (AC) – рис. 4 c) ;
3.2.3) C i D належать рiзним пiвплощинам вiдносно (AB) – рис. 4 d) .

Тодi очевидно, що в пiдвипадку 3.2.1) завжди iснує точка Q перетину
прямих (AD) i (BC) ; в пiдвипадку 3.2.2) – точка Q = (BD) ∩ (AC) ; в
пiдвипадку 3.2.3) – точка Q = (CD) ∩ (AB) .

Точка Q (в кожному з цих пiдвипадках) може мати виключно 1-ий,
2-ий, 3-iй або ж 4 колiр. Причому:
3.2.1’) якщо точка Q (в пiдвипадку 3.2.1) має 1-ий або 4-ий колiр, то пряма
BC мiстить три точки B,C,Q рiзного кольору, якщо ж 2-ий або 3-iй колiр,
то пряма AD мiстить три точки A,D,Q рiзного кольору;
3.2.2’) якщо точка Q (в пiдвипадку 3.2.2) має 2-ий або 4-ий колiр, то пряма
AC мiстить три точки A,C,Q рiзного кольору, якщо ж 1-ий або 3-iй колiр,
то пряма BD мiстить три точки B,D,Q рiзного кольору;
3.2.3’) якщо точка Q (в пiдвипадку 3.2.3) має 3-iй або 4-ий колiр, то пряма
AB мiстить три точки A,B,Q рiзного кольору, якщо ж 1-ий або 2-iй колiр,
то пряма CD мiстить три точки C,D,Q рiзного кольору.

Таким чином, на площинi, яку розфарбовано у 4 кольори, завжди
знайдеться пряма, що мiстить три точки рiзного кольору.

Вiдповiдь: Так.
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8 клас
Задача 1.

I спосiб

(a+ b)(a+ b− 14) + 49 = (a+ b)2 − 14 · (a+ b) + 49 =

= (a+ b)2 − 2 · (a+ b) · 7 + 72 = ((a+ b)− 7)2 = (a+ b− 7)2 > 0 .
Звiдки вираз (a+ b)(a+ b− 14)+49 набуває невiд’ємних значень при

будь яких a i b .

II спосiб

Нехай z = a + b . Оскiльки a i b будь-якi, то z – будь-яке, а вираз
(a+ b)(a+ b− 14) + 49 набуває вид z(z − 14) + 49 .

I тому дану задачу можна переформулювати у наступному виглядi:
«Довести, що вираз z(z − 14) + 49 набуває невiд’ємних значень при при
будь-якому z ». Тодi очевидно, що
z(z − 14) + 49 = z2 − 14 · z + 49 = z2 − 2 · z · 7 + 72 = (z − 7)2 > 0 .

III спосiб

(a+ b)(a+ b− 14) + 49 =

= ((a+ b− 14) + 14)(a+ b− 14) + 49 =

= (a+ b− 14)2 + 14(a+ b− 14) + 49 =

= (a+ b− 14)2 + 2(a+ b− 14) · 7 + 72 =

= (a+ b− 14 + 7)2 = (a+ b− 7)2 > 0 .
Таким чином, вираз (a+b)(a+b−14)+49 набуває невiд’ємних значень

при будь яких a i b .

ДОПОВНЕННЯ до задачi 1.

?! Доведiть, що вираз (a+b)(a+b−2c)+c2 набуває невiд’ємних значень
при будь яких a , b i c .
?! При яких a , b i c значення виразу (a+b)(a+b−2c)+c2 дорiвнює 0 ?
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Задача 2.

Скiльки води треба додати до 600 грамiв 40 вiдсоткового розчину солi,
щоб отримати 12 вiдсотковий розчин солi?

Розв’язання.

1. Оскiльки в 600 грамах початкового розчину солi мiститься 40%
(«чистої») солi, то її маса становить

600

100
· 40 = 6 · 40 = 240 грамiв.

2. Нехай x – маса («чистої») води, яку необхiдно додати до 600 гра-
мiв початкового розчину солi, щоб отримати 12 вiдсотковий розчин солi.

Оскiльки у новому 12% розчинi солi мiститься точно 240 грамiв («чис-
тої») солi, то має мiсце рiвнiсть

240

600 + x
· 100 = 12,

звiдки
20

600 + x
· 100 = 1,

або ж
2000 = 600 + x.

I тому
x = 2000− 600 = 1400.

Таким чином, до 600 грамiв 40 вiдсоткового розчину солi треба додати
1400 грамiв води, щоб отримати 12 вiдсотковий розчин солi.

Вiдповiдь: 1400 грамiв.

ДОПОВНЕННЯ до задачi 2.

?! Доведiть, що до m грамiв p%-го розчину солi слiд додати
m(p− q)

q
грамiв води, щоб одержати q%-ий розчин солi (0 < q < p ).
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Задача 3.
В трикутнику ABC точка K є серединою медiани BM , а промiнь

AK перетинає сторону BC у точцi L . Знайдемо вiдношення BL : LC .
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Рис. 5: до задачi 3

1. Через точку M проведемо пряму l паралельно до прямої AK .
Оскiльки пряма AK перетинає пряму BC , то за властивiстю паралельних
прямих l також перетинає пряму BC у певнiй точцi. Позначимо її як N .

2. Розглянемо кут MBC та прямi KL i MN , що перетинають його
сторони. Оскiльки зазначенi прямi паралельнi (за побудовою) та вiдтинають
вiдрiзки однакової довжини на сторонi BM кута MBC , то за теоремою
Фалеса прямi KL та MN вiдтинають вiдрiзки однакової довжини i на
сторонi BC кута MBC . Звiдки

BL = LN. (8.1.1)

3. Розглянемо кут ACB та прямi AL i MN , що перетинають його
сторони. Оскiльки зазначенi прямi паралельнi (за побудовою) та вiдтинають
вiдрiзки однакової довжини на сторонi CA кута ACB , то за теоремою
Фалеса прямi AL та MN вiдтинають вiдрiзки однакової довжини i на
сторонi CB кута ACB . Звiдки

CN = NL. (8.1.2)

З урахуванням рiвностей (8.1.1) та (8.1.2), маємо BL = LN = NC .
Звiдки LC = 2 ·BL . I тому BL : LC = 1 : 2 .

Вiдповiдь: 1 : 2 .
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Задача 4.

З’ясуємо питання щодо значень параметра a , при яких рiвняння

|2|x| − 3| = a (8.4.1)

має чотири рiзнi коренi.
I спосiб – «за допомогою рiвносильних конструкцiй»

|2|x| − 3| = a ⇔


a > 0[
2|x| − 3 = a

2|x| − 3 = −a

⇔


a > 0[
|x| = a+3

2

|x| = 3−a
2

⇔



a > 0


a+3
2 > 0[
x = +a+3

2

x = −a+3
2

3−a
2 > 0[
x = +3−a

2

x = −3−a
2

⇔



a > 0


a > −3[
x = +a+3

2

x = −a+3
2

a 6 3[
x = +3−a

2

x = −3−a
2

⇔

⇔




a > 0[
x = +a+3

2

x = −a+3
2

0 6 a 6 3[
x = +3−a

2

x = −3−a
2

(8.4.2)

З останньої сукупностi (8.4.2) слiдує, що рiвняння (8.4.1) може мати чотири
рiзнi коренi лише при a ∈ [0; 3] .

Проте при a = 0 сукупнiсть (8.4.2) набуває вид


x = +3

2

x = −3
2

x = +3
2

x = −3
2

, та має

лише 2 рiзнi коренi;
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при a = 3 сукупнiсть (8.4.2) набуває вид


x = +3

x = −3

x = +0

x = −0

, та має лише 3

рiзнi коренi.

Нижче переконаємося, що при a ∈ (0; 3) сукупнiсть (8.4.2) має чотири
рiзнi коренi

x1 =
a+ 3

2
, x2 = −a+ 3

2
, x3 = +

3− a

2
, x4 = −3− a

2
.

Якщо припустити, що x1 = x2 , то з вiдповiдної рiвностi a+3
2 = −a+3

2

матимемо, що a = −3 /∈ (0; 3) ;

якщо припустити, що x1 = x3 , то з вiдповiдної рiвностi a+3
2 = 3−a

2

матимемо, що a = 0 /∈ (0; 3) ;

якщо припустити, що x1 = x4 , то вiдповiдна рiвнiсть a+3
2 = −3−a

2

взагалi не має розв’язкiв;

якщо припустити, що x2 = x3 , то вiдповiдна рiвнiсть −a+3
2 = 3−a

2 не
має розв’язкiв;

якщо припустити, що x2 = x4 , то з вiдповiдної рiвностi −a+3
2 = −3−a

2

матимемо, що a = 0 /∈ (0; 3) ;

якщо ж припустити, що x3 = x4 , то з вiдповiдної рiвностi 3−a
2 = −3−a

2

матимемо, що a = 3 /∈ (0; 3) .

Таким чином, рiвняння (8.4.1) має чотири рiзнi коренi тодi i лише тодi,
коли 0 < a < 3 .

II спосiб – «функцiонально-графiчний»

1. Розглянемо функцiю y = f(x) = |2|x| − 3| .
Оскiльки f(−x) = |2| − x| − 3| = |2|x| − 3| = f(x) , то графiк функцiї
y = f(x) = |2|x| − 3| є симетричним вiдносно осi OY .

Далi скористаємося визначенням модуля дiйсного числа для спрощен-
ня (для позбавлення вiд модулiв) вигляду функцiї f(x) = |2|x| − 3| .

y = f(x) = |2|x| − 3| =

[
|2x− 3|, x > 0

| − 2x− 3|, x < 0
=

[
|2x− 3|, x > 0

|2x+ 3|, x < 0
=
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=


2x− 3, якщо x > 0, 2x− 3 > 0

−2x+ 3, якщо x > 0, 2x− 3 < 0

2x+ 3, якщо x < 0, 2x+ 3 > 0

−2x− 3, якщо x < 0, 2x+ 3 < 0.

=


+2x− 3, x > 3

2

−2x+ 3, 0 6 x < 3
2

+2x+ 3, −3
2 6 x < 0

−2x− 3, x < −3
2 .

2. Таким чином, графiк даної функцiї y = f(x) можна побудувати як
об’єднання графiкiв функцiй f1(x) = +2x − 3 (x > 3

2 ), f2(x) = −2x + 3

(0 6 x < 3
2 ), f3(x) = +2x+ 3 (−3

2 6 x < 0 ) та f4(x) = −2x− 3 (x < −3
2 ),

побудованих на вiдповiдних промiжках – рис. 6.
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Рис. 6: до задачi 4

Добре вiдомо, що графiком сталої функцiї y = a (при будь-якому
значеннi параметра a ) є пряма, що проходить через точку (0; a) i є пара-
лельною до осi OX .

Також добре вiдомо, що коренi рiвняння f(x) = g(x) спiвпадають з
абсцисами точок перетину графiкiв функцiй y = f(x) та y = g(x) . Тоб-
то, число дiйсних коренiв рiвняння f(x) = g(x) спiвпадає з числом точок
перетину графiкiв зазначених функцiй.



34 ЧАСТИНА III. Розв’язання задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2015

3. За допомогою ескiзiв графiкiв функцiй f(x) = |2|x| − 3| та g(x) = a ,
побудованих в однiй координатнiй площинi, з’ясуємо питання щодо кiлько-
стi розв’язкiв даного рiвняння – рис. 6.

Якщо a < 0 , то графiки функцiй y = |2|x| − 3| та y = a взагалi не
мають спiльних точок, а тому при a < 0 дане рiвняння не має коренiв;

якщо a = 0 , то графiки зазначених функцiй мають тiльки двi спiльнi
точки, i тому при a = 0 дане рiвняння має точно два коренi;

якщо a = 3 , то графiки зазначених функцiй мають тiльки три спiльнi
точки, i тому при a = 3 дане рiвняння має точно три коренi;

якщо a > 3 , то графiки зазначених функцiй мають тiльки двi спiльнi
точки, i тому при a > 3 дане рiвняння має точно два коренi;

якщо ж 0 < a < 3 , то графiки зазначених функцiй мають чотири
спiльнi точки, i тому при 0 < a < 3 дане рiвняння має точно чотири рiзнi
коренi.

Вiдповiдь: 0 < a < 3 .

Задача 5.

На площинi дано шiсть точок загального положення (жоднi три з них
не лежать на однiй прямiй). Кожнi двi точки сполучено вiдрiзком або черво-
ного, або синього кольору. Доведемо, що знайдеться трикутник з вершинами
в даних точках, всi сторони якого мають один колiр.

Доведення.
1. Нехай на площинi задано шiсть точок A,B,C,D,E, F загального по-
ложення (жоднi три з яких не лежать на однiй прямiй).

За умовою кожнi двi точки сполучено вiдрiзком червоного або синього
кольору, та з кожної точки виходить п’ять вiдрiзкiв. Тодi за принципом
Дiрiхлє з кожної точки (зокрема точки A ) виходить принаймнi три вiдрiзки
одного кольору (червоного або синього).
2. Без втрати загальностi будемо вважати, що вiдрiзки AB , AC i AD

одного кольору. Заради визначеностi будемо вважати їх синiми – рис. 7.
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Рис. 7: до задачi 5

Якщо припустити, що при довiльному розфарбуваннi вiдрiзкiв (у вка-
заний за умовою задачi спосiб) не iснує трикутника зi сторонами одного
кольору, то вiдрiзок BC повинен бути червоного кольору (бо сторони AB

i AC синього кольору). Так само вiдрiзки CD i BD повиннi бути черво-
ного кольору. Але ж тодi всi сторони трикутника BCD червоного кольору.
Приходимо до протирiччя з припущенням.

Отже наше припущення є хибним, i тому при довiльому розфарбу-
ваннi вiдрiзкiв у вказаний за умовою задачi спосiб iснує принаймнi один
трикутник зi сторонами одного кольору.
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9 клас
Задача 1.

Розглядають функцiї виду y = x2 + ax + b , a + b = 2015 . Доведемо,
що графiки всiх таких функцiй мають спiльну точку.
I спосiб

Нехай f(x) = x2 + ax + b – одна iз заданих функцiй (довiльна але
фiксована). Оскiльки для коефiцiєнтiв a i b виконується додаткова умова
a+b = 2015 ⇔ b = 2015−a , то зазначену функцiю можна подати у виглядi

f(x) = x2 + ax+ b = x2 + ax+ 2015− a = x2 + a(x− 1) + 2015.

Тодi не важко перевiрити, що

f(1) = 12 + a · (1− 1) + 2015 = 1 + 0 + 2015 = 2016.

Звiдки й випливає, що точка Q(1; 2016) належить графiку кожної iз зазна-
чених функцiй.
II спосiб

Нехай f1(x) = x2+a1x+b1 та f2(x) = x2+a2x+b2 – двi рiзнi, довiльнi
проте фiксованi функцiї iз множини зазначених функцiй. Тодi одночасно
виконуються умови a1+ b1 = 2015 , a2+ b2 = 2015 . Звiдки a1−a2 = b2− b1 .
Причому a1 = a2 ⇔ b1 = b2 . Бiльше того, якщо a1 = a2 (⇔ b1 = b2 ), то
f1(x) = x2+a1x+ b1 та f2(x) = x2+a2x+ b2 задають одну й ту ж функцiю
i навпаки. Тому для рiзних функцiй y = f1(x) та y = f2(x) коефiцiєнти
a1 ̸= a2 (⇔ b1 ̸= b2 ).

Нехай далi, x0 – абсциса (можливої) точки перетину графiкiв функ-
цiй y = f1(x) та y = f2(x) . Тодi повинна справджуватися рiвнiсть
f1(x0) = f2(x0) або ж, що теж саме, x20+a1x0+b1 = x20+a2x0+b2 , яку можна
розглядати як рiвняння вiдносно невiдомого x0 . Звiдки a1x0+b1 = a2x0+b2 ,
x0(a1−a2) = b2−b1 . А через те, що для рiзних функцiй a1−a2 = b2−b1 ̸= 0 ,
x0 =

b2−b1
a1−a2

= 1 . Звiдки
y0 = f1(x0) = f2(x0) = 12 + a2 · 1 + b2 = 1 + (a2 + b2) = 1 + 2015 = 2016 .

Таким чином, точка Q(1; 2016) належить графiку кожної iз зазначе-
них функцiй.
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Задача 2.

З’ясуємо вид трикутника ABC , для якого довжина медiани CC0

вдвiчi менша за довжину вiдповiдної сторони AB (C0 – середина сторо-
ни AB ).

I спосiб
 

 

A  

B

C  

0
C  

α  α  

β  

β  

Рис. 8: до 1-го способу розв’язання задачi 2

1. Нехай ∠A = α , а ∠B = β , AB = c . Оскiльки C0 – середина сторони
AB , то AC0 = C0B = c

2 . Крiм того, за умовою CC0 =
c
2 .

2. Розглянемо △ AC0C . В ньому: AC0 = C0C = c
2 . I тому (за оз-

наченням) △ AC0C є рiвнобедреним трикутником з основою AC . Але
ж тодi (за властивiстю «кутiв при основi рiвнобедреного трикутника»)
∠ACC0 = ∠CAC0 = α .
3. Розглянемо △ BC0C . В ньому: C0B = C0C = c

2 . I тому (за ви-
значенням) △ BC0C є рiвнобедреним трикутником з основою BC . Але
ж тодi (за властивiстю «кутiв при основi рiвнобедреного трикутника»)
∠BCC0 = ∠CBC0 = β .
4. За аксiомою вимiрювання кутiв має мiсце рiвнiсть

∠ACB = ∠ACC0 + ∠C0CB = α + β .
5. Розглянемо △ ABC . В ньому: ∠A = α , ∠B = β (згiдно введених
позначень); ∠ACB = α + β (за доведеним у пунктi 4.).

Оскiльки сума внутрiшнiх кутiв довiльного трикутника становить
1800 , то має мiсце рiвнiсть: α+ β + (α+ β) = 180 , звiдки α + β = 900 .

Таким чином, з урахуванням пункту 4., ∠ACB = 900 . I тому трикут-
ник ABC є прямокутним.
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II спосiб
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0
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Рис. 9: до 2-го способу розв’язання задачi 2

1. Нехай AB = c . Оскiльки C0 – середина AB , то AC0 = C0B = c
2 . Крiм

того, за умовою CC0 =
c
2 .

2. На променi CC0 за точку C0 вiдкладемо вiдрiзок C0D , довжина якого
дорiвнює дожинi медiани CC0 . Тодi (за аксiомою вимiрювання вiдрiзкiв)
має мiсце рiвнiсть CD = CC0 + C0D = c

2 +
c
2 = c .

3. Сполучимо точки A i D та B i D вiдрiзками й розглянемо одержаний
чотирикутник ACBD . В ньому: AC0 = C0B – за умовою, згiдно введених
позначень; CC0 = C0D – за побудовою. Таким чином, у чотирикутника
ACBD дiагоналi точкою перетину C0 дiляться навпiл. I тому за ознакою
паралелограма чотирикутник ACBD є паралелограмом.
4. Згiдно введених позначень, довжина дiагоналi AB становить c ; за пун-
ктом 2. довжина дiагоналi CD також становить c . Таким чином довжини
дiагоналей паралелограма ACBD є рiвними. I тому за ознакою прямокут-
ника чотирикутник ACBD є прямокутником.

Звiдки й випливає, що ∠ACB = 900 . I тому трикутник ABC є пря-
мокутним.

III спосiб

Нехай AB = c . Оскiльки C0 – середина AB , то AC0 = C0B = c
2 .

Крiм того, за умовою CC0 =
c
2 .

Таким чином, точка C0 є рiвновiддаленою вiд вершин трикутника
ABC . I тому (за визначенням) C0 є центром кола ω , описаного навколо
△ ABC . Оскiльки сторона-хорда AB мiстить центр C0 кола ω , то AB –
дiаметр кола ω . Але ж тодi градусна мiра кута ACB , який спирається на
дiаметр AB , становить 900 . I тому трикутник ABC є прямокутним.
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IV спосiб
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Рис. 10: до 4-го способу розв’язання задачi 2

1. Нехай BC = a , а AC = b , AB = c , C0 – середина сторони AB , а
∠BC0C = φ . Тодi: AC0 = C0B = CC0 =

c
2 ;

∠AC0C = 1800 − φ (за властивiстю сумiжних кутiв).
2. Розглянемо △ CC0B . Тодi за теоремою косинусiв та, з урахуванням
введених позначень, має мiсце рiвнiсть

a2 =
(c
2

)2
+
(c
2

)2
− 2 · c

2
· c
2
· cosφ. (9.2.1)

3. Розглянемо △ ACC0 . Тодi за теоремою косинусiв та, з урахуванням
введених позначень, має мiсце рiвнiсть
b2 =

(
c
2

)2
+
(
c
2

)2 − 2 · c
2 ·

c
2 · cos

(
1800 − φ

)
⇒

b2 =
(c
2

)2
+
(c
2

)2
+ 2 · c

2
· c
2
· cosφ. (9.2.2)

4. Додавши лiвi та правi частини рiвностей (9.2.1) та (9.2.2), одержимо

a2 + b2 =
(c
2

)2
+
(c
2

)2
+
(c
2

)2
+
(c
2

)2
= c2. (9.2.3)

Таким чином, для довжин сторiн △ ABC виконано умови оберненої
теореми Пiфагора. I тому △ ABC є прямокутним з прямим кутом C .

V спосiб

За формулою для обчислення довжини медiани трикутника за дов-
жинами його сторiн має мiсце рiвнiсть CC2

0 = m2
c = a2+b2

2 − c2

2 . Оскiльки
(за умовою) CC0 = c

2 , то c2

4 = a2+b2

2 − c2

2 , звiдки a2 + b2 = c2 . I тому за
оберненою теоремою Пiфагора △ ABC є прямокутним.

Вiдповiдь: прямокутний.
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Задача 3.

Нехай ABC – прямокутний трикутник з прямим кутом при вершинi
C , CH – висота, h – її довжина ∠B = β , c – довжина гiпотенузи AB ,
O – середина гiпотенузи AB .

I спосiб

 

 

 

 

 

 

A  B  

C  

H  O  

x  

c x−

���������������
 

β  

β  

2β  

h  

Рис. 11: до задачi 3

1. Оскiльки H – основа висоти (опущеної на гiпотенузу), то AH i HB –
проекцiї катетiв AC i BC (вiдповiдно) на гiпотенузу.

Нехай далi AH = x , тодi (згiдно введених позначень) HB = c − x .
Оскiльки в прямокутному трикутнику добуток проекцiй катетiв на гiпоте-
нузу дорiвнює квадрату висоти, опущеної з вершини прямого кута, то

x(c− x) = h2. (9.3.1)

З iншого боку (за умовою), має мiсце рiвнiсть

c2 = 8h2. (9.3.2)

Тому, з урахуванням (9.3.1) та (9.3.2), маємо рiвняння

c2 = 8x(c− x) ⇔ 8x2 − 8cx+ c2 = 0. (9.3.3)

Розв’яжемо це рiвняння:
D = (−8c)2 − 4 · 8 · c2 = 64c2 − 32c2 = 32c2 > 0 , звiдки

√
D = 4c

√
2 ;

x1 =
8c−4c

√
2

16 = 2c−c
√
2

4 > 0 , x2 =
2c+c

√
2

4 > 0 . Очевидно, що x1 < x2 .
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2. Заради визначеностi будемо вважати, що AC 6 BC . Тодi за властивi-
стю похилих та їх проекцiй має мiсце нерiвнiсть AH 6 HB . Звiдки

AH = x1 =
2c− c

√
2

4
, а HB = c− x1 = c− 2c− c

√
2

4
=

2c+ c
√
2

4
= x2 .

3. За припущенням, та згiдно введених позначень, O – середина гiпоте-
нузи AB . Тому AO = OB = c

2 . Крiм того, оскiльки HB > AH , то

HO = HB −OB =
2c+ c

√
2

4
− c

2
=

c
√
2

4
.

4. Розглянемо △ CHO . В ньому: ∠CHO = 900 , бо CH – висота;

CH = h =
c

2
√
2
=

c
√
2

4
– як наслiдок з (9.3.2);

HO =
c
√
2

4
– за встановленим у пунктi 3.

Таким чином, прямокутний △ CHO є рiвнобедреним. I тому ∠HOC = 450 .
5. За властивiстю прямокутного трикутника CO = AO = OB = c

2 .
Звiдки трикутник COB є рiвнобедреним з основою CB . I тому за влас-
тивiстю кутiв при основi рiвнобедреного трикутника має мiсце рiвнiсть
∠OCB = ∠OBC = β . Але ж тодi за властивiстю зовнiшнього кута трику-
тника COB виконується рiвнiсть ∠HOC = 2β .

А з того що ∠HOC = 450 , маємо β = 22, 50 = ∠B . Звiдки за власти-
вiстю гострих кутiв прямокутного трикутника ABC виконується рiвнiсть
∠A = 900 − ∠B = 900 − 22, 50 = 67, 50 .

II спосiб
1. За умовою c2 = 8h2 , звiдки c = 2

√
2h , c

2 = h
√
2 .

2. За властивiстю прямокутного трик-ка CO = AO = OB = c
2 = h

√
2 .

3. В прямокутному △ CHO : CH = h , CO = h
√
2 . Тому за визначенням

синуса гострого кута прямокутного трикутника має мiсце рiвнiсть
sin∠HOC = CH

CO = h : h
√
2 =

√
2
2 . Звiдки ∠HOC = 450 .

4. △ COB є рiвнобедреним з основою CB . I тому має мiсце рiвнiсть
∠OCB = ∠OBC = β . Але ж тодi за властивiстю зовнiшнього кута трику-
тника COB виконується рiвнiсть ∠HOC = 2β .

А з того що ∠HOC = 450 , маємо β = 22, 50 = ∠B . Звiдки
∠A = 900 − ∠B = 900 − 22, 50 = 67, 50 .

Вiдповiдь: 22, 50; 67, 50 .
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III спосiб

1. Нехай D – точка, що є симетричною до точки C вiдносно прямої AB .
Тодi (за визначенням): CD ⊥ AB та HD = CH .
2. «За двома катетами» △ AHC =△ AHD , △ BHC =△ BHD . Звiдки
AC = AD , BC = BD . Тодi △ ACB =△ ADB за трьома сторонами. I тому
∠ACB = ∠ADB = 900 – як вiдповiднi кути рiвних трикутникiв.
3. Нехай O – середина AB . Тодi (за властивiстю прямокутного трикут-
ника) з △ ACB маємо OA = OB = OC , а з △ ADB – OA = OB = OD .
I тому точка O є центром кола, описаного навколо чотирикутник ACBD .
4. Розглянемо △ COD . В ньому: CD = 2h (за побудовою), CO = OD =

= c
2 . Звiдки OC2+OD2 = c2

2 . За умовою c2 = 8h2 . Тому OC2+OD2 = 4h2 .
З iншого боку CD2 = (2h)2 = 4h2 = OC2 +OD2 .

I тому за оберненою теоремою Пiфагора △ COD є прямокутним з
прямим кутом вершинi O . Тобто ∠COD = 900 .
5. Оскiльки △ COD є рiвнобедреним, то ∠COH = 450 . Але ж тодi (за
властивiстю вписаних та центральних кутiв кола) ∠CBA = ∠COA

2 = 22, 50 .
Звiдки ∠CAB = 67, 50 .

А чи знали Ви?
Добре вiдомо, що якщо через H позначити основу висоти, проведеної до
гiпотенузи AB , то для прямокутного трикутника справджуються рiвностi:
10 AH ·HB = CH2 (∗) ; 20 AC2 = AH ·AB (BC2 = BH ·AB ) (∗∗) .
Та чи знали Ви, що оберненi твердження не є iстинними? Тобто, якщо
H – основа висоти, проведеної до сторони AB , та справджується рiвнiсть
(∗) (або ж одна з рiвностей (∗∗) ), то △ ABC необов’язково прямокутний!
?! Наведiть вiдповiднi приклади таких трикутникiв.

Задача 4.

З’ясуємо питання щодо значень параметра a , при яких рiвняння(
x2 + (2a− 1)x− 2a

) (
x2 + (1− a)x− a

)
= 0 (9.4.1)

має три рiзнi коренi.
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1. Не важко перевiрити, що:
x2 + (2a− 1)x− 2a = (x+ 2a)(x− 1) ; x2 + (1− a)x− a = (x− a)(x+ 1) .

Тому рiвняння (9.4.1) можна подати у виглядi рiвносильного рiвняння

(x+ 2a)(x− 1)(x− a)(x+ 1) = 0. (9.4.2)

Звiдки x1 = −1 , x2 = 1 , x3 = −2a та x4 = a – дiйснi коренi рiвняння
(9.4.2), а тому й рiвняння (9.4.1).
2. Оскiльки x1 ̸= x2 , то рiвняння (9.4.1) має три рiзнi коренi лише в
одному з наступних випадкiв:

1)


x3 = x4

x3 ̸= x1

x3 ̸= x2,

2)


x3 ̸= x4

x3 = x1

x4 ̸= x2,

3)


x3 ̸= x4

x3 = x2

x4 ̸= x1,

4)


x3 ̸= x4

x4 = x1

x3 ̸= x2,

5)


x3 ̸= x4

x4 = x2

x3 ̸= x1.

Розглянемо окремо кожен iз зазначених випадкiв.

2.1.


x3 = x4

x3 ̸= x1

x3 ̸= x2

⇒


−2a = a

−2a ̸= −1

a ̸= 1

⇒


a = 0

0 ̸= −1

0 ̸= 1

⇒ a = 0 .

2.2.


x3 ̸= x4

x3 = x1

x4 ̸= x2

⇒


−2a ̸= a

−2a = −1

a ̸= 1

⇒


a ̸= 0

a = 1
2

1
2 ̸= 1

⇒ a = 1
2 .

2.3.


x3 ̸= x4

x3 = x2

x4 ̸= x1

⇒


−2a ̸= a

−2a = 1

a ̸= −1

⇒


a ̸= 0

a = −1
2

−1
2 ̸= 1

⇒ a = −1
2 .

2.4.


x3 ̸= x4

x4 = x1

x3 ̸= x2

⇒


−2a ̸= a

a = 1

−2a ̸= −1

⇒


a ̸= 0

a = 1

−2 ̸= 1

⇒ a = 1 .

2.5.


x3 ̸= x4

x4 = x2

x3 ̸= x1

⇒


−2a ̸= a

a = −1

−2a ̸= 1

⇒


a ̸= 0

a = −1

2 ̸= 1

⇒ a = −1 .

Таким чином, дане рiвняння має точно три рiзних коренi лише при
a ∈ {−1;−1

2 ; 0;
1
2 , 1} .

Вiдповiдь: 0;±1

2
;±1 .
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Задача 5.

Теорема 1. На площинi дано шiсть точок загального положення (жоднi три
з них не належать однiй прямiй). Кожнi двi точки сполучено вiдрiзком або
червоного, або синього кольору. Тодi знайдеться трикутник з вершинами в
даних точках, всi сторони якого мають один колiр.

Дивись розв’язання задачi 5 для 8 класу.
Доповнення до задачi 5.
Теорема 2. На площинi дано шiсть точок A,B,C,D,E, F загального по-
ложення. Кожнi двi точки сполучено вiдрiзком або червоного, або синього
кольору. Тодi iснують принаймнi два трикутники, сторони кожного з яких
розфарбовано в один колiр (можливо рiзний для кожного з трикутникiв).

Доведення.
Частина 1. За теоремою 1 при будь-якому способi розфарбування завжди
iснує трикутник (позначимо його як ABC ), сторони якого розфарбовано
в один колiр. Також без втрати загальностi можна вважати, що сторони
трикутника ABC розфарбовано у синiй колiр. Тодi:
— якщо сторони трикутника DEF пофарбовано в один колiр, то в дове-
деннi твердження немає потреби;
— якщо ж сторони трикутника DEF пофарбовано в рiзнi кольори, то мож-
ливими є лише двi ситуацiї:

1) або цей трикутник має 2 синi сторони та 1 червону,
2) або ж 2 червонi та 1 синю.
Без втрати загальностi (бо за допомогою перепозначення цього зав-

жди можна досягти) можна вважати, що:
в першiй ситуацiї саме сторона FD є червоною, а
в другiй ситуацiї – що FD є синьою.

Тодi, в першiй ситуацiї можливими є два випадки:
випадок 1.1. вiдрiзок AD синiй – рис. 12 a) ;
випадок 1.2. вiдрiзок AD червоний – рис. 12 b) .

В другiй ситуацiї також два випадки:
випадок 2.1. вiдрiзок AD синiй – рис. 12 c) ;
випадок 2.2. вiдрiзок AD червоний – рис. 12 d) .
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)a  ілюстративний приклад до випадку 1.1. )с  ілюстративний приклад до випадку 2.1. 

  

)b  ілюстративний приклад до випадку 1.2. )d  ілюстративний приклад до випадку 2.2. 
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Рис. 12: до доведення Теореми 2

Частина 2. Подальшi мiркування проведемо методом вiд супротивного,
припустивши що другого трикутника (крiм ABC ) зi сторонами одного ко-
льору бути не може (не iснує). З урахуванням зазначеного припущення роз-
глянемо окремо кожен з випадкiв 1.1., 1.2., 2.1. та 2.2.

Випадок 1.1. CD повинен бути червоним, CF – синiм, AF – чер-
воним. Але ж тодi: якщо BF – червоний, то BDF – новий червоний три-
кутник; якщо ж BF – синiй, то BDF – новий синiй трикутник.

Випадок 1.2. AF повинен бути синiм, FC – червоним, CD – синiм,
BF i BD – червоними. Але ж тодi BDF – новий червоний трикутник.

Випадок 2.1. AF повинен бути червоним, AE – синiм, CD – чер-
воним, CE – синiм. Але ж тодi ACE – новий синiй трикутник.

Випадок 2.2. AE повинен бути синiм, BE – червоним, BF i BD –
синiми. Але ж тодi BFD – новий синiй трикутник.

Таким чином, в кожному з чотирьох можливих випадках одержали
суперечнiсть iз припущенням. I тому наше припущення про неможливiсть
другого трикутника зi сторонами одного кольору є хибним.

З останнього й випливає iстиннiсть (справедливiсть) теореми 2.
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10 клас
Задача 1.

Дану задачу розв’яжемо окремо для кожного iз 4-х суттєво рiзних
випадкiв взаємного розташування двох (рiзних) точок та прямої на площинi.

1 випадок: M,N ∈ l .

 
M  N  

l  X  

Для будь-якої точки X вiдрiзка MN за аксiомою вимiрювання вiд-
рiзкiв справджується рiвнiсть XM +XN = MN .

Для будь-якої точки Y ∈ l , яка не належить вiдрiзку MN (за аксiо-
мою розташування трьох точок на прямiй), виконується лише одна з умов:

(⋆) або точка M лежить мiж точками Y i N ,
(⋆⋆) або ж точка N лежить мiж точками M i Y .
В першому випадку (за аксiомою вимiрювання вiдрiзкiв) справджує-

ться нерiвнiсть YM+Y N = YM+MN > MN (1*), а в другому випадку
– нерiвнiсть YM + Y N = Y N +MN > MN (2*).

Таким чином, коли M,N ∈ l , то шуканою точкою буде будь-яка точка
X вiдрiзка MN .

2 випадок: тiльки одна з точок M або N належить прямiй l .

 
M X≡  

N  

l  

Y  

Заради визначеностi будемо вважати, що саме точка M ∈ l , а N /∈ l .
Якщо X ≡ M ∈ l , то очевидно, що XM = 0 i тому справджується

рiвнiсть XM +XN = MN .
Якщо Y ∈ l та не спiвпадає iз точкою M , то фiгура MYN є

трикутником i тому за «нерiвнiстю трикутника» справджується нерiвнiсть
YM + Y N > MN .
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Таким чином, коли M ∈ l , а N /∈ l , то шуканою точкою буде точка
X ≡ M ; якщо ж N ∈ l , а M /∈ l , то шуканою точкою буде точка X ≡ N .

3 випадок: M i N належать рiзним пiвплощинам вiдносно l .

 
M  

N  

l  

Y  

X  

Оскiльки точки M i N належить рiзним пiвплощинам вiдносно пря-
мої l , то l перетинає вiдрiзок MN у певнiй точцi X . Очевидно, що
XM + XN = MN . Якщо Y ∈ l та не спiвпадає iз точкою X , то фiгура
MYN є трикутником, i тому за «нерiвнiстю трикутника» справджується
нерiвнiсть YM + Y N > MN .

Таким чином, коли перетин прямої l та вiдрiзка MN не є ∅ , то
шуканою точкою буде точка їх перетину.

4 випадок: M i N належать однiй пiвплощинi вiдносно l .

 
'M  

N  

l  

Y  
X  

M  

0
M  

Нехай M ′ – точка, що є симетричною до точки M вiдносно прямої
l . Тодi точки M ′ i N належить рiзним пiвплощинам вiдносно прямої l ,
i тому l перетинає вiдрiзок M ′N у певнiй точцi X . Не важко показа-
ти, що XM + XN = XM ′ + XN = M ′N . Якщо Y ∈ l та не спiвпа-
дає iз точкою X , то за «нерiвнiстю трикутника» справджується нерiвнiсть
YM + Y N = YM ′ + Y N > M ′N .

Таким чином, коли l не перетинає вiдрiзок MN , то шуканою точкою
буде точка перетину прямої l з вiдрiзком M ′N .

Вiдповiдь: якщо перетин прямої l та вiдрiзка MN не є ∅ , то
шукана точка належить їх перетину; якщо пряма l не має спiльних точок
з вiдрiзком MN , то шуканою точкою буде точка перетину прямої l з
вiдрiзком M ′N , де M ′ – точка, що є симетричною точцi M вiдносно l .
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Задача 2.

I спосiб
1) Оскiльки a i b – додатнi числа, то a2 i b також додатнi числа i

тому за нерiвнiстю Кошi

a2 + b > 2
√
a2 · b. (10.2.1)

2) Оскiльки a i b – додатнi числа, то 1
a i 1

b2 також додатнi числа i
тому за нерiвнiстю Кошi

1

a
+

1

b2
> 2

√
1

a
· 1
b2
. (10.2.2)

Таким чином, з урахуванням нерiвностей (10.2.1) i (10.2.2) , має мiсце
нерiвнiсть

(
a2 + b

)(1

a
+

1

b2

)
> 2

√
a2 · b · 2

√
1

a
· 1
b2

= 4

√
a2b

ab2
= 4

√
a

b
.

II спосiб(
a2 + b

)(1

a
+

1

b2

)
= a+

a2

b2
+

b

a
+

1

b
=

(
a+

1

b

)
+

(
a2

b2
+

b

a

)
>

> 2

√
a · 1

b
+ 2

√
a2

b2
· b
a
= 4

√
a

b
.

III спосiб

(
a2 + b

)(1

a
+

1

b2

)
> 4

√
a

b
⇔
(
a2 + b

)(1

a
+

1

b2

)
− 4

√
a

b
> 0.

(
a2 + b

)(1

a
+

1

b2

)
− 4

√
a

b
=

(
a+

1

b

)
+

(
a2

b2
+

b

a

)
− 4

√
a

b
=

=

(
a− 2

√
a

b
+

1

b

)
+

(
a2

b2
− 2

√
a

b
+

b

a

)
=

=

(
√
a)

2 − 2
√
a

√
1

b
+

(√
1

b

)2
+

(a
b

)2
− 2

a

b

√
b

a
+

(√
b

a

)2
 =

=

(
√
a−

√
1

b

)2

+

(
a

b
−
√

b

a

)2

> 0.
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Задача 3.

1) Очевидно, що

x2 − y2 = 2015 ⇔ (x− y) (x+ y) = 2015. (10.3.1)

2) Розкладемо число 2015 на простi множники. Не важко перевiри-
ти, що 2015 = 5 · 13 · 31 . Тому рiвняння (10.3.1) можна подати у виглядi

(x− y) (x+ y) = 1 · 5 · 13 · 31. (10.3.2)

3) За умовою x, y – натуральнi числа. I тому (x− y) та (x+ y)

також є натуральними числами. А з урахуванням рiвностi (10.3.2) x > y .
4) Очевидно, що для натуральних x > y виконується нерiвнiсть

(x− y) < (x+ y) . (10.3.3)

I тому добуток двох натуральних множникiв (x− y) та (x+ y) дорiвнює
добутку чотирьох не складених чисел 1·5·13·31 лише в одному з 4 можливих
випадках

(1)

{
x− y = 1

x+ y = 2015

(2)

{
x− y = 5

x+ y = 403

(3)

{
x− y = 13

x+ y = 155

(4)

{
x− y = 31

x+ y = 65

⇒



{
x− y = 1

2x = 2016{
x− y = 5

2x = 408{
x− y = 13

2x = 168{
x− y = 31

2x = 96

⇒



{
y = 1007

x = 1008{
y = 199

x = 204{
y = 71

x = 84{
y = 17

x = 48

Вiдповiдь: (1008; 1007) , (204; 199) , (84; 71) , (48; 17) .

ДОПОВНЕННЯ до задачi 4.

?! «2015»4 Для кожного натурального числа n знайдiть усi такi пари
натуральних чисел x i y , що xn − yn = 2015 .

4задачу запозичено iз «Завдань для вiдбiркових етапiв» XVIII Всеукраїнського турнi-
ру юних математикiв iменi професора М.Й. Ядренка
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Задача 4.

I. Аналiз (та iдея вiдновлення).

1.1. Нехай ω – коло, описане навколо △ ABC ; α, β, γ – (градуснi) мi-
ри кутiв A,B,C , а AA′, BB′, CC ′ – бiсектриси (вiдрiзки бiсектрис) кутiв
A,B,C вiдповiдно, причому A′, B′, C ′ ∈ ω . Тодi:

1.1.1) α+ β + γ = 1800 (як сума кутiв довiльного трикутника);

1.1.2) (за визначенням бiсектриси кута) мають мiсце рiвностi

∠BAA′ = ∠A′AC =
α

2
,∠CBB′ = ∠B′BA =

β

2
,∠ACC ′ = ∠C ′CB =

γ

2
.
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C  

'A  

'B  

'C  

2

α
 

2

α
 

/ 2α  

2

α
 

2

β
 

2

β
 

2

β
 

/ 2β  
/ 2γ  

/ 2γ  

/ 2γ  

/ 2γ  

I  
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Рис. 13:
1.2. Нехай далi I – точка перетину хорд AA′, BB′, CC ′ . Покажемо, що
I є точкою перетину висот △ A′B′C ′ .

1.2.1) Позначимо через A′′ точку перетину AA′ з B′C ′ , через
B′′ = BB′∩A′C ′ , а через C ′′ = CC ′∩A′B′ .

1.2.2) Доведемо, що A′A′′ висота △ A′B′C ′ .

1.2.2.1) За властивiстю кутiв, вписаних у коло (що спираються на одну
дугу), мають мiсце рiвностi:

∠C ′A′A = ∠C ′CA =
γ

2
,∠B′C ′C = ∠B′BC =

β

2
,∠A′C ′C = ∠A′AC =

α

2
.

1.2.2.2) Розглянемо △ C ′A′A′′ . В ньому (за доведеним вище):

∠C ′A′A′′ = ∠C ′A′A =
γ

2
; ∠A′C ′A′′ = ∠A′C ′C + ∠B′C ′C =

α

2
+

β

2
. Звiдки
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∠A′A′′C ′ = 1800 −
(
α

2
+

β

2
+

γ

2

)
= 900 . I тому A′A′′ висота △ A′B′C ′ .

1.2.2) Повторюючи аналогiчнi мiркування, не важко показати, що
B′B′′ та C ′C ′′ також висоти △ A′B′C ′ .
Висновок: таким чином, точка перетину бiсектрис △ ABC спiвпадає iз
точкою перетину висот △ A′B′C ′ ; з iншого боку – шуканi вершини (ви-
хiдного) трикутника належать колу ω . I тому є точками перетину ω з
променями, що мiстять висоти △ A′B′C ′ .

II. Побудова (вiдновлення △ ABC за точками A′, B′, C ′ ).
2.1. Сполучимо точки A′, B′, C ′ вiдрiзками.
2.2. Побудуємо висоти △ A′B′C ′ та позначимо через I точку їх перетину.
2.3. Проведемо прямi A′I, B′I, C ′I та позначимо другi точки їх перетину
з колом ω як A0, B0, C0 (вiдповiдно).
2.4. Сполучимо точки A0, B0, C0 вiдрiзками. Тодi △ A0B0C0 – шуканий
трикутник.
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Рис. 14:

III. Доведення.
На цьому етапi необхiдно показати, що △ A0B0C0 , одержаний в ре-

зультатi виконання побудов 2.1. – 2.4., спiвпадає iз початковим △ ABC .
Очевидно, що для цього достатньо показати спiвпадiння їх вершин.
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3.1. Спочатку доведемо, що A0A
′, B0B

′, C0C
′ – бiсектриси (вiдрiзки бiсек-

трис) кутiв A0, B0, C0 (вiдповiдно) △ A0B0C0 .
Нехай ∠B0A0A

′ = φ , тодi ∠B0B
′A′ = ∠B0A0A

′ = φ (як кути, що
спираються на одну дугу); з iншого боку ∠B′IC ′′ = ∠C ′IB′′ = 900 − φ

а тому ∠A′C ′C0 = φ , звiдки й ∠A′A0C0 = φ . Тому A0A
′ – бiсектриса

∠B0A0C0 . Повторюючи мiркування не важко показати, що B0B
′, C0C

′

– бiсектриси кутiв B0, C0 . Тобто встановлено, що ортоцентр △ A′B′C ′

спiвпадає iз точкою перетину бiсектрис △ A0B0C0 .
3.2. Тепер покажемо, що вершини △ A0B0C0 спiвпадають з вершинами
вихiдного △ ABC . Як випливає з етапу «Аналiз», точка перетину бiсе-
ктрис △ ABC також спiвпадає з ортоцентром I △ A′B′C ′ . I тому, напри-
клад точки A′, I, A0, A належать однiй прямiй (A′I) . З iншого боку, точки
A0, A – другi точки перетину прямої A′I з колом ω (причому A′ ∈ ω ),
тобто, визначаються однозначно i тому спiвпадають.

Так само спiвпадають вершини B i B0 та C i C0 .
IV. Дослiдження.
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Рис. 15:

4.1. Якщо точка I перетину висот △ A′B′C ′

4.1.1) належить колу ω (тодi i лише тодi, коли △ A′B′C ′ є прямо-
кутним – Твердження 4.1), або ж

4.1.2) розташована поза колом ω (тодi i лише тодi, коли △ A′B′C ′ є
тупокутним – Твердження 4.2),
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то задача про побудову вписаного у коло ω трикутника ABC , бiсектриса-
ми кутiв якого були би хорди AA′, BB′, CC ′ , не має розв’язкiв, бо точка I

перетину бiсектрис шуканого △ ABC (вписаного в коло ω за умовою) по-
винна бути внутрiшньою його точкою, а тому належати внутрiшнiй частинi
круга (обмеженого колом ω ).
4.2. З урахуванням пункту 4.1. задача про вiдновлення (шуканого)

трикутника за точками A′, B′, C ′ ∈ ω унеможливлює випадки 4.1.1)
та 4.1.2) (бо за умовою задачi точки A′, B′, C ′ першочергово визначали-
ся вершинами («вихiдного-шуканого») △ ABC , що, в свою чергу, вiдразу
накладає додаткову вимогу на гострокутнiсть △ A′B′C ′ .

4.2.1) «Iснування» шуканої фiгури (вiдновлення вихiдного трикут-
ника) гарантується можливiстю виконання кожної з побудов 2.1. – 2.4.

4.2.2) «Єдинiсть» шуканого розв’язку (вiдновлення вихiдного три-
кутника) даної позицiйної задачi на побудову випливає з етапу «Доведен-

ня».
Справедливiсть Твердження 4.1 та Твердження 4.2 пропонуємо до-

вести самостiйно.
Таким чином, дана задача завжди має єдиний розв’язок!

ДОПОВНЕННЯ до задачi 4.

?! «Вiдновлюємо прямокутний трикутник»5

Нехай CH – висота зображеного на дошцi трикутника ABC , в якому
∠C = 900 , CA ̸= CB . Учитель математики провiв серединнi перпенди-
куляри до катетiв CA i CB , якi перетнули пряму CH у точках K i M

вiдповiдно, а потiм витер рисунок, залишивши на дошцi тiльки точки C , K
i M . Вiдновiть трикутник ABC , використовуючи лише циркуль та лiнiйку.

Вказiвка: звернiть увагу на той факт, що пряма CO (O – середина
гiпотенузи AB ) дотикається кола ω , побудованого на вiдрiзку KM як на
дiаметрi, саме в точцi O .

5задачу запозичено iз «Завдань для вiдбiркових етапiв» XVIII Всеукраїнського турнi-
ру юних математикiв iменi професора М.Й. Ядренка
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Задача 5.

Позначимо данi нерiвностi вiдповiдно як

0 < x < 1 та (10.5.1)

ax2 − x+ 1− a < 0. (10.5.2)

Очевидно, що розв’язками нерiвностi (10.5.1) є промiжок (0; 1) . Знайдемо
всi тi значення параметра a , при яких розв’язки нерiвностi (10.5.2) є пiд-
множиною промiжку (0; 1) .

I спосiб 

0, 0a D> <  0, 0a D> =  0, 0a D> >  0, 0a D< >  0, 0a D< =  0, 0a D< <  

   
   

∅  ∅  ( )1 2
;x x x∈  ( )

( )
1

2

;

;

x x

x

∈ −∞

+∞

∪

∪
 

( )

( )
0

0

;

;

x x

x

∈ −∞

+∞

∪

∪
 

( );x∈ −∞ +∞  

)a  )b  )c  )d  )e  )f  
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Рис. 16:

1. Нехай a = 0 . Тодi нерiвнiсть (10.5.2) набуває вид −x + 1 < 0 , звiдки
x > 1 , x ∈ (1;+∞) . Очевидно, що (1;+∞) не є пiдмножиною (0; 1) .
2. Нехай тепер a ̸= 0 . Тодi розв’язки нерiвностi (10.5.2), в залежностi
вiд значень параметра a , можна (iнтерпретувати) унаочнити за допомогою
ескiзiв 6-ти суттєво рiзних графiкiв квадратичної функцiї y = ax2−x+1−a ,
зображених на рис. 16 a)− f) .

2.1. З урахуванням iлюстрацiй, зображених на рис. 16 d), e), f) , слiд
констатувати, що у вiдповiдних випадках (a < 0;D > 0, D = 0, D < 0 )
розв’язки нерiвностi (10.5.2) не можуть бути пiдмножиною промiжку (0; 1) .

2.2. Оскiльки (порожня множина) ∅ є пiдмножиною будь-якої мно-
жини, то, з урахуванням iлюстрацiй, зображених на рис. 16 a), b) , значення

параметра a , при яких

{
a > 0

D 6 0,
задовольняють вимоги умови задачi.
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Розв’яжемо останню систему.{
a > 0

D 6 0
⇒

{
a > 0

(2a− 1)2 6 0
⇒

{
a > 0

(2a− 1)2 = 0
⇒ a = 1

2 .

2.3. Тепер розглянемо випадок, наочно проiлюстрований на рис.
16 c) . Очевидно, що в цьому випадку розв’язки нерiвностi (10.5.2) нале-
жать промiжку (0; 1) тодi i лише тодi, коли нулi квадратичної функцiї
f(x) = ax2 − x + 1− a належать вiдрiзку [0; 1] . Останнє вiдбувається при
тих i лише тих (в нашому випадку додатних) значеннях параметра a , при
яких справджується наступна система умов

f(0) > 0

f(1) > 0

0 < 1
2a < 1

D > 0

⇔


1− a > 0

0 > 0

a > 1
2

(2a− 1)2 > 0

⇒

{
1− a > 0

a > 1
2

(10.5.3)

звiдки a ∈
(
1
2 ; 1
]
. Таким чином, розв’язки нерiвностi (10.5.2) є пiдмножиною

розв’язкiв нерiвностi (10.5.1) при 1
2 6 a 6 1 .

II спосiб
1. Не важко переконатися, що нерiвнiсть (10.5.2) є рiвносильною су-

купностi двох систем, а саме
ax2 − x+ 1− a < 0 ⇔ (x− 1) (ax+ a− 1) < 0 ⇔

⇔


{

x− 1 < 0

ax+ a− 1 > 0{
x− 1 > 0

ax+ a− 1 < 0

⇔


{

x < 1

ax > 1− a{
x > 1

ax < 1− a.

(10.5.4)

Знайдемо всi тi значення параметра a , при яких розв’язки сукупностi
(10.5.4) є пiдмножиною промiжку (0; 1) .

2. Нехай a = 0 , тодi сукупнiсть (10.5.4) набуває вид
{

x < 1

0 · x > 1{
x > 1

0 · x < 1

звiдки


{

x < 1

∅{
x > 1

x ∈ R

⇒

[
∅
x > 1

⇒ x ∈ (1;+∞) ̸⊂ (0; 1) .



56 ЧАСТИНА III. Розв’язання задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2015

3. Нехай a > 0 , тодi сукупнiсть (10.5.4) набуває вид
{

x < 1

x > 1
a − 1{

x > 1

x < 1
a − 1

(10.5.5)

Для розв’язання сукупностi (10.5.5) необхiдно порiвняти величини 1

i
(
1
a − 1

)
. Для цього розглянемо 3 можливi випадки:

3.1) Якщо 1
a − 1 > 1 , то a < 1

2 , а розв’язками сукупностi (10.5.5) будуть
x ∈

(
1; 1a − 1

)
* (0; 1) .

3.2) Якщо 1
a − 1 < 1 , то a > 1

2 , а розв’язками сукупностi (10.5.5) будуть
x ∈

(
1
a − 1; 1

)
. Цей промiжок є пiдмножиною множини (0; 1) тодi i лише

тодi, коли 0 6 1
a − 1 < 1 ⇔ 1 6 1

a < 2 ⇔ 1 > a > 1
2 .

3.3) Якщо 1
a − 1 = 1 , то a = 1

2 , а сукупнiсть (10.5.5) не має розв’яз-
кiв. Проте, оскiльки ∅ є пiдмножиною будь-якої множини, то при a = 1

2

«розв’язки» сукупностi (10.5.5) є пiдмножиною промiжку (0; 1) .
4. Нехай a < 0 , тодi сукупнiсть (10.5.4) набуває вид

{
x < 1

x < 1
a − 1{

x > 1

x > 1
a − 1

або ж

[
x < 1

a − 1

x > 1.

Звiдки x ∈
(
−∞; 1a − 1

)∪
(1;+∞) ̸⊂ (0; 1) .

Таким чином, якщо 1
2 6 a 6 1 , то розв’язки сукупностi (10.5.4) є

пiдмножиною промiжку (0; 1) .

III спосiб
Спочатку розв’яжемо нерiвнiсть (10.5.2) як нерiвнiсть «не вище дру-

гого степеня» з параметром a . Одним з критичних значень параметра a

для нерiвностi (10.5.2) є значення a = 0 .
1. Нехай a = 0 . Тодi нерiвнiсть (10.5.2) набуває вид −x + 1 < 0 , звiдки
x > 1 , x ∈ (1;+∞) . Очевидно, що (1;+∞) не є пiдмножиною (0; 1) .
2. Нехай a ̸= 0 , тодi нерiвнiсть (10.5.2) є квадратною нерiвнiстю з пара-
метром a .
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Розглянемо вiдповiдне квадратне рiвняння

ax2 − x+ 1− a = 0. (10.5.6)

Не важко перевiрити, що дискримiнант D = (2a− 1)2 > 0 , причому
D = 0 ⇔ a = 1/2 .

2.1) Нехай a < 0 , тодi гiлки параболи y = ax2−x+1−a направлено
донизу. А оскiльки при a < 0 D > 0 , то парабола перетинає вiсь абсцис
у двох рiзних точках M (x1; 0) i N (x2; 0) . Без втрати загальностi можна
вважати, що x1 < x2 . Тодi при a < 0 розв’язками нерiвностi (10.5.2) бу-
дуть x ∈ (−∞; x1)

∪
(x2; +∞) . Зрозумiло, що ця множина не може бути

пiдмножиною (0; 1) .
2.2) Нехай тепер a > 0 , тодi гiлки параболи y = ax2 − x + 1 − a

направлено догори. Розглянемо 3 можливi пiд випадки:
2.2.1) якщо a = 1/2 , то D = 0 , а парабола дотикається осi абсцис у точцi
Q (1; 0) . I тому при a = 1/2 нерiвнiсть (10.5.2) не має розв’язкiв. Проте,
оскiльки ∅ є пiдмножиною будь-якої множини, то при a = 1/2 «розв’язки»
нерiвностi (10.5.2) є пiдмножиною промiжку (0; 1) .
2.2.2) якщо 0 < a < 1/2 , то

√
D = |2a− 1| = − (2a− 1) > 0 , а розв’яз-

ками рiвняння (10.5.6) будуть x1 = 1+(2a−1)
2a = 1 , x2 = 1−(2a−1)

2a = 1
a − 1 ,

причому x1 < x2 . I тому при 0 < a < 1/2 розв’язками нерiвностi (10.5.2)
будуть x ∈

(
1; 1a − 1

)
. Очевидно також, що при a ∈ (0; 1/2) розв’язки

нерiвностi (10.5.2) не є пiдмножиною промiжку (0; 1) .
2.2.3) якщо a > 1/2 , то

√
D = |2a− 1| = (2a− 1) > 0 , а розв’язками

рiвняння (10.5.6) будуть x1 = 1−(2a−1)
2a = 1

a − 1 , x2 = 1+(2a−1)
2a = 1 , при-

чому x1 < x2 . I тому при a > 1/2 розв’язками нерiвностi (10.5.2) будуть
x ∈

(
1
a − 1; 1

)
. Останнiй промiжок є пiдмножиною множини (0; 1) тодi i

лише тодi, коли 0 6 1
a − 1 < 1 ⇔ 1 6 1

a < 2 ⇔ 1 > a > 1
2 . Отже в роз-

глянутому пiдвипадку лише при a ∈ (1/2; 1] розв’язки нерiвностi (10.5.2)
є пiдмножиною промiжку (0; 1) .

Вiдповiдь: нерiвнiсть (10.5.1) є наслiдком нерiвностi (10.5.2) тодi i

лише тодi, коли a ∈
[
1
2 ; 1
]
.



58 ЧАСТИНА III. Розв’язання задач II етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики – 2015

Доповнення до задачi 5.

Нехай дано квадратне рiвняння

ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, a ̸= 0 (10.5.7)

f(x) = ax2 + bx+ c (10.5.8)

D = b2 − 4ac (10.5.9)

Теорема 1. Обидва коренi квадратного рiвняння (10.5.7) бiльшi за число
λ тодi i лише тодi, коли виконуються умови

a · f(λ) > 0

− b
2a > λ

D > 0

Теорема 2. Обидва коренi квадратного рiвняння (10.5.7) меншi за число
λ тодi i лише тодi, коли виконуються умови

a · f(λ) > 0

− b
2a < λ

D > 0

Наслiдок 1. Коренi квадратного рiвняння (10.5.7) мають однаковi знаки
тодi i лише тодi, коли виконуються умови{

a · f(0) = a · c > 0

D > 0

Теорема 3. Коренi квадратного рiвняння (10.5.7) належать промiжку
(λ1;λ2) тодi i лише тодi, коли виконуються умови

a · f(λ1) > 0

a · f(λ2) > 0

λ1 < − b
2a < λ2

D > 0
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Теорема 4. Число λ знаходиться мiж коренями квадратного рiвняння
(10.5.7) тодi i лише тодi, коли виконується умова

a · f(λ) < 0.

Наслiдок 2. Коренi квадратного рiвняння (10.5.7) мають рiзнi знаки тодi
i лише тодi, коли

a · c < 0.

Теорема 5. Тiльки бiльший корiнь квадратного рiвняння (10.5.7) нале-
жить промiжку (λ1;λ2) тодi i лише тодi, коли виконуються умови{

a · f(λ1) < 0

a · f(λ2) > 0

Теорема 6. Тiльки менший корiнь квадратного рiвняння (10.5.7) нале-
жить промiжку (λ1;λ2) тодi i лише тодi, коли виконуються умови{

a · f(λ1) > 0

a · f(λ2) < 0

Теорема 7. Вiдрiзок [λ1;λ2] знаходиться всерединi промiжку мiж ко-
ренями квадратного рiвняння (10.5.7) тодi i лише тодi, коли виконуються
умови {

a · f(λ1) < 0

a · f(λ2) < 0
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11 клас
Задача 1.

Площi кругiв, побудованих на сторонах трикутника, вiдносяться як
25 : 144 : 169 . Знайдемо вiдношення радiусiв описаного та вписаного кiл
такого трикутника.

Розв’язання.
Нехай a , b i c – довжини сторiн BC , AC i AB трикутника ABC .

Очевидно, що R1 =
a

2
, R2 =

b

2
i R3 =

c

2
– радiуси кругiв ω1 , ω2 i ω3 ,

побудованих на сторонах BC , AC i AB (вiдповiдно), як на дiаметрах.

I спосiб
1. Згiдно введених позначень, площi кругiв ω1 , ω2 i ω3 становлять:

S1 = π ·R2
1 =

π

4
· a2, S2 = π ·R2

2 =
π

4
· b2, S3 = π ·R2

3 =
π

4
· c2.

За умовою задачi, площi кругiв, побудованих на сторонах трикутника,
вiдносяться як 25 : 144 : 169 . Тому, без втрати загальностi, можна вважати,
що саме S1 : S2 : S3 = 25 : 144 : 169 . Звiдки

π

4
· a2 : π

4
· b2 : π

4
· c2 = 25 : 144 : 169,

або ж a2 : b2 : c2 = 25 : 144 : 169. I тому

a : b : c =
√
25 :

√
144 :

√
169 = 5 : 12 : 13. (11.1.1)

Нехай k – коефiцiєнт пропорцiйностi (k > 0 ). Тодi, з урахуванням (11.1.1),
довжини сторiн трикутника ABC становлять

a = 5k, b = 12k, c = 13k.

2. Не важко бачити, що для сторiн трикутника виконується рiвнiсть

a2 + b2 = 25k2 + 144k2 = 169k2 = c2,

тобто, виконано умови оберненої теореми Пiфагора, i тому трикутник ABC

є прямокутним з прямим кутом саме при вершинi C .
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3. Оскiльки △ ABC є прямокутним з гiпотенузою AB = c i ка-
тетами a, b , то за властивостями прямокутного трикутника для радiуса R

описаного кола та радiуса r вписаного кола мають мiсце вiдповiднi рiвностi

R =
c

2
=

13k

2
; (11.1.2)

r =
a+ b− c

2
=

5k + 12k − 13k

2
=

4k

2
. (11.1.3)

Таким чином, має мiсце вiдношення

R : r =
13k

2
:
4k

2
=

13k

2
· 2

4k
=

13

4
= 13 : 4. (11.1.4)

II спосiб

1. Аналогiчно до 1-го етапу I способу розв’язання знаходимо
a = 5k, b = 12k, c = 13k (k > 0 ).

2. Добре вiдомо, що радiус R описаного навколо трикутника кола
можна обчислити (за його сторонами) за формулами

R =
abc

4S
=

abc

4
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

=
4abc√

[(a+ b)2 − c2][c2 − (a− b)2]
,

(11.1.5)

звiдки R =
4 · 5k · 12k · 13k

k2
√
[172 − 132][132 − 72]

=
13k

2
.

3. Також вiдомо, що радiус r вписаного у трикутник кола можна
обчислити (за його сторонами) за формулами

r =
S

p
=

2
√

[(a+ b)2 − c2][c2 − (a− b)2]

a+ b+ c
, (11.1.6)

звiдки r =
2k2
√

[172 − 132][132 − 72]

30k
=

4k

2
.

Таким чином, має мiсце вiдношення

R : r =
13k

2
:
4k

2
=

13k

2
· 2

4k
=

13

4
= 13 : 4.

Вiдповiдь: 13 : 4 .
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Доповнення до задачi 1.
?! Площi квадратiв, побудованих на сторонах даного трикутника,

вiдносяться як 9 : 16 : 25 . Знайти вiдношення радiусiв описаного та вписа-
ного кiл такого трикутника.

?! Площi правильних трикутникiв, побудованих на сторонах даного
трикутника, вiдносяться як 64 : 225 : 289 . Знайти вiдношення радiусiв
описаного та вписаного кiл такого трикутника.

?! Площi кругiв, побудованих на сторонах даного трикутника, як
на дiаметрах, вiдносяться як m2 : n2 : p2 . Доведiть, що вiдношення радiусiв
описаного та вписаного кiл такого трикутника становить

R : r =
2mnp(m+ n+ p)

[(m+ n)2 − p2] · [p2 − (m− n)2]
.

Задача 2.
Розв’яжемо у натуральних числах рiвняння x3 − y3 = 2015.

1. Очевидно, що

x3 − y3 = 2015 ⇔ (x− y)
(
x2 + xy + y2

)
= 2015. (11.2.1)

2. Розкладемо число 2015 на простi множники. Не важко перевiрити, що
2015 = 5 · 13 · 31 . Тому рiвняння (11.2.1) можна подати у виглядi

(x− y)
(
x2 + xy + y2

)
= 1 · 5 · 13 · 31. (11.2.2)

3. За умовою x, y – натуральнi числа. I тому (x− y) та
(
x2 + xy + y2

)
також є натуральними числами. А з урахуванням рiвностi (11.2.2) x > y .
4. Оскiльки x2 + xy + y2 = (x − y)(x + 2y) + 3y2 , то очевидно, що для
натуральних x > y виконується нерiвнiсть

(x− y) (1− x− 2y) < 3y2 ⇔ (x− y) <
(
x2 + xy + y2

)
. (11.2.3)

I тому добуток двох натуральних множникiв
(x− y) та

(
x2 + xy + y2

)
= 3y2 + 3(x− y)y + (x− y)2

дорiвнює добутку чотирьох не складених чисел 1 · 5 · 13 · 31 лише в одному
з 4 можливих випадках:
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(1)

{
x− y = 1

x2 + xy + y2 = 2015

(2)

{
x− y = 5

x2 + xy + y2 = 403

(3)

{
x− y = 13

x2 + xy + y2 = 155

(4)

{
x− y = 31

x2 + xy + y2 = 65

⇒



{
x− y = 1

3y2 + 3y + 1 = 2015{
x− y = 5

3y2 + 15y + 25 = 403{
x− y = 13

3y2 + 39y + 169 = 155{
x− y = 31

3y2 + 93y + 961 = 65

⇒



{
x− y = 1

3y2 + 3y − 2014 = 0, D1 = 32 − 4 · 3 · (−2014) = 24177,
√
D1 /∈ N{

x− y = 5

3y2 + 15y − 378 = 0, D2 = 152 − 4 · 3 · (−378) = 4761,
√
D2 = 69{

x− y = 13

3y2 + 39y + 14 = 0, D3 = 392 − 4 · 3 · 14 = 1353,
√
D3 /∈ N{

x− y = 31

3y2 + 93y + 896 = 0, D4 = 932 − 4 · 3 · 896 = −2103, D4 < 0

Таким чином, розв’язками (останньої) сукупностi в натуральних чис-
лах можуть бути лише розв’язки системи{

x− y = 5

3y2 + 15y − 378 = 0
⇒

 x− y = 5

y =
−15∓ 69

6
=

−5∓ 23

2

⇒


x− y = 5[
y = −14

y = 9

Звiдки x = 14, y = 9 – єдиний розв’язок останньої системи в нату-
ральних числах. I тому (14; 9) – єдиний розв’язок даного рiвняння в нату-
ральних числах.

Вiдповiдь: (14; 9) .

ДОПОВНЕННЯ до задачi 4.

?! «2015»6 Для кожного натурального числа n знайдiть усi такi пари
натуральних чисел x i y , що xn − yn = 2015 .

6задачу запозичено iз «Завдань для вiдбiркових етапiв» XVIII Всеукраїнського турнi-
ру юних математикiв iменi професора М.Й. Ядренка
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Задача 3.

Знайдемо всi числа x , якi належать вiдрiзку [0; 1] , i задовольняють
рiвнянню

sin4
(
cos3(3x)

)
+ cos4

(
cos3(3x)

)
= 1. (11.3.1)

1. Введемо замiну cos3(3x) = t , |t| 6 1 (⋆) .
Тодi рiвняння (11.3.1) можна подати у виглядi sin4 t+ cos4 t = 1 , або ж(

sin2 t+ cos2 t
)2 − 2 sin2 t cos2 t = 1, (11.3.2)

звiдки

sin2 t · cos2 t = 0 ⇒

[
sin t = 0

cos t = 0.
⇒ t =

π

2
· n, n ∈ Z. (11.3.3)

Оскiльки |t| 6 1 , то −1 6 π

2
· n 6 1 . Звiдки −2

π
6 n 6 2

π
. А з того

що n ∈ Z , маємо n = 0 . I тому t = 0 .
2. Знайдемо коренi рiвняння cos3(3x) = 0 , якi належать вiдрiзку

[0; 1] .
2.1. cos3(3x) = 0 ⇒ cos(3x) = 0 ⇒ 3x =

π

2
+ π · k, k ∈ Z , звiдки

x =
π

6
+

π

3
· k, k ∈ Z. (11.3.4)

2.2. Знайдемо цiлi k , при яких виконується подвiйна нерiвнiсть

0 6 π

6
+

π

3
· k 6 1. (11.3.5)

0 6 π

6
+

π

3
· k 6 1 ⇒ −π

6
6 π

3
· k 6 1− π

6
⇒ −1

2
6 k 6 3

π
− 1

2
.

Останню нерiвнiсть задовольняє єдине цiле k = 0 . I тому серед
розв’язкiв (11.3.4) даного рiвняння є лише один корiнь x =

π

6
, який на-

лежить вiдрiзку [0; 1] .

Вiдповiдь: x =
π

6
.
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Задача 4.

Нехай ABC – даний гострокутний трикутник, в якому AA′ , BB′ i
CC ′ – висоти, α, β, γ – мiри кутiв BAC , ABC i ACB вiдповiдно. Тодi,
як вiдомо, точка H перетину висот є внутрiшньою точкою △ ABC . 

 

 

A  

B  

C  

'C  

'A  

'B  

H  

β  

γ  
β  

γ  

α  α  

Рис. 17:

I. Аналiз (та iдея вiдновлення).
Покажемо, що променi A′A , B′B i C ′C є бiсектрисами кутiв B′A′C ′ ,

A′B′C ′ i A′C ′B′ вiдповiдно.
1.1. Розглянемо прямокутнi трикутники AB′B та AC ′C . Вони є подiбни-
ми за спiльним гострим кутом α . I тому має мiсце рiвнiсть

AB′

AB
=

AC ′

AC
. (11.4.1)

1.2. Розглянемо трикутники AB′C ′ та ABC . В них:
∠B′AC ′ = ∠BAC (як спiльний кут), а прилеглi сторони, з урахуванням
рiвностi (11.4.1), є пропорцiйними. I тому за вiдповiдною ознакою подiбностi
трикутникiв △ AB′C ′ v△ ABC . Тодi, вiдповiдно до введених позначень,
мають мiсце рiвностi: ∠AC ′B′ = ∠ACB = γ , ∠AB′C ′ = ∠ABC = β .
1.3. В аналогiчний спосiб можна встановити, що:
△ C ′BA′ v△ CBA , звiдки ∠BC ′A′ = ∠BCA = γ , ∠BA′C ′ = ∠BAC = α ;
△ A′CB′ v△ ACB , звiдки ∠CA′B′ = ∠CAB = α , ∠CB′A′ = ∠CBA = β .
1.4. Оскiльки AA′ – висота, то ∠C ′A′A = 900 − α = ∠AA′B′ . Звiдки
промiнь A′A – бiсектриса кута B′A′C ′ . Аналогiчно B′B i C ′C – бiсектри-
си кутiв A′B′C ′ i A′C ′B′ вiдповiдно.
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Висновок: вершини A,B i C вихiдного (шуканого) трикутника належать,
променям, що мiстять вiдповiднi бiсектриси кутiв △ A′B′C ′ ;

з iншого боку, сторони BC , AC i AB належать прямим, якi:
1) проходять через точки A′ , B′ i C ′ вiдповiдно, та
2) є перпендикулярними до зазначених променiв.

Крiм того, якщо ∠ABC = β , ∠BCA = γ , ∠CAB = α , то:
∠A′B′C ′ = 1800 − 2β , ∠B′C ′A′ = 1800 − 2γ , ∠C ′A′B′ = 1800 − 2α .

II. Побудова7 (вiдновлення △ ABC за точками A′, B′, C ′ ).
2.1. Побудуємо бiсектрису A′A′′ кута C ′A′B′ (дивись «Базову задачу

№1» в додатку до задачi 4).
2.2. В аналогiчний спосiб побудуємо бiсектрису B′B′′ кута A′B′C ′ .
2.3. Позначимо через H точку перетину A′A′′ i B′B′′ та проведемо про-
мiнь C ′H . Тодi, як добре вiдомо, C ′H – бiсектриса кута B′C ′A′ .
2.4. Побудуємо пряму l , яка проходить через точку A′ та є перпенди-
кулярною до прямої A′H (дивись «Базову задачу №2» в додатку до
задачi 4).
2.5. В аналогiчний спосiб побудуємо пряму m , яка проходить через точку
B′ i є перпендикулярною до прямої B′H .
2.6. Так само побудуємо пряму n , яка проходить через точку C ′ i є пер-
пендикулярною до прямої C ′H .
2.7. Позначимо через A0 точку перетину прямих m i n , через B0 – точку
перетину прямих l i n , а через C0 – точку перетину прямих l i m .

Тодi A0B0C0 – шуканий (вихiдний) трикутник – рис. 18.
Зауважимо, що кроки 2.5. – 2.7. можна було би замiнити наступними:
2.5) Побудуємо точку B0 , як точку перетину прямих l i B′H .
2.6) Побудуємо точку C0 , як точку перетину прямих l i C ′H .
2.7) Побудуємо точку A0 , як точку перетину прямих B0C

′ та C0B
′ .

Тодi A0B0C0 – шуканий (вихiдний) трикутник.
Проте слiд пам’ятати, що доведення повинно спиратися на вiдповiдний
спосiб побудови.

7за допомогою виключно циркуля та односторонньої лiнiйки без подiлок (без «еталонної одиницi» вимiру
довжини)
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III. Доведення.
На цьому етапi необхiдно показати, що △ A0B0C0 , одержаний в ре-

зультатi виконання побудов 2.1. – 2.7., спiвпадає iз початковим △ ABC .
Очевидно, що для цього достатньо показати спiвпадiння їх вершин.
3.1. Спочатку доведемо, що A0A

′, B0B
′, C0C

′ – висоти △ A0B0C0 . Для
цього необхiдно показати, що H ∈ A0A

′ , H ∈ B0B
′ , H ∈ C0C

′ .
3.1.1) Покажемо, що ∠A0HA′ = 1800 . За побудовою

∠C ′A′H = ∠HA′B′ , ∠A′B′H = ∠HB′C ′ , ∠B′C ′H = ∠HC ′A′ . Позначимо
зазначенi кути вiдповiдно як α′ , β′ i γ′ . Тодi 2α′+2β′+2γ′ = 1800 , звiдки
α′ + β′ + γ′ = 900 . Крiм того, ∠A0B

′C ′ = 900 − β′ .
3.1.1.1) З △ C ′HA′ маємо, що ∠C ′HA′ = 1800 − α′ − γ′ .
3.1.1.2) Як випливає з побудов ∠A0C

′H = ∠A0B
′H = 900 . I то-

му навколо чотирикутника A0B
′HC ′ можна описати коло. Але ж тодi

∠A0HC ′ = ∠A0B
′C ′ = 900 − β′ – як кути, що спираються на спiльну дугу

кола. Таким чином (за аксiомою вимiрювання кутiв)
∠A0HA′ = ∠A0HC ′ + ∠C ′HA′ = 1800 − α′ − γ′ + 900 − β′ = 1800 .

3.1.2) Повторюючи мiркування не важко показати, що B0B
′, C0C

′

– висоти △ A0B0C0 .
Таким чином, точки A′, B′, C ′ дiйсно є основами висот △ A0B0C0 .
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3.2. Тепер покажемо, що вершини △ A0B0C0 спiвпадають з вершинами
вихiдного △ ABC .

3.2.1) Доведемо, що точки A i A0 спiвпадають.
Як випливає з етапу «Аналiз», точка H перетину висот △ ABC

спiвпадає з точкою перетину бiсектрис △ A′B′C ′ . I тому точки A i A0

належать однiй прямiй A′H .
Якщо припустити, що точки A i A0 не спiвпадають, то, наприклад,

через точку C ′ буде проходити двi рiзнi прямi C ′A i C ′A0 , кожна з яких є
перпендикулярною до прямої C ′H , чого не може бути (бо через фiксовану
точку можна провести єдину пряму перпендикулярно до даної прямої). I
тому точки A i A0 дiйсно спiвпадають.

3.2.2) Доведення спiвпадiння вершин B i B0 та C i C0 доводиться
аналогiчно до пункту 3.2.1).

IV. Дослiдження.
На цьому етапi ми повиннi дослiдити питання щодо iснування та кiль-

костi розв’язкiв (даної позицiйної задачi на побудову) в залежностi вiд вза-
ємного розташування точок A′ , B′ i C ′ .
4.1. Дослiдимо випадок, коли точки A′, B′, C ′ належать однiй прямiй q .
Тодi можливими є три випадки.

4.1.1) Якщо припустити, що всi три точки A′, B′, C ′ спiвпадають,
то (з огляду на те, що вони є основами висот вихiдного трикутника) ми
прийдемо до висновку про те, що сторони вихiдного △ ABC є попарно
перпендикулярними. Звiсно, що такого трикутника не iснує.

4.1.2) Якщо припустити, що тiльки двi з точок A′, B′, C ′ спiвпада-
ють (наприклад, A′ i B′ ), то прийдемо до висновку про те, що сторони AC

i BC вихiдного △ ABC є перпендикулярними. Звiдки вихiдний △ ABC –
прямокутний, що суперечить умову задачi.

4.1.3) Припустимо тепер, що точки A′, B′, C ′ є попарно рiзними,
i, наприклад, саме точка A′ лежить (на прямiй q ) мiж точками C ′ i
B′ . Тодi, як випливає з етапу «Аналiз», для гострокутного △ ABC кут
C ′A′B′ = 1800 − 2α . З iншого боку ∠C ′A′B′ = 1800 . Звiдки α = 00 . А
такого трикутника не iснує.
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4.2. З урахуванням пункту 4.1. задача про вiдновлення (шукано-

го) трикутника за точками A′, B′, C ′унеможливлює випадки 4.1.1),
4.1.2) та 4.1.3) (бо за умовою задачi точки A′, B′, C ′ першочергово визнача-
лися вершинами гострокутного △ ABC , що, в свою чергу, вiдразу накладає
додаткову вимогу на «неприналежнiсть» точок A′, B′, C ′ однiй прямiй.

4.4.1) iснування шуканої фiгури (вiдновлення вихiдного трикутни-
ка) гарантується можливiстю виконання кожної з побудов 2.1. – 2.7.

Зауважимо, що прямi l , m i n попарно перетинаються, утворюючи
саме △ A0B0C0 . Останнє не важко показати методом вiд супротивного.

4.4.2) єдинiсть шуканого розв’язку (вiдновлення вихiдного трикут-
ника) даної позицiйної задачi на побудову випливає з етапу «Доведення».

Таким чином, дана задача завжди має єдиний розв’язок!

ДОПОВНЕННЯ до задачi 4.

«Базова задача №1»: побудувати бiсектрису даного кута MNP .
Для розв’язання задачi можна виконати наступнi елементарнi побудови:
2.1.1) Побудуємо коло ω1 = ω (N ; r) з центром в точцi N довiльного ра-
дiусу r > 0 . Точки перетину ω1 з променями [NM) i [NP ) позначимо як
M ′ i N ′ вiдповiдно.
2.1.2) Побудуємо коло ω2 = ω (M ′; r) з центром в точцi M ′ радiусу r .
2.1.3) Побудуємо коло ω3 = ω (P ′; r) з центром в точцi P ′ радiусу r . Тодi
ω2 i ω3 завжди перетинаються у двох рiзних точках – N i N ′ .

Промiнь NN ′ – шукана бiсектриса даного ∠MNP .
«Базова задача №2»: через дану точку P на данiй прямiй (MN)

провести пряму l , яка перпендикулярна до прямої MN .
Для розв’язання задачi можна виконати наступнi елементарнi побудови:
2.4.1) Побудуємо коло ω1 = ω (P ; r) з центром в точцi P i довiльного
радiусу r > 0 . Точки перетину ω1 з прямою MN позначимо як M ′ , N ′ .
2.4.2) Побудуємо коло ω2 з центром в точцi M ′ радiусу R > r .
2.4.3) Побудуємо коло ω3 = ω (P ′;R) з центром в точцi P ′ радiусу R .
Тодi ω2 i ω3 завжди перетинаються у двох рiзних точках – P1 i P2 .

Пряма PP1 – шукана пряма (яка спiвпадає з прямою PP2 ).
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Задача 5.

Розв’яжемо рiвняння

x+

√
a+

√
x = a. (11.5.1)

ОДЗ:

{
x > 0
√
x > −a.

Оскiльки на всiй ОДЗ x +
√√

x+ a > 0 , то при a < 0 рiвняння (11.5.1)
не має (дiйсних) розв’язкiв.

1. Нехай a = 0 , тодi (11.5.1) набуває вид

x+

√√
x = 0 ⇔

{
x = 0√√

x = 0
⇒ x = 0.

Таким чином, при a = 0 коренем рiвняння (11.5.1) є x = 0 .
2. Нехай a > 0 . Подамо (11.5.1) у наступному виглядi√√

x+ a = a− x, (11.5.2)

яке є рiвносильним системi{ √
x+ a = a2 − 2ax+ x2

a− x > 0
(11.5.3)

Розглянемо 1-ше рiвняння системи (11.5.3) як квадратне рiвняння вiд-
носно параметра a

a2 − a (2x+ 1) + x2 −
√
x = 0. (11.5.4)

D = (2x+ 1)2 − 4
(
x2 −

√
x
)
= 4x2 + 4x+ 1− 4x2 + 4

√
x =

= 4x+ 4
√
x+ 1 = (2

√
x+ 1)

2 .

Тодi a =
2x+ 1∓ (2

√
x+ 1)

2
. Звiдки

a =
2x+ 1− (2

√
x+ 1)

2
= x−

√
x або a =

2x+ 1 + (2
√
x+ 1)

2
= x+

√
x+1 .
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Розглянемо окремо кожен з випадкiв:
2.1. Нехай

a = x−
√
x. (11.5.5)

Введемо замiну
√
x = t , t > 0 (⋆) . Тодi рiвняння (11.5.5) набуває вид

t2 − t− a = 0. (11.5.6)

D1 = 1 + 4a > 0 . Звiдки t =
1∓

√
1 + 4a

2
. А з урахуванням умови (⋆)

t =
1 +

√
1 + 4a

2
. Звiдки

√
x =

1 +
√
1 + 4a

2
, а

x =
(
1+

√
1+4a
2

)2
= 1

4

(
2 + 4a+ 2

√
1 + 4a

)
= a + 1

2

(
1 +

√
1 + 4a

)
> a , що

суперечить 2-iй нерiвностi системи (11.5.3).
2.2. Нехай тепер

a = x+
√
x+ 1. (11.5.7)

Введемо замiну
√
x = t , t > 0 (⋆) . Тодi рiвняння (11.5.7) набуває вид

t2 + t+ 1− a = 0, (11.5.8)

дискримiнант якого D2 = 4a− 3 :
2.2.1) якщо 0 < a < 3

4 , то рiвняння (11.5.8), а разом iз ним рiвняння
(11.5.7) та дане рiвняння (11.5.1) не мають розв’язкiв;
2.2.2) якщо a = 3

4 , то t = −1
2 , яке не задовольняє умову (⋆) ;

2.2.3) якщо a > 3
4 , то t =

−1∓
√
4a− 3

2
, а з урахуванням умови (⋆)

t =
−1 +

√
4a− 3

2
, причому тiльки для a > 1 . Звiдки при a > 1

√
x =

√
4a− 3− 1

2
, x =

1

4

(
4a− 2− 2

√
4a− 3

)
= a− 1

2

(
1 +

√
4a− 3

)
.

Очевидно, що x = a− 1
2

(
1 +

√
4a− 3

)
< a i тому 2 нерiвнiсть системи

(11.5.3) виконується. Таким чином, при a > 1 розв’язком даного рiвняння
(11.5.1) є x = a− 1

2

(
1 +

√
4a− 3

)
.

Вiдповiдь: якщо a = 0 , то x = 0 ;
якщо a < 0 або 0 < a < 1 , то рiвняння не має розв’язкiв;
якщо a > 1 , то x = a− 1

2

(
1 +

√
4a− 3

)
.



ЧАСТИНА IV.
Умови завдань III етапiв (обласних)
Всеукраїнських учнiвських олiмпiад з
математики 2011-2015 рр.

2011 рiк

7 клас
1. Цiна автомобiля спочатку зросла на 7%, а потiм знизилася на 15 %. На
скiльки вiдсоткiв змiнилася цiна автомобiля пiсля двох переоцiнок?.
2. Iз дошки 8 × 8 по клiтинках вирiзали 12 прямокутникiв 1 × 2 . Чи
обов’язково iз частини, яка залишилася, можна «по клiтинках» вирiзати
прямокутник 1× 3 ? Вiдповiдь обґрунтуйте.
3. Антон i Рома написали на 1000 картках усi цiлi числа вiд 0 до 999 .
Пiсля цього роздiлили усi картки мiж собою. Кожний iз них виклав усi свої
картки в ряд i одержав багатоцифрове число. Чи можуть багатоцифровi
числа Антона i Роми спiвпасти? Вiдповiдь обґрунтуйте.
4. Яку найбiльшу кiлькiсть рiзних натуральних чисел можна вибрати так,
щоб сума будь-яких трьох iз них була простим числом? Вiдповiдь обґрун-
туйте.
5. На математичну олiмпiаду прийшли 125 семикласникiв, причому ко-
жний був знайомий рiвно з 10 семикласниками. Оскiльки задачi виявилися
складними, то через деякий час олiмпiаду покинула деяка кiлькiсть семи-
класникiв. З’ясувалося, що кожний семикласник, який залишився на олiм-
пiадi, знову мав однакову кiлькiсть знайомих серед тих семикласникiв, що
залишилися розв’язувати задачi. Чи були знайомi серед тих семикласникiв,
що пiшли з олiмпiади? Вiдповiдь обґрунтуйте.
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8 клас
1. При яких натуральних n серед чисел n, n+1, n+2, ..., n2 можна вибра-
ти 4 попарно рiзних числа a, b, c, d , для яких виконується рiвнiсть ab = cd .
Вiдповiдь обґрунтуйте.
2. На сторонах AB , BC i CA трикутника ABC вибранi точки X , Y i
Z так, що AX = BY , XZ||BC i при цьому ∠XY B = ∠BAC . Доведiть,
що BZ – бiсектриса кута ABC .
3. Знайти усi пари (x, y) натуральних чисел, якi задовольняють рiвнянню:

9x2 + 3y = y2 + 8.

4. Двоє гравцiв по черзi ставлять королiв на шахову дошку: перший гра-
вець – бiлих королiв, другий – чорних. Не дозволяється ставити свого ко-
роля пiд бiй короля супротивника. Програє той, хто на зможе зробити хiд.
Хто виграє при правильнiй грi?
5. У Андрiйка є 2010 монет, серед яких щонайменше 1006 монет справ-
жнi. Вiдомо, що всi справжнi монети важать однаково, а вага будь-якої
фальшивої монети вiдрiзняється вiд ваги справжньої. При цьому рiзнi фаль-
шивi монети можуть мати рiзну вагу. Чи зможе Андрiйко, за не бiльше нiж
2007 зважувань, на терезах без гир, знайти хоча б одну справжню монету?

9 клас
1. Доведiть, що якщо для додатних чисел a, b i c справджується рiвнiсть

x
(
a2 + ab+ b2

)
+ y

(
b2 + bc+ c2

)
= (x+ y)

(
c2 + ca+ a2

)
,

то
x (b− c) = y (a− b) .

2. Буратiно на полi чудес посадив дерево, на якому виросло 185 однакових
за зовнiшнiм видом монет. Вiд мудрої Старої Черепахи Тортiли вiн дiзнався,
що серед цих монет рiвно 7 є фальшивими, причому всi фальшивi монети
важать однаково, усi справжнi монети також важать однаково, але фаль-
шива монета легша за справжню. Чи зможе Буратiно за три зважування на
шалькових терезах без гiр вибрати для Папи Карла 23 справжнi монети?
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3. У трапецiї ABCD точки P i Q є серединами основ AD i BC вiдпо-
вiдно (BC < AD ). Вiдомо, що AB = BC , а точка P лежить на бiсектрисi
кута ABC . Знайдiть вiдношення довжин вiдрiзкiв BD i PQ .

4. Учасник обласної олiмпiади юних математикiв у своїй роботi ствер-
джує, що вiн знайшов такi цiлi числа m i n , що дрiб

7m+ 4

5m+ 1
скоротився

на натуральне число p > 1 , а дрiб
7n+ 4

5n+ 1
– на натуральне число q > p .

Чи правий вiн?

5. Гриць та Олег по черзi (першим робить свiй хiд Гриць) зафарбовують
клiтинки таблицi розмiром 2011×2011 (роздiленої на 20112 клiтинок розмi-
ром 1×1 ). За один хiд гравець може зафарбувати таку ще не зафарбовану
клiтинку, що в одному рядку з нею не бiльше одної зафарбованої клiтинки.
Переможеним вважається той гравець, хто не може зробити свiй черговий
хiд. Хто з гравцiв може забезпечити собi перемогу?

10 клас

1. Розв’язати систему рiвнянь


x5 − 10y3 + 9z = 0,

y5 − 10z3 + 9x = 0,

z5 − 10x3 + 9y = 0.

2. В опуклому чотирикутнику ABCD точки E i F обрано на сторонах
BC i AB вiдповiдно. Нехай O – точка перетину вiдрiзкiв AE i CF . Вiдо-
мо, що в чотирикутники OFBE та OADC можна вписати кола. Доведiть,
що

a) в чотирикутник ABCD також можна вписати коло;

b) кола, вписанi в трикутники ACD i ABC , дотикаються одне до
одного.

3. Знайти всi такi пари додатних рацiональних чисел (x, y) , що числа
{x}+

{
1
y

}
та {y}+

{
1
x

}
будуть цiлими. Тут {x} = x−[x] , а [x] – найбiльше

цiле число, яке не перевищує x .

4. Нехай x та y – будь-якi дiйснi числа. Доведiть, що(
x2 − x+ 1

) (
y2 − y + 1

)
> 2 (x+ y) (x− 1) (y − 1) .

При яких значеннях x та y досягається знак рiвностi?
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5. Шаховий король обiйшов шахову дошку, побувавши на кожному полi
по одному разу i повернувся останнiм ходом на початкове поле. Доведiть,
що при цьому король зробив парну кiлькiсть дiагональних ходiв.

11 клас

1. Розв’язати рiвняння 1 + 3
√
3 · 12x = 3

√
3 · 27x − 64x .

2. Для довiльних дiйсних чисел x , y , z , що належать числовому промiж-
ку [0, 1] , доведiть нерiвнiсть(

x4 + y4 + z4
)
+
(
x5 + y5 + z5

)
+ (x− y)6 + (y − z)6 + (z − x)6 6 6.

3. Дано рiвнобедрений трикутник ABC (AC = BC) , BM – його медiа-
на. На цiй медiанi вiдмiтили точку N так, що ∠BAN = ∠CBM . Доведiть,
що бiсектриса кута CNM перпендикулярна прямiй AN .
4. Чи iснує опуклий многогранник, у якого:

a) немає трьох граней з однаковою кiлькiстю ребер;
b) всi гранi мають рiзну кiлькiсть ребер?

5. Знайти дроби
tgα · tg β · tg γ
tgα+ tg β + tg γ

i
sinα sin β sin γ

sin (α + β + γ)
, якщо числа α , β i

γ вибранi так, що обидва дроби додатнi i один з них втричi бiльший за
другого.
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2012 рiк

7 клас
1. Обчислiть без калькулятора:

2012

20122012201220122 − 2012201220122011 · 2012201220122013
.

2. Доведiть, що
(a+ b)2 − (c+ d)2 + (a+ c)2 − (b+ d)2 = 2 (a− b) (a+ b+ c+ d) .

3. На сторонах шестикутника записаного по одному числу, а у кожнiй його
вершинi – число, яке дорiвнює сумi двох чисел на сторонах, що виходять з
вершини. Пiсля цього всi числа на сторонах i в однiй з вершин стерли. Чи
можна вiдновити стерте число у вершинi? Вiдповiдь обґрунтуйте.
4. Знайдiть найменше натуральне число, бiльше вiд одиницi, яке дiлиться
на 2. 3, 5, 7 та при дiленi на 11 дає в залишку 1.
5. В клiтинках 4 × 4 розставленi числа, як показано на рис. 19 a) . На
кожному кроцi дозволяється взяти п’ять клiтинок, що утворюють фiгурку,
зображену на рис. 19 b) , i додати до чисел, якi стоять у цих клiтинках по
одиницi (фiгурку можна повертати i перевертати). Чи можна, виконавши
деяку кiлькiсть таких крокiв, зробити всi числа в таблицi рiвними? 

2 0 1 1 

0 0 1 1 

1 1 0 0 

1 1 0 2 
 

  

 

)a   )b  

 

 Рис. 19: до задачi 5

8 клас
1. Знайдiть всi цiлi числа p , для яких рiвняння x2 + px + 2011 = 0 має
цiлий корiнь.
2. Гриб вважаємо поганим, якщо у ньому бiльше, нiж 6 хробакiв. Хробака
назвемо голодним, якщо вiн з’їв не бiльше 1/7 гриба. П’ята частина всiх
грибiв у лiсi погана. Доведiть, що голодних хробакiв не менше, нiж 1/30

вiд всiх хробакiв.
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3. Чи можна не бiльше, нiж за 99 зважувань на терезах без гiрок знайти
найлегшу i найважчу монети серед 67 монет, будь-якi двi з яких мають рiзну
вагу? Вiдповiдь обґрунтуйте.
4. Доведiть, що пряма, яка проходить через середину сторони трикутника
i є паралельною до бiсектриси протилежного кута, розбиває цей трикутник
на два многокутники однакового периметра.
5. У клiтинках розмiром 8 × 8 записанi попарно рiзнi натуральнi числа,
кожне з яких є простим або добутком двох простих чисел. Вiдомо, що для
будь-якого числа a з таблицi в тому самому рядку або в тому самому стов-
пчику iснує число, яке не є взаємно простим з a . Знайдiть найбiльшу мож-
ливу кiлькiсть простих чисел в таблицi.

9 клас

1. Цiлi числа a , b , c задовольняють умову ab+bc = 1 . Доведiть, що число
A =

(
1 + a2

) (
1 + b2

) (
1 + c2

)
є повним квадратом натурального числа.

2. Петро i Дмитро виїхали опiвднi з мiста A до мiста B на велосипедах.
Одночасно з B до A на велосипедi виїхав Юрко. Усi вони їдуть зi сталими,
але рiзними швидкостями. О другiй годинi дня Дмитро був рiвно посере-
динi мiж Петром i Дмитром. О котрiй годинi Петро був рiвно посерединi
мiж Дмитром i Юрком, якщо вiдомо, що цей момент усi троє були ще у до-
розi? Вiдповiдь обґрунтуйте. (У цiй задачi мається на увазi, що хлопчики,
доїхавши до пунктiв A i B вiдповiдно, не припиняють рухатись та їдуть
далi).
3. Дано вписаний чотирикутник ABCD . Нехай P – середина дуги AD

кола, описаного навколо цього чотирикутника, яка не мiстить точок B i C ,
M – точка перетину вiдрiзка AC i BP , а N – точка перетину вiдрiзка BD

i CP . Вiдомо, що MP = NP . Доведiть, що прямi BC та AD паралельнi.
4. Чи iснує опуклий 2012 -кутник, в якого всi кути дорiвнюють цiлому
числу градусiв? Вiдповiдь обґрунтуйте.
5. Доведiть, що для довiльних додатних дiйсних чисел x , y i z має мiсце

нерiвнiсть
x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x+ y
> x+ y + z

2
.
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10 клас

1. Розв’язати рiвняння:
√

x+ 3− 4
√
x− 1 +

√
x+ 8− 6

√
x− 1 = 1

2. a , b , c – сторони трикутника. x i y – додатнi числа, такi, що
(x− 1) (y − 1) > 1 . Доведiть, що a2x+ b2y > c2 .
3. Знайти всi пари натуральних чисел (m , n ), такi, що

nm ·m! = mn · n!

i довести, що iнших не iснує.
4. Навколо гострокутного трикутника ABC описано коло. Висоти три-
кутника з вершин A i C перетинають коло в точках E та F вiдповiдно.
D – довiльна точка на (меншiй) дузi AC , K – точка перетину AB i DF ,
L – точка перетину BC i DE . Довести, що прямi KL , AE i CF перети-
наються в однiй точцi.
5. n – цiле число. m = n2 + 2011 – 45 -цифрове число, в запису якого
немає нулiв. Довести, що в числi m можна закреслити декiлька цифр (але
не всi), так що отримане в результатi число буде дiлитися на 273 .

11 клас

1. Задача №1 для 10 класу.
2. Чи iснує опуклий 13 -кутник, який можна розрiзати на квадрати та
рiвностороннi трикутники?
3. Задача №4 для 10 класу.
4. Якi значення може приймати x , y , z такi, що x + y + z = 3 i
x2 + y2 + z2 = 7 .

5. Додатнi числа x , y , z такi, що: x2 + xy +
y2

3
= 10 ,

y2

3
+ z2 = 5 ,

z2 + zx+ x2 = 13 . Якi значення може набувати вираз xy + 2yz + 3zx ?
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2013 рiк

Рiвень «А»

7 клас

1. Знайдiть усi такi чотирицифровi числа abcd , для яких виконується рiв-
нiсть abcd+ abc+ ab+ a = 2013 .
2. Серед 25 монет є рiвно 2 фальшивi. Є чарiвна скринька, в яку можна
покласти 2 монети, i вона покаже кiлькiсть фальшивих монет у цiй парi.
Покажiть, як можна визначити обидвi фальшивi монети не бiльше, нiж за
13 таких операцiй.
3. Петрик послiдовно виписує в рядок на дошцi остачi вiд дiлення деякого
натурального числа n на 10, 11, 12, . . . , 20 . Виявилося, що кожне наступне
записане число бiльше за попереднє. Доведiть, що в рядку записано 11 по-
слiдовних цiлих чисел (тобто кожне наступне число бiльше за попереднє на
1).
4. Прямокутне примiщення роздiлене на 16 прямокутних кiмнат. Комен-
дант вимiряв периметри восьми кiмнат. Сiм з восьми результатiв його вимi-
рювань схематично (тобто без урахування справжнiх розмiрiв кiмнат) пока-
зано на малюнку нижче, а результат восьмого позначено через x . Знайдiть
значення x .

 

Рис. 20: до задачi 4

5. З картону вирiзано декiлька прямокутникiв. На площинi намальовано
квадрат, сторона якого не менша за будь-яку сторону кожного з прямоку-
тникiв, а периметр не менший за суму периметрiв прямокутникiв. Доведiть,
що всi вирiзанi прямокутники можна без перекриттiв розмiстити в намальо-
ваному квадратi (тобто будь-якi два прямокутники можуть мати тiльки такi
спiльнi точки, якi лежать на їхнiх сторонах, i точки жодного з прямокутни-
кiв не можуть вийти за межi квадрата).
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8 клас
1. Чебурашка та Крокодил Гена з’їли торт. Чебурашка їв удвiчi повiльнiше
за Крокодила Гену, але почав їсти на хвилину ранiше. З’ясувалося, що вони
з’їли порiвну. За який час Чебурашка сам з’їв би цей торт?
2. Вiдомо, що трицифрове число mnk на 1 бiльше за трицифрове число
abc . Доведiть, що число abcmnk не може дiлитися без остачi на 13.
3. На дошцi написанi числа 1, 2, 3, ..., 4027, 4028. Миколка та Андрiйко
по черзi закреслюють числа, причому Миколка ходить першим. За один
хiд можна закреслити тiльки одне з ранiше незакреслених чисел. Андрiйко
хоче, щоб пiсля його 2013 -го ходу на дошцi залишилися два послiдовнi
числа (рiзниця яких дорiвнює 1). Чи завжди вiн зможе цього досягти?
4. Знайдiть усi пари простих чисел p i q , для яких число p3+ q2 є кубом
деякого натурального числа.
5. У гострокутному трикутнику ABC проведено бiсектриси AA1 i BB1 .
Вiдомо, що на вiдрiзку CB1 iснує така точка M , що CM = CA1 . Через
точку M проведено пряму, паралельну BB1 , яка перетинає пряму AB в
точцi N . Доведiть, що A1N = A1M .

9 клас
1. Вiдомо, що a ̸= b та рiвняння ax2013+x2012+b = 0 i bx2013+x2012+a = 0

мають спiльний дiйсний корiнь. Знайдiть a+ b .
2. Знайдiть усi такi пари простих чисел p i q , для яких має мiсце рiвнiсть
p5 − (4p− q)2 = 2q2 .
3. Доведiть, що для будь-яких дiйсних чисел a , b i c виконується нерiв-
нiсть 3a2 + b2 + c2 + bc > 3a(b+ c) .
4. Нехай H – точка перетину висот AQ , BL i CP гострокутного три-
кутника ABC , K – спiльна точка вiдрiзкiв PQ i BH , M – середина
сторони AC , N – середина вiдрiзка BH . Промiнь BL перетинає описане
коло трикутника ABC в точцi D , вiдмiннiй вiд B . Вiдомо, що KQ = HQ .
Доведiть, що прямi MN i AD перпендикулярнi.
5. Керiвник математичного гуртка намалював на дошцi таблицю розмiру
30× 30 i запропонував учням заповнити її числами 1, 2, ..., 900 , записуючи
щосекунди в якусь порожню клiтинку на свiй розсуд одне з тих чисел, що
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не використовувалось ранiше. Чи зможуть учнi виконати завдання так, щоб
у будь-який момент анi в жодному рядку, анi в жодному стовпцi сума всiх
записаних чисел не давала остачу 1 вiд дiлення на 3?

10 клас
1. Розв’яжiть рiвняння x2013 − x2014 =

{
2015 + x

1 + [x]

}
(тут [a] – цiла частина числа a , тобто найбiльше цiле число, яке не пере-
вищує a ; {a} = a− [a] – дробова частина числа a ).
2. Натуральне число a має рiвно 6 рiзних натуральних дiльникiв (вклю-
чаючи 1 i саме число a ). Аналогiчно, натуральне число b має рiвно 9 рi-
зних натуральних дiльникiв, а натуральне число c має рiвно 14 рiзних
натуральних дiльникiв. Вiдомо, що НСД(a, b, c) = 10 . Знайдiть усi можли-
вi значення добутку НСД(a, b) · НСД(b, c) · НСД(c, a) . (Тут НСД(x, y) –
найбiльший спiльний дiльник натуральних чисел x i y , НСД(a, b, c) – най-
бiльший спiльний дiльник натуральних чисел a , b i c )
3. Вiдомо, що додатнi дiйснi числа x , y i z задовольняють нерiвнiсть
3x+ 4y + 6z 6 12 . Доведiть, що

√
x+

√
y +

√
z 6 3 .

4. Нехай AK , BL i CM – висоти гострокутного трикутника ABC . Вi-
домо, що LM = 5 см, MK = 12 см, KL = 13 см. Обчислiть площу
трикутника ABC .
5. По колу записали 672 натуральних числа a1, a2, . . . , a672 , серед яких
немає жодних двох рiвних, причому вiдомо, що a1 + a2 + . . .+ a672 = 2013 ,
i ak ̸= 1342 для всiх k , 1 6 k 6 672 . Доведiть, що завжди можна вибрати
декiлька записаних поспiль чисел, сума яких дорiвнює 1342 .

11 клас
1. Зобразiть на координатнiй площинi xOy множину всiх точок, коорди-
нати яких задовольняють рiвнiсть sin x+ cos y = sin y + cosx .
2. Для x ∈ (0; 1) та y ∈ (0; 1) знайдiть найбiльше можливе значення
виразу

xy(1− x− y)

(x+ y)(1− x)(1− y)
.

3. Нехай вписане коло трикутника ABC дотикається до його сторiн AB ,
AC i BC в точках D , E i F вiдповiдно. Пряма, яка проходить через
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точку F i центр цього кола, перетинає вiдрiзок DE в точцi L . Доведiть,
що пряма AL проходить через середину сторони BC .
4. Знайдiть усi такi визначенi на множинi всiх дiйсних чисел числовi фун-
кцiї f , що для будь-яких x ∈ R i y ∈ R має мiсце рiвнiсть

f (xf(y)) + f (y + f(x))− f (x+ yf(x)) = x.

5. Задача №5 рiвня «А» для 10 класу.

Рiвень «Б»

7 клас

1. Задача №1 рiвня «А» для 7 класу.
2. Серед 25 монет є рiвно 2 фальшивi. Є чарiвна скринька, в яку можна
покласти 2 монети, i вона покаже кiлькiсть фальшивих монет у цiй парi.
Покажiть, як можна визначити обидвi фальшивi монети не бiльше, нiж за
14 таких операцiй.
3. Андрiй, Микола, Олена, Сергiй i Дарина посiли п’ять перших мiсць на
математичнiй олiмпiадi (жодне з мiсць не було роздiлено мiж декiлькома
учасниками). Кожен з них знає, яке мiсце вiн зайняв. Олена знає, що рiзниця
мiсць Сергiя й Андрiя (у вказаному порядку) дорiвнює двом. Також вона
знає, що Дарина зайняла не перше мiсце, i тому Олена може вiдновити
розподiл мiсць мiж цiєю п’ятiркою учасникiв олiмпiади. Яке мiсце зайняла
Дарина?
4. Задача №3 рiвня «A» для 7 класу.
5. Задача №4 рiвня «A» для 7 класу.

8 клас
1. Задача №1 рiвня «A» для 8 класу.
2. Керiвник математичного гуртка дав учням завдання виписати в поряд-
ку зростання всi чотирицифровi числа abcd , в яких 1 6 a < b < c < d 6 9 .
Яке число буде записаним на 53 -му мiсцi?
3. Задача №3 рiвня «A» для 8 класу.
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4. Дано гострокутний трикутник ABC . Кола k1 i k2 проходять через
вершину A i дотикаються до прямої BC в точках B i C вiдповiдно. Висота
BK трикутника ABC перетинає коло k1 у точцi P , вiдмiннiй вiд B , а
висота CL перетинає коло k2 в точцi Q , вiдмiннiй вiд C . Доведiть, що
точки A , P i Q лежать на однiй прямiй.
5. Задача №4 рiвня «A» для 8 класу.
9 клас
1. Сума двох натуральних чисел дорiвнює 20132013 , i якщо в одному з
них закреслити останню цифру, то отримаємо друге число. Знайдiть усi такi
пари чисел.
2. Задача №1 рiвня «A» для 9 класу.
3. У трапецiї ABCD з основами AD i BC , AD > BC , дiагоналi AC

i BD перетинаються в точцi E . Дотична до описаного кола трикутника
BCE , проведена в точцi E , перетинає пряму AD в точцi F так, що точка
D лежить мiж точками A i F . Вiдомо, що AF = a , AD = b . Знайдiть
довжину вiдрiзка EF .
4. Доведiть, що для довiльних додатних дiйсних чисел x , y i z має мiсце
нерiвнiсть

x(y − x)

x+ y
+

y(z − y)

y + z
6 z − x

2
.

5. Задача №5 рiвня «А» для 9 класу.
10 клас
1. Чи можна зобразити на прямiй шiсть вiдрiзкiв так, щоб серед будь-
яких трьох зображених вiдрiзкiв знайшлися принаймнi два, якi мають хоча
б одну спiльну точку, i кожна точка прямої належала щонайбiльше трьом
зображеним вiдрiзкам? (Вважається, що кiнцi вiдрiзкiв належать самим вiд-
рiзкам.)
2. Знайдiть усi такi пари натуральних чисел m i n , для яких виконується
рiвнiсть mn−

√
m2 + n2 = 7 .

3. Вiдомо, що додатнi дiйснi числа x i y задовольняють нерiвнiсть
2x+ 7y 6 14 . Доведiть, що

√
x+

√
y 6 3 .

4. Задача №4 рiвня «А» для 9 класу.
5. Задача №5 рiвня «А» для 10 класу.
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11 клас
1. Задача №1 рiвня «А» для 11 класу.
2. Задача №1 рiвня «А» для 10 класу.
3. У трикутнику ABC AB = 16 см, BC = 25 см, AC = 39 см. Пряма,
яка проходить через центр вписаного кола трикутника ABC i середину M

сторони BC , перетинає висоту AD цього трикутника в точцi P . Знайдiть
довжину вiдрiзка AP .
4. Задача №4 рiвня «А» для 11 класу.
5. Нехай x1 – довiльне дiйсне число, i для всiх натуральних n виконується
рiвнiсть

xn+1 =
√
7 · xn + 2

√
x2n + 4.

Доведiть, що серед чисел x1, x2, . . . , x2013 принаймнi 1005 чисел є iррацiо-
нальними.

2014 рiк

Завдання достатнього рiвня

вiдбiркового туру III етапу (26 сiчня 2014р.)

7 клас
1. Вiдомо, що в понедiлок Настя добиралася на автомобiлi на роботу бiль-
ше однiєї години. Також вiдомо, що протягом будь-якої години руху сере-
дня швидкiсть її автомобiля дорiвнювала 80 км/год. Чи могла його середня
швидкiсть протягом усього шляху дорiвнювати 100 км/год? Вiдповiдь об-
ґрунтуйте.
2. У Олесi є необмежена кiлькiсть цифр 3 та рiвно одна цифра 4. Вона
хоче утворити число, яке б дiлилося на найбiльшу можливу кiлькiсть чисел
з множини { 1, 2, 3, ..., 9 } . Яке найменше число може утворити Олеся?
Вiдповiдь обґрунтуйте.
3. У клiтини дошки 6× 6 можна ставити зiрочки (не бiльше 1 зiрочки у
клiтину) таким чином, щоб у кожному рядку, кожному стовпчику та кожнiй
з двох великих дiагоналей було не бiльше нiж 3 зiрочки. Яку максималь-
ну кiлькiсть зiрочок можна поставити на дошку за таких умов? Вiдповiдь
обґрунтуйте.
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4. Сторони трикутникiв ABC та ACD задовольняють такi умови:
AB = AD = 3 см, BC = 7 см, DC = 11 см. Якi значення може приймати
довжина сторони AC , якщо вона дорiвнює цiлiй кiлькостi сантиметрiв, є
середньою у ∆ACD та найбiльшою у ∆ABC ? Вiдповiдь обґрунтуйте.

8 клас
1. Вiдомо, що в понедiлок Настя добиралася на автомобiлi на роботу бiль-
ше однiєї години. Також вiдомо, що протягом будь-якої години руху сере-
дня швидкiсть її автомобiля дорiвнювала 80 км/год. Чи могла його середня
швидкiсть протягом усього шляху дорiвнювати 100 км/год?
2. Вiдомо, що M та N два послiдовних чотирицифрових числа. Яке най-
бiльше значення може приймати рiзниця мiж сумами цифр чисел M та
N ?
3. Чи можна розставити у комiрках таблицi 3× 5 числа 1, 2, ..., 15 таким
чином, щоб:
a) суми чисел в усiх рядках були однаковi, а також, щоб суми чисел в усiх
стовпчиках були однаковi, але, можливо, вiдмiннi вiд сум чисел у рядках;
b) суми чисел в усiх трьох рядках та усiх п’яти стовпчиках були однаковi?
4. Простi числа p, q та натуральнi x, y задовольняють умови: x < p ,
y < q та p

x +
q
y – цiле число. Доведiть, що x = y .

5. На сторонi AB трикутника ABC вiдмiтили точку K . Вiдрiзок CK

перетинає медiану AM у точцi F . Вiдомо, що AK = AF . Знайдiть вiдно-
шення MF : BK .

9 клас
1. Знайдiть натуральне число n , для якого iснує найбiльша кiлькiсть пар
ненульових цифр a, b , що задовольняють умову: ab− ba = n .
2. Два кола c1, c2 проходять через центр O кола c та дотикаються до
нього внутрiшнiм чином у точках A та B вiдповiдно. Доведiть, що на
прямiй AB лежить спiльна точка кiл c1, c2 .
3. a) Чи можна розставити у комiрках таблицi 3 × 5 числа 1, 2, ..., 15
таким чином, щоб суми чисел в усiх рядках були однаковi, а також, щоб
суми чисел в усiх стовпчиках були однаковi, але, можливо, вiдмiннi вiд сум
чисел у рядках?
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b) Чи можна розставити у комiрках таблицi 4× 5 числа 1, 2, ..., 20
таким чином, щоб суми чисел в усiх рядках були однаковi, а також, щоб
суми чисел в усiх стовпчиках були однаковi, але, можливо, вiдмiннi вiд сум
чисел у рядках?

4. Знайдiть усi такi натуральнi n , для яких числа 12n−119 та 75n−539

є точними квадратами натуральних чисел.

5. Дiйснi числа a, b задовольняють умову: a2014 + b2014 = a2016 + b2016 .
Доведiть, що справджується нерiвнiсть: a2 + b2 6 2 .

10 клас

1. Розв’яжiть нерiвнiсть:
(x+ 1)4

(x− 1)3
+

x− 1

16
> (x+ 1)2

2(x− 1)
.

2. Чи iснують четвiрки дiйсних чисел a, b, c, d , що задовольняють умови:

a+ b+ c = d та 1
ab +

1
ac +

1
bc =

1
ad +

1
bd +

1
cd .

3. Розв’яжiть у натуральних числах x, y, z систему рiвнянь:{
2x2 = 4y2 + 3z2 + 2,

13x = 4y + 3z + 29.

4. У трикутнику ABC сторона AC = 1
2(AB + BC) , BL – бiсектриса

∠ABC , K, M – середини сторiн AB i BC вiдповiдно. Знайдiть величину
∠KLM , якщо ∠ABC = β .

5. На дошцi записаний вираз ∗ ∗ ...∗ , що складається з непарної кiлькостi
зiрочок. Андрiй та Олеся грають у таку гру: вони по черзi (Андрiй перший)
замiнюють будь-яку ще не замiнену зiрочку будь-якою цифрою (на 1 мiсце
не можна ставити цифру 0). Якщо в рештi вийде число, що кратне 11, то
перемагає Андрiй, якщо нi, то – Олеся. Хто переможе при правильнiй грi?

11 клас

1. Знайдiть усi розв’язки рiвняння 2sinx = sin 2x на промiжку [ 0; π ) .

2. a) Вiдомо, що у нескiнченнiй арифметичнiй прогресiї натуральних
чисел є деякий член, який є k –м степенем натурального числа, бiльшого
вiд 1. Доведiть, що серед членiв прогресiї є нескiнченна кiлькiсть таких, що
також є k –ми степенями натуральних чисел.
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b) Чи iснує нескiнченна зростаюча арифметична прогресiя нату-
ральних чисел жоден член якої не є степенем натурального числа бiльше
першої?
3. Нехай a , b , c – сторони гострокутного трикутника. Доведiть, що√

a2 + b2 − c2 +
√

b2 + c2 − a2 +
√
c2 + a2 − b2 6

√
3 (ab+ bc+ ca).

4. Побудуємо для трикутника ABC коло S , що проходить через точку
B i дотикається до прямої CA у точцi A , коло T , що проходить через
точку C i дотикається до прямої BA у точцi A . Другу точку перетину кiл
S та T позначимо через D . Точку перетину прямої AD та описаного кола
∆ABC позначимо через E . Доведiть, що D – середина вiдрiзку AE .
5. Задача №5 для 10 класу.

2014 рiк

Завдання I туру III етапу

(07 лютого 2014р.)

7 клас

1. Яке з чисел бiльше:
a =

1

1007
+

1

1008
+ · · ·+ 1

2011
+

1

2012
чи b =

1

1008
+

1

1009
+ · · ·+ 1

2013
+

1

2014
?

Вiдповiдь обґрунтуйте.
2. Нехай x2 + y2 = 1 . Доведiть, що

(x− a)2 + (y − b)2 = (1− ax− by)2 + (ay − bx)2 .

3. Настя та Альоша задумали по натуральному числу: Настя — однозна-
чне, а Альоша — двозначне. Виявилось, що їх сума — двозначне число, за-
писане однаковими цифрами, а добуток — тризначне число, записане одна-
ковими цифрами. Якi числа були задуманi?
4. У країнi Лапландiї 12% мешканцiв не мають роботи. У столицi країни
ситуацiя краще: тiльки 4% мешканцiв не мають роботи. Але у провiнцiї аж
14% мешканцiв є безробiтними. Який вiдсоток мешканцiв країни Лапландiї
живе у столицi?
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8 клас

1. Якою цифрою закiнчується число 20132014 + 20142013 ?
2. Позначимо двi якi-небудь цифри буквами A та X . Доведiть, що шес-
тицифрове число XAXAXA дiлиться на 7 без залишку.
3. На сторонi BC квадрата ABCD взято точку K так, що ∠KAD = 600 .
Вiдрiзок KA перетинає дiагональ BD в точцi P , а бiсектриса кута CKA

перетинає сторону CD в точцi N . Доведiть, що трикутник CPN – рiвно-
стороннiй.
4. В першiй клiтинцi таблицi 1 × 2013 написане число 1 , а в останнiй –
число 2 . Петро та Василь по черзi записують числа у вiльнi клiтинки табли-
цi. Петро ходить першим i пише тiльки одиницi, а Василь – тiльки двiйки.
Коли вiльних клiтинок немає, Петро пiдраховує кiлькiсть пар сусiднiх клi-
тинок з однаковими числами в них, а Василь – з рiзними.
Якщо число Петра бiльше, то виграє Петро, в iншому випадку виграє Ва-
силь, Хто переможе при правильнiй грi? Висновок пояснiть.
5. Знайдiть всi пари простих чисел p та q , для яких число p3+q2 є кубом
деякого натурального числа.

9 клас

1. Знайдiть всi дiйснi числа x, y такi, що
x+ 6

y
+

13

xy
=

4− y

x
.

2. Вiдомо, що серед деяких n цiлих чисел сума кожних m чисел є непар-
ною (m < n) . Чи може число m бути парним? Вiдповiдь обгрунтуйте.
3. На катетi AB прямокутного трикутника ABE як на дiаметрi побудо-
вано коло, яке перетинає гiпотенузу AE у точцi C . З точки C проведено
дотичну до кола, яка перетинає катет BE у точцi D . Знайдiть вiдношення
BD : BE .
4. Доведiть, що число 11101 + 11102 + · · ·+ 112014 дiлиться на 133.
5. У будь-яких двох незнайомих людей у компанiї є рiвно двоє спiльних
знайомих. Даша та Тимур знайомi мiж собою, але не мають спiльних зна-
йомих. Доведiть, що Даша та Тимур мають однакову кiлькiсть знайомих в
цiй компанiї.
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10 клас

1. Розв’язати систему рiвнянь
xy + z = x+ y

zx+ y = z + x

yz + x = y + z.

2. Розв’язати в натуральних числах рiвняння 3x + 3y = 6z.

3. В коло радiуса R вписано правильний десятикутник A1A2 . . . A10 . Що
бiльше: A1A4 чи A1A2 +R ?
4. Знайти всi функцiї f , що визначенi на всiй множинi дiйних чисел, такi,
що при довiльних x , y та z виконується рiвнiсть:

f(x)f(y)f(z)− f(xyz) = x+ y + z + xy + yz + zx.

5. В клiтинках дошки 6× 6 написано цiлi числа. За один крок дозволяє-
ться обрати довiльний квадрат (розмiром бiльший нiж 1×1 ), сторони якого
йдуть по сторонах клiтинок дошки, i збiльшити всi числа, що знаходяться
в цьому квадратi, на 1 . Чи завжди за кiлька таких крокiв можна досягти
того, щоб всi числа на дошцi стали парними?

11 клас

1. Розв’язати систему рiвнянь


xy + z = 6

zx+ y = 6

yz + x = 6.

2. Розв’язати в цiлих числах рiвняння x4 + x3 + x2 + x = y2 + y.

3. Задача №3 для 10 класу.
4. Знайти всi функцiї f , що визначенi на всiй множинi дiйних чисел, такi,
що при довiльних x , y та z виконується нерiвнiсть:

f(x+ y) + f(y + z) + f(z + x) 6 3f(x+ 2y + 3z).

5. Задача №5 для 10 класу.
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2015 рiк8

8 клас

1. Петрик виписав усi послiдовнi натуральнi числа вiд 2015 до 3000 та змiг
вибрати 10 з них таких, що їх сума просте число. Чи могла i суми тих чисел,
що залишилися не вибраними, також у сумi давати просте число?
2. Петрик написав деяке натуральне число n . Пiсля цього вiн переставив
у цьому числi цифри i вийшло число m , яке виявилось у 3 рази менше n .

a) Чи обов’язково число n дiлиться нацiло на 9?
b) Чи обов’язково число n дiлиться нацiло на 27?

3. Для яких натуральних n квадрат n× n можна покрити прямокутни-
ками 1× 4 можливо в декiлька шарiв? Покрити у декiлька шарiв у даному
випадку означає, що кожна комiрка 1 × 1 покрита однаковою кiлькiстю
прямокутникiв.
4. По круглому треку їздять в одному напрямi з постiйними але попарно
рiзними швидкостями n > 3 велосипедистiв. У одного з них є фляга з во-
дою. У момент, коли вiдбувається зустрiч двох велосипедистiв, у одного з
яких фляга, вiдбувається миттєва передача цiєї фляги другому велосипе-
дисту. Вiдомо, що зустрiч трьох велосипедистiв в однiй точцi неможлива.

a) Чи може так трапитись, що iснують два велосипедисти, до яких
фляга жодного разу не потрапить, як довго б не їздили велосипедисти?

b) Чи може так трапитись, що iснує один велосипедист, до якого
фляга жодного разу не потрапить, як довго б не їздили велосипедисти?
5. Точка P лежить всерединi трикутника ABC i задовольняє умови
∠ABP = ∠PCA , точка Q така, що PBQC – паралелограм. Доведiть,
що ∠QAB = ∠CAP .

9 клас

1. В турнiрi брали участь 78 тенiсистiв, усi рiзного вiку. Усього було зiгра-
но 310 матчiв, причому нiякi двоє не грали мiж собою бiльше одного разу.

8Завдання розробленi кафедрою обчислювальної математики факультету кiбернетики Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка
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Доведiть, що можна вибрати 4-х тенiсистiв так, щоб або наймолодший у цiй
четвiрцi обiграв iнших трьох, або найстарший у цiй четвiрцi обiграв iнших
трьох.
2. З цифр 0, 1, 2, . . . , 9, використавши кожну рiвно один раз, утворили
5 двоцифрових чисел. Якщо найменше з них позначити через n , то iншi
дорiвнюють вiдповiдно 2n, 3n, 4n, 5n . Яке значення може приймати n ?
3. Для яких непарних натуральних n квадрат n× n можна покрити Z -
тетрамiно (рис. 21) можливо в декiлька шарiв? Покрити у декiлька шарiв у
даному випадку означає, що кожна комiрка 1× 1 покрита однаковою кiль-
кiстю тетрамiно, якi можна повертати та перегортати у будь-якому напрямi.

 Рис. 21: Z -тетрамiно

4. Задача №4 для 8 класу.
5. Вписаний у коло чотирикутник ABCD задовольняє умови AD = BD ,
M — точка перетину дiагоналей, I — центр кола вписаного у ∆BCM , N

— друга точка перетину прямої AC та описаного кола ∆BMI . Доведiть,
що AN ·NC = CD ·BN .

10 клас
1. Петрик на кожнiй перервi з’їдав цукерок бiльше нiж на попереднiй.
Скiльки вiн мiг з’їсти цукерок на 4-й перервi, якщо усього за 5 перерв вiн
з’їв 31 цукерку, при цьому на першiй перервi вiн з’їв у 3 рази менше нiж на
останнiй?
2. Задача №2 для 9 класу.
3. Для яких парних натуральних n квадрат n × n можна покрити Z -
тетрамiно (рис. 1) можливо в декiлька шарiв? Покрити у декiлька шарiв у
даному випадку означає, що кожна комiрка 1× 1 покрита однаковою кiль-
кiстю тетрамiно, якi можна повертати та перегортати у будь-якому напрямi.
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4. Дiйснi числа x, y, z такi, що x < y < z < 6 . Розв’яжiть систему нерiв-
ностей: 

1

y − x
+

1

z − y
6 2,

1

6− z
+ 2 6 x.

5. Задача №5 для 9 класу.

11 клас
1. Знайдiть найменше натуральне число, яке закiнчується на 16, має суму
цифр 16 та дiлиться на 16.
2. Дiйснi числа x, y, z задовольняють умову:

x+ y

z
=

y + z

x
=

z + x

y
. Якi

значення може приймати вираз
(x+ y)(y + z)(z + x)

xyz
?

3. Задача №3 для 10 класу.
4. Задача №4 для 10 класу.
5. На площинi дано два кола ω1 та ω2 з центрами O1 та O2 вiдповiдно,
якi дотикаються зовнiшнiм чином у точцi M , при цьому радiус кола ω2

бiльший за радiус кола ω1 . Розглянемо точку A ∈ ω2 таку, що точки O1 ,
O2 та A не колiнеарнi. AB та AC — дотичнi до кола ω1 (B та C є
точками дотику). Лiнiї MB i MC перетинають вдруге коло ω2 у точках
E i F вiдповiдно. Точка перетину EF i дотичної в точцi A до кола ω2

позначимо через D . Доведiть, що точка D лежить на фiксованiй лiнiї, коли
точка A рухається по колу ω2 таким чином, що точки O1 , O2 та A не
колiнеарнi.
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