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1 Ïîíÿòòÿ ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè

Íåõàé M � äîâiëüíà ìíîæèíà, ϕ òà ψ � äåÿêi ïåðåòâîðåííÿ öi¹¨ ìíî-
æèíè. Äîáóòêîì (àáî êîìïîçèöi¹þ) ïåðåòâîðåíü ϕ òà ψ ¹ òàêå ïåðå-
òâîðåííÿ ω = ϕ ◦ ψ ìíîæèíè M , ÿêå íà êîæíèé åëåìåíò a ∈ M äi¹ çà
ïðàâèëîì:

(a)ω = ((a)ϕ)ψ, (1)

òîáòî ùîá çíàéòè îáðàç äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈M ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåí-
íÿ ω, òðåáà ñïî÷àòêó çíàéòè îáðàç b åëåìåíòà a ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ϕ,
à ïîòiì � îáðàç c åëåìåíòà b ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ψ. Øóêàíèé åëåìåíò
c i ¹ îáðàçîì åëåìåíòà a ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ω.

ßê ïðèêëàä òàáëè÷íîãî çàïèñó ïåðåòâîðåíü äåÿêî¨ ìíîæèíè ðîçãëÿ-
íåìî ïåðåòâîðåííÿ ϕ, ψ òà ¨õ äîáóòîê

ϕ =

(
1 a b c d
1 1 a a d

)
, ψ =

(
1 a b c d
a 1 b 1 d

)
ϕ ◦ ψ =

(
1 a b c d
1 1 a a d

)
◦
(

1 a b c d
a 1 b 1 d

)
=

(
1 a b c d
a a 1 1 d

)
Çàóâàæåííÿ 1.1 Ií'¹êòèâíi, ñþð'¹êòèâíi òà ái¹êòèâíi ïåðåòâîðåí-
íÿ, çàìêíåíi âiäíîñíî äîáóòêó ïåðåòâîðåíü, òîáòî äîáóòîê ií'¹êöié ¹
ií'¹êöiÿ, äîáóòîê ñþð'¹êöié � ñþð'¹êöiÿ òà äîáóòîê ái¹êöié � ái¹êöiÿ.

Äiéñíî, íåõàé ïåðåòâîðåííÿ ϕ òà ψ ¹ ií'¹êöiÿìè ìíîæèíè M â ñåáå òà
ω = ϕ ◦ ψ. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ïàðè åëåìåíòiâ a, b ∈M,a 6= b, áóäåìî ìàòè:
(a)ϕ 6= (b)ϕ, (a)ψ 6= (b)ψ. Ïîäi¹ìî ïåðåòâîðåííÿì ω íà åëåìåíòè a òà b.
Çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî :

(a)ω = ((a)ϕ)ψ = (a1)ψ, (b)ω = ((b)ϕ) = (b1)ψ,

äå a1 = (a)ϕ, b1 = (b)ϕ. Îñêiëüêè ϕ � ií'¹êöiÿ , òî a1 6= b1. Â ñâîþ
÷åðãó, ÿêùî ψ � ií'¹êöiÿ, ìà¹ìî: (a1)ψ 6= (b1)ψ. Òîáòî äëÿ êîæíî¨ ïàðè
a, b ∈M,a 6= b, ìà¹ìî: (a)ω 6= (b)ω çâiäêè ω ¹ ií'¹êöiÿ.

Íåõàé òåïåð ïåðåòâîðåííÿ ϕ i ψ ñþð'¹êòèâíi. Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ M çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò b ∈ M , äëÿ ÿêîãî
(b)ω = a. Îñêiëüêè ψ � ñþð'¹êöiÿ, òî çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò c ∈ M ,
ùî (c)ψ = a, à iç ñþð'¹êòèâíîñòi ϕ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
b ∈M , äëÿ ÿêîãî (b)ϕ = c. Òîáòî

(b)ω = ((b)ϕ)ψ = (c)ψ = a.

Çâiäñè ïåðåòâîðåííÿ ω � ñþð'¹êöiÿ. Îñêiëüêè ñþð'¹êòèâíi òà ií'¹êòèâíi
ïåðåòâîðåííÿ ¹ çàìêíåíèìè âiäíîñíî äîáóòêó, òî çàìêíåíèì âiäíîñíî äî-
áóòêó áóäóòü i ái¹êòèâíi ïåðåòâîðåííÿ.
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Çàóâàæåííÿ 1.2 Äîáóòîê ïåðåòâîðåíü äîâiëüíî¨ ìíîæèíè M � àñî-
öiàòèâíèé. Òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ ïåðåòâîðåíü α, β, γ ìíîæèíè M âè-
êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(α ◦ β) ◦ γ = α ◦ (β ◦ γ). (2)

Âiçüìåìî äîâiëüíèé åëåìåíò a ∈M i íåõàé (a)α = b, (b)β = c, (c)γ =
d. Òîäi ç îçíà÷åííÿ (1) ìà¹ìî:

((a)(α ◦ β))γ = (((a)α)β)γ = ((b)β)γ = (c)γ = d,

Ç iíøîãî áîêó

((a)α)(β ◦ γ) = (b)(β ◦ γ) = ((b)β)γ = (c)γ = d.

Òàêèì ÷èíîì äîáóòêè (α◦β)◦γ i α◦(β◦γ) îäíàêîâî äiþòü íà äîâiëüíèé
åëåìåíò a ∈M . Òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2).

Çàóâàæåííÿ 1.3 Òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ ε ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì
ìíîæèíè ïåðåòâîðåíü, òîáòî äëÿ êîæíîãî ïåðåòâîðåííÿ ϕ ìíîæèíè
M ìà¹ìî:

ϕ ◦ ε = ε ◦ ϕ = ϕ. (3)

Äiéñíî, ïîêëàâøè (a)ϕ = b, çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó (1) äëÿ êîæíîãî
åëåìåíòó a ∈M áóäåìî ìàòè :

(a)(ϕ ◦ ε) = ((a)ϕ)ε = (b)ε = b,

(a)(ε ◦ ϕ) = ((a)ε)ϕ = (a)ϕ = b.

Öå é îçíà÷à¹ ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi (3).

Çàóâàæåííÿ 1.4 Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ñêií÷åíî¨ ìíîæèíè M îáåðíåíå
ïåðåòâîðåííÿ iñíó¹ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ ïåðåñòàíîâêîþ.

Íåõàé äàíà ïåðåñòàíîâêà

ϕ =

(
1 2 3 . . . n

i1 i2 i3 . . . in

)
,

òîäi îáåðíåíà äî íå¨ ïåðåñòàíîâêà, ÿê âèïëèâà¹ iç ïðàâèëà äîáóòêó ïåðå-
ñòâîðåíü, íàñòóïíà:

ϕ−1 =

(
i1 i2 i3 . . . in
1 2 3 . . . n

)
.
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Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ñòàíäàðòíèé âèãëÿä ϕ−1 ñòîâáöi òàáëè÷íîãî çà-
ïèñó íåîáõiäíî ïåðåñòàâèòè òàê, ùîá ÷èñëà âåðõíüîãî ðÿäó áóëè â ïîðÿä-
êó çðîñòàííÿ. Îòðèìàíà ïåðåñòàíîâêà i áóäå îáåðíåíîþ äî ïåðåñòàíîâêè
ϕ.

Çàóâàæåííÿ 1.5 Äîáóòîê íà ìíîæèíi âñiõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè M
íå êîìóòàòèâíèé.

Çàäà÷à 1.1 Ñóêóïíiñòü Sn óñiõ ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæèíi M =
{1, 2, 3, . . . , n} ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ óòâîðþþòü ãðóïó (ñèìåòðè÷íó
ãðóïó ïåðåñòàíîâîê) .

Âèêîíàííÿ âñiõ íåîáõiäíèõ óìîâ, äëÿ òîãî ùîá ìíîæèíà ç îïåðàöi¹þ
áóëà ãðóïîþ, âèïëèâà¹ iç çàóâàæåíü (1.1-1.4).

Çàäà÷à 1.2 Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà G = {ε, (12)◦(34), (13)◦(24), (14)◦
(23)} óòâîðþ¹ ãðóïó âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

Çàïèøåìî öþ ãðóïó çà äîïîìîãîþ òàáëèöü. ε =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, a =

(12) ◦ (34) =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
, b = (13) ◦ (24) =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, c = (14) ◦

(23) =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
. Äîâåäåìî âèêîíàííÿ íåîáõiäíèõ óìîâ äëÿ òîãî,

ùîá ìíîæèíà ç çàäàíîþ íà íié îïåðàöi¹þ áóëà ãðóïîþ.
1. Ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ Êåëi.

◦ ε a b c

ε ε a b c
a a ε c b
b b c ε a

c c b a ε

Ìíîæèíà G âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ çàìêíåíà.
2. Çãiäíî Çàóâàæåííÿ 1.2 íà ìíîæèíi G îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ àñîöiàòèâ-

íà.
3. Iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò ε ∈ G.
4. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè G iñíó¹ îáåðíåíèé. Îñêiëüêè â

êîæíîìó ðÿäêó òàáëèöi Êåëi ïðèñóòíié íåéòðàëüíèé åëåìåíò, òî, çãiäíî
ç îçíà÷åííÿì îáåðíåíîãî åëåìåíòà, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè G
iñíó¹ îáåðíåíèé (a−1 = a, b−1 = b, c−1 = c).

Âèêîíàííÿ óñiõ íåîáõiäíèõ óìîâ äà¹ çìîãó ñòâåðäæóâàòè ùî (G, ◦) �
ãðóïà. Áiëüø òîãî, äàíà ãðóïà ¹ êîìóòàòèâíîþ.
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Çàäà÷à 1.3 ×è óòâîðþ¹ ìíîæèíà TX âñiõ ïåðåòâîðåíü íà ìíîæèíi
X iç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ ãðóïó?

Iç çàóâàæåíü (1.1-1.3) ìîæåìî îòðèìàòè, ùî T (X) ¹ ìîíî¨äîì, òîáòî
íàïiâãðóïîþ ç îäèíèöåþ. Âèêîíàííÿ æ îñòàííüî¨ óìîâè íåìîæëèâå, áî
ñåðåä åëåìåíòiâ TX iñíó¹, íàïðèêëàä, åëåìåíò

δir =

(
i1 i2 . . . ir . . . in
ir ir . . . ir . . . ir

)
äî ÿêîãî îáåðíåíà âiäïîâiäíiñòü âçàãàëi íå ¹ âiäîáðàæåííÿì.

Çàäà÷à 1.4 Äîâåñòè, ùî ïðè äîâiëüíîìó íàòóðàëüíîìó n ≥ 3 ñèìå-
òðè÷íà ãðóïà Sn íåêîìóòàòèâíà.

Ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ Êåëi äëÿ ãðóïè S2:

◦
(
1 2
1 2

) (
1 2
2 1

)
(
1 2
1 2

) (
1 2
1 2

) (
1 2
2 1

)
(
1 2
1 2

) (
1 2
2 1

) (
1 2
1 2

) .

Îñêiëüêè öÿ òàáëèöÿ ñèìåòðè÷íà, òî S2 ¹ êîìóòàòèâíîþ. Âiçüìåìî äâà
åëåìåíòè iç S3 i ïåðåìíîæèìî ¨õ. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî:(

1 2 3
2 1 3

)
◦
(
1 2 3
2 3 1

)
=

(
1 2 3
3 2 1

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
◦
(
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
1 3 2

)
.

Îñêiëüêè çàêîí êîìóòàòèâíîñòi íå âèêîíó¹òüñÿ, òî S3 íå ¹ êîìóòàòèâ-
íîþ. Ïðè n > 3 ãðóïà Sn çàâæäè ìiñòèòü â ñîái òàêi åëåìåíòè ãðóïè

S3

(
1 2 3 4 5 . . . n
i1 i2 i3 4 5 . . . n

)
, ÿêi íà ïiäìíîæèíi {1, 2, 3} äiþòü òàê, ÿê

åëåìåíòè ãðóïè S3. Îòæå âîíà ¹ íåêîìóòàòèâíîþ.

Çàäà÷à 1.5 Äîâåñòè, ùî ÿêùî äîáóòîê ϕ ◦ψ ïåðåòâîðåíü ϕ, ψ ñêií÷å-
íî¨ ìíîæèíè � ïåðåñòàíîâêà, òî ϕ i ψ � ïåðåñòàíîâêè.
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2 Ãðàôè ïåðåòâîðåíü. Öèêëi÷íà ôîðìà çàïèñó ïåðå-

ñòàíîâîê

Êîæíå ïåðåòâîðåííÿ ϕ : X → X ìîæå îäíîçíà÷íî âèçíà÷àòèñÿ çà
äîïîìîãîþ ìíîæèíè òî÷îê i ñòðiëîê, äå òî÷êè � öå åëåìåíòè çàäàíî¨
ìíîæèíè X = {a, b, . . .}, à ñòðiëêà iç òî÷êè a â òî÷êó b ìà¹ ìiñöå òîäi
é òiëüêè òîäi, êîëè aϕ = b. Äàíà ìíîæèíà òî÷îê i ñòðiëîê íàçèâàþòü
ãðàôîì ïåðåòâîðåííÿ ϕ.

Äîâiëüíèé ãðàô âèçíà÷à¹ ïåâíå ïåðåòâîðåííÿ, ÿêùî iç êîæíî¨ òî÷êè
âèõîäèòü îäíà ñòðiëêà. Ãðàô ií'¹êòèâíîãî ïåðåòâîðåííÿ íå ìà¹ òî÷îê, â
ÿêi âõîäèëî áè áiëüøå îäíi¹¨ ñòðiëêè; ãðàô ñþð'¹êòèâíîãî ïåðåòâîðåííÿ
íå ìà¹ òî÷îê â ÿêi íå âõîäèòü æîäíî¨ ñòðiëêè.

Ïîáóäó¹ìî ãðàôè äåÿêèõ ïåðåòâîðåíü.

ϕ1 =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 2 5 6 2

) •1 // •3 // •2 // •4

��

•6

OO

•5oo

ϕ2 =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 4 1 3 6 5 7

) •1 // •2

��

•7
))

•5 ** •6tt

•3

OO

•4oo

δa =

(
1 2 . . . n

a a . . . a

) •1

&&

•2

��

. . . •n

zz
•aFF

Íåðóõîìèìè òî÷êàìè ïåðåòâîðåííÿ ϕ íàçèâàþòü òàêi åëåìåíòè a, a ∈
M , ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (a)ϕ = a, a ðóõîìèìè òàêi, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâi (a)ϕ 6= a. Êiëüêiñòü ðóõîìèõ òî÷îê ïåðåòâîðåííÿ íàçèâàþòü
ñòåïåíåì öüîãî ïåðåòâîðåííÿ. Ãðàôè íåðóõîìèõ òî÷îê íàçèâàþòü ïå-
òëåþ.

Íåõàé ϕ � äåÿêå ïåðåòâîðåííÿ ìíîæèíè M , a � äîâiëüíèé åëåìåíò iç
M . Ìíîæèíó åëåìåíòiâ iç M , ùî óòâîðþ¹ ïîñëiäîâíiñòü

a0 = a, (a)ϕ = a1, (a1)ϕ = a2, . . . , (an)ϕ = an+1, . . . (4)

íàçèâàþòü îðáiòîþ åëåìåíòà a äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ϕ i ïîçíà÷àþòüO(a, ϕ).
Êiëüêiñòü ðiçíèõ åëåìåíòiâ îðáiòè íàçèâàþòü äîâæèíîþ îðáiòè.

Îðáiòó O(a, ϕ) íàçèâàþòü öèêëi÷íîþ, ÿêùî âîíà ñïiâïàäà¹ ç îðáiòîþ
äîâiëüíîãî iç ñâî¨õ åëåìåíòiâ:

∀ai ∈ O(a, ϕ)⇒ O(ai, ϕ) = O(a, ϕ).
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Îðáiòà íåðóõîìî¨ òî÷êè a ¹ öèêëi÷íîþ, òîìó ¨¨ äîâæèíà äîðiâíþ¹ 1.
Äåòàëüíiøå ðîçãëÿíåìî áóäîâó îðáiò, äëÿ ÿêèõM � ñêií÷åíà ìíîæèíà,

O(a, ϕ) = M , òîáòî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè M äîðiâíþ¹ äîâæèíi
îðáiòè O(a, ϕ) (| M |= m). Î÷åâèäíî, ùî â öüîìó âèïàäêó åëåìåíòè
â ïîñëiäîâíîñòi (4), ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìiñöÿ, áóäóòü ïîâòîðþâàòèñÿ.
Íåõàé k � íàéìåíøå ÷èñëî, òàêå ùî

(ak)ϕ = al, l ≤ k (∗)

Çðîçóìiëî, ùî åëåìåíòè ak+1, ak+2, . . . òàêîæ çóñòði÷àþòüñÿ ñåðåä åëå-
ìåíòiâ a0, a1, . . . , ak, à ñàìå ak+1 = (ak)ϕ = ae, ak+2 = (ak+1)ϕ = (ae)ϕ =
ae+1, . . .. Öå âiäáóâà¹òüñÿ çà ðàõóíîê òîãî, ùî ϕ � âiäîáðàæåííÿ: äëÿ êî-
æíîãî åëåìåíòó îáëàñòi âèçíà÷åííÿ iñíó¹ ¹äèíèé îáðàç. Çâiäñè k = m−1
i ëåãêî çðîçóìiòè, ùî ãðàô ïåðåòâîðåííÿ ϕ áóäå òàêèé, ÿê íà ðèñ.1à, 1á
àáî 1â.

a) •al+1 // •al+2

##
•a0 // •a1 // •a2 // •al−1 // •al

<<

•al+3

zz
•am−1

cc

•al+4oo

á) •a1 // •a2

!!
•a0

;;

•a3

||
•am−1

cc

•a4oo

â) •a0 // •a1 // •a2 // •am−1
gg

Ðèñ. 1: Îðáiòè

ßêùî l 6= 0, òî ïåðåòâîðåííÿ ϕ íå ¹ ïåðåñòàíîâêîþ, òîìó ùî â òî÷öi
al çàêií÷óþòüñÿ äâi ñòðiëêè, òîáòî âiäîáðàæåííÿ íå ái¹êòèâíå. Ïðè l = 0
ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ ãðàô, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ öèêëîì (ðèñ.1á), i â öüîìó
âèïàäêó âîíî áóäå ïåðåñòàíîâêîþ. Öÿ ïåðåñòàíîâêà äi¹ íà åëåìåíòè iç
M òàê:

(a0)ϕ = a1, (a1)ϕ = a2, . . . , (am−2)ϕ = am−1, (am−1)ϕ = a0.

Òàêó ïåðåñòàíîâêó íàçèâàþòü öèêëi÷íîþ àáî ïðîñòî öèêëîì , òà ïî-
çíà÷àþòü

ϕ = (a0 a1 a2 . . . am−1).
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Îðáiòè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ òàêîãî öèêëó ñïiâïàäàþòü i íàçèâàþòüñÿ
öèêëi÷íèìè îðáiòàìè.

×èñëî m íàçèâàþòü äîâæèíîþ öèêëó . Î÷åâèäíî, ùî äîâæèíà îðáiòè
O(ai, ϕ), i = 0,m− 1 òàêîæ äîðiâíþ¹ m. Öèêëè äîâæèíè 2 íàçèâàþòü
òðàíñïîçèöiÿìè.

Íåõàé ϕ : M → M , a ∈ M , O(a, ϕ) 6= M . Òîäi ãðàôè ðèñ.1 íå ïîâíi-
ñòþ õàðàêòåðèçóþòü ïåðåòâîðåííÿ ϕ i òðåáà ðîçãëÿäàòè îðáiòè i ãðàôè
iíøèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íå ââiéøëè â O(a, ϕ). Ðiçíi îðáiòè äëÿ çàäàíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ ìîæóòü ìàòè ñïiëüíi åëåìåíòè. Çàóâàæèìî, ùî íå ìîæóòü
ìàòè ñïiëüíèõ âåðøèí ãðàôè ðiçíèõ öèêëi÷íèõ îðáiò ïåðåòâîðåííÿ.

Âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé O1 = {a1, a2, . . . , am}, O2 = {b1, b2, . . . , bn}
� ðiçíi öèêëi÷íi îðáiòè ïåðåòâîðåííÿ ϕ. Ïðèïóñòèìî, ùî at � îñòàííié â
ïîðÿäêó çðîñòàííÿ íîìåðiâ åëåìåíò îðáiòè O1, ñåðåä òèõ, ùî ¹ ñïiëüíèìè
ç åëåìåíòàìè îðáiòè O2 i at = bs. Òîäi (at)ϕ = at+1, (at)ϕ = (bs)ϕ = bs+1.
Îñêiëüêè t+ 1 > t, òî at+1 6= bs+1, ùî ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ âiäîáðàæå-
ííÿ: äîâiëüíîìó åëåìåíòó a ∈M âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé (a)ϕ ∈M .

Îñêiëüêè, äëÿ ïåðåñòàíîâêè ãðàôè îðáiò ìîæóòü áóòè òiëüêè öèêëi-
÷íèìè (ðèñ. 1á), òî âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäí¹ çàóâàæåííÿ, ìà¹ìî: ãðàô ïå-
ðåñòàíîâêè � öå îá'¹äíàííÿ íåçâ'ÿçíèõ öèêëiâ.

Î÷åâèäíî i íàâïàêè, ùî äîâiëüíå îá'¹äíàííÿ íåçâ'ÿçíèõ öèêëiâ âè-
çíà÷à¹ ïåðåñòàíîâêó, îñêiëüêè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ïðè öüîìó ñêií÷åíà
ìíîæèíà, à ãðàôè çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì ií'¹êòèâíîñòi i ñþð'¹êòèâíîñòi.

Çàäà÷à 2.1 Ïåðåòâîðåííÿ ϕ ìíîæèíè M áóäå ïåðåñòàíîâêîþ òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè ñóìà äîâæèí ðiçíèõ ¨¨ îðáiò äîðiâíþ¹ | M |. Äîâåñòè
öå.

Îñêiëüêè êîæåí åëåìåíò a ∈ M âõîäèòü â ñêëàä îðáiòè O(a, ϕ), òî,
âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi âèñíîâêè ïðî äîâæèíó îðáiò, ìîæíà ââàæàòè äàíå
òâåðäæåííÿ çàäà÷i äîâåäåíèì.

Çàäà÷à 2.2 Çíàéòè íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ ñóì äîâæèí ði-
çíèõ îðáiò äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ìíîæèíè iç n åëåìåíòiâ.

Îñêiëüêè îðáiòè ìíîæèíè ìiñòÿòü ó ñîái âñi åëåìåíòè ìíîæèíè, òî
íàéìåíøå çíà÷åííÿ ñóì äîâæèí ðiçíèõ îðáiò äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi åëåìåí-
òiâ ìíîæèíè, òîáòî n. Òàêi ïåðåòâîðåííÿ ¹ ïåðåñòàíîâêàìè.

ßêùî æ ïðèïóñòèòè, ùî iñíóþòü îðáiòè, ãðàôè ÿêèõ çîáðàæåíi íà
ìàëþíêó 1à, òî ñóìà äîâæèí ðiçíèõ îðáiò äîðiâíþ¹ 1+2+3+. . .+n = n2+n

2

Çàäà÷à 2.3 Âêàçàòè ïðàâèëî äëÿ çíàõîäæåííÿ äîáóòêó ïåðåòâîðåíü,
êîæíå ç ÿêèõ çàäàíî ñâî¨ì ãðàôîì, íå áóäóþ÷è òàáëèöi ïåðåòâîðåíü.
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Íà ãðàôi äîáóòêó ϕ ◦ ψ ìíîæèíè M òî÷êè, ÿêèìè âiäîáðàæåíi åëå-
ìåíòè a, b ∈M , ñïîëó÷àþòüñÿ ñòðiëêîþ â íàïðÿìêó âiä a äî b òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè iñíó¹ òî÷êà c, ùî íà ãðàôi ïåðåòâîðåííÿ ϕ òî÷êè a, c ñïîëó÷à-
þòüñÿ ñòðiëêîþ â íàïðÿìêó âiä a äî c, à íà ãðàôi ïåðåòâîðåííÿ ψ òî÷êè
c, b ñïîëó÷àþòüñÿ ñòðiëêîþ â íàïðÿìêó âiä c äî b.

Çàäà÷à 2.4 Îïèñàòè çàãàëüíèé âèä ãðàôà äîâiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Çàãàëüíèé âèä ãðàôà äîâiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ ìîæå ñêëàäàòèñÿ ç äå-
êiëüêîõ íåçâ'ÿçíèõ ãðàôiâ íàñòóïíî¨ ñòðóêòóðè. Çàâæäè iñíó¹ öèêëi÷íèé
ãðàô ïåâíî¨ äîâæèíè s+k+1, äî êîæíîãî âóçëà ÿêîãî ìîæóòü ïiäõîäèòè
äåêiëüêà äåðåâîâèäíèõ ãðàôiâ (ìàë. 2).

Íàÿâíiñòü öèêëi÷íî¨ ÷àñòèíè ãðàôà äîâiëüíî¨ îðáiòè O(a, ϕ) çóìîâëþ-
¹òüñÿ òèì, ùî â áóäü-ÿêîìó ïåðåòâîðåííi ñêií÷åíî¨ ìíîæèíè iñíó¹ åëå-
ìåíò ak, ùî åëåìåíò (ak)ϕ ïîâèíåí äîðiâíþâàòè as, s ≤ k. Ìiíiìàëüíî
öå öèêëi÷íà ÷àñòèíà ìîæå ñêëàäàòèñÿ ç ïåòëi.

•at

...
zz

•am

...
zz

•am−1
...oo

•as+1 // •as+2

$$
•as

;;

•as+3

zz
•ak

cc

•as+4oo

Ðèñ. 2: Ìàëþíîê äî çàäà÷i 2.4

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî íå âñÿ ìíîæèíà îáðàçiâ íàëåæèòü äî öèêëi÷íî¨
÷àñòèíè ãðàôó, òàêi åëåìåíòè áóäóòü âóçëàìè äåðåâîâèäíèõ ãðàôiâ, ÿêi
ïðèìèêàþòü äî âóçëiâ öèêëi÷íîãî ãðàôó. Äîâæèíà òà ðîçãàëóæåíiñòü äå-
ðåâîâèäíî¨ ÷àñòèíè ãðàôó ìîæå äîðiâíþâàòè îäèíèöi, òîáòî ñêëàäàòèñÿ
ç îäíîãî åëåìåíòó, ÿêèé ïåðåõîäèòü ñàì ó ñåáå. Êiëüêiñòü äåðåâîâèäíèõ
÷àñòèí ìîæå äîðiâíþâàòè íóëåâi, òîáòî ãðàô ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè iç öè-
êëi÷íî¨ ÷àñòèíè â ðàçi ïåðåñòàíîâêè.

Çàäà÷à 2.5 Äîâåñòè, ùî äëÿ ïåðåñòàíîâêè ðiçíi îðáiòè îêðåñëþþòü
íå çâ`ÿçíi ÷àñòèíè ¨¨ ãðàôà.

Çàäà÷à 2.6 Êîæíà ïåðåñòàíîâêà, ãðàô ÿêî¨ çâ`ÿçíèé � öèêëi÷íà.
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Çàäà÷à 2.7 Äîñëiäèòè, ÿê çìiíèòüñÿ äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ ïðè
ìíîæåííi ¨õ íà äåÿêó òðàíñïîçèöiþ.

ßêùî åëåìåíòè òðàíñïîçèöi¨ íàëåæàòü äî îäíîãî iç âçà¹ìíî-ïðîñòèõ
öèêëiâ, òî ïiñëÿ ìíîæåííÿ ñòðóêòóðà ðîçêëàäó ïåðåñòàíîâêè íå çìiíè-
òüñÿ. ßêùî åëåìåíòè òðàíñïîçèöi¨ íàëåæàòü äî ðiçíèõ öèêëiâ òî öi öèêëè
áóäóòü óòâîðþâàòè îäèí öèêë. Âñi iíøi öèêëè çàëèøàòüñÿ áåç çìií.

3 Öèêëi÷íà ôîðìà çàïèñó ïåðåñòàíîâîê

Äâi ïåðåñòàíîâêè íà ìíîæèíiM íàçèâàþòü âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ÿêùî
¨õ ìíîæèíè ðóõîìèõ òî÷îê íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ.

Çàäà÷à 3.1 Äîâåñòè, ùî äîáóòîê âçà¹ìíî ïðîñòèõ ïåðåñòàíîâîê íå
çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ.

Äiéñíî, íåõàé ϕ òà ψ � âçà¹ìíî ïðîñòi ïåðåñòàíîâêè i a � äîâiëüíèé
åëåìåíò ìíîæèíè M . ßêùî a � ðóõîìà òî÷êà äëÿ ïåðåñòàíîâêè ϕ, òî
ïðèïóñòèìî, ùî (a)ϕ = b; åëåìåíòè a, b � íåðóõîìi òî÷êè äëÿ ψ, áî (a)ϕ 6=
a i (b)ϕ 6= b. Ç öüîãî ìà¹ìî:

(a)(ϕ ◦ ψ) = ((a)ϕ)ψ = (b)ψ = b,

(a)(ψ ◦ ϕ) = ((a)ψ)ϕ = (a)ϕ = b,

òîáòî â öüîìó âèïàäêó (a)(ϕ ◦ ψ) = (a)(ψ ◦ ϕ).
ßêùî a � íåðóõîìà òî÷êà ïåðåñòàíîâêè ϕ, òî ïðèïóñòèìî, ùî (a)ψ = c.

ßêùî a ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ i äëÿ ïåðåñòàíîâêè ψ, òî a = c i òîìó:
(a)(ϕ ◦ ψ) = (a)(ψ ◦ ϕ) = a. ßêùî a � ðóõîìà òî÷êà ïåðåñòàíîâêè ψ, òî
(a)ψ 6= a, (c)ψ 6= c, à çíà÷èòü c ðóõîìà òî÷êà ïåðåñòàíîâêè ψ i íåðóõîìà
äëÿ ϕ ((c)ϕ = c). Òîìó

(a)(ϕ ◦ ψ) = ((a)ϕ)ψ = (a)ψ = c,

(a)(ψ ◦ ϕ) = ((a)ψ)ϕ = (c)ϕ = c,

Îòæå i â öüîìó âèïàäêó ïåðåñòàíîâêè ϕ ◦ ψ òà ψ ◦ ϕ äiþòü íà åëåìåíò
a ∈M îäíàêîâî, à öå i îçíà÷à¹ ùî

ϕ ◦ ψ = ψ ◦ ϕ.

Íåõàé ϕ � âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíèX,X ⊂ Y . Âiäîáðàæåííÿ ψ íà ìíî-
æèíi Y íàçèâàþòü ðîçøèðåííÿì âiäîáðàæåííÿ ϕ íà ìíîæèíó Y , ÿêùî

(a)ψ = (a)ϕ ∀a ∈ X i (a)ψ = a ∀a ∈ Y \X.
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Êîæíó ïåðåñòàíîâêó ϕ ∈ Sn ìîæíà ââàæàòè ïåðåñòàíîâêîþ iç Sm,m > n,
ðîçãëÿäàþ÷è ¨¨ ÿê ðîçøèðåííÿ íà ìíîæèíó Sm. Òîäi äîâiëüíà ïåðåñòà-
íîâêà ϕ íà ìíîæèíiM , ãðàô ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç îá'¹äíàííÿ îäíîãî öèêëó
(a0 a1 . . . am−1) òà îäíîåëåìåíòíèõ öèêëiâ ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê öèêë

ϕ = (a0 a1 . . . am−1)

i îäíîçíà÷íî ñïðèéìàòèñü ÿê íà ìíîæèíi M , òàê i íà äîâiëüíié ìíîæèíi
T ⊃M .

Òîäi äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà, ãðàô ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ öèêëiâ ìîæå
áóòè çàïèñàíà ÿê äîáóòîê äâîõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ öèêëiâ ϕ1 i ϕ2, ïðè÷îìó,
çà ðåçóëüòàòàìè Çàäà÷i 3.1 ϕ = ϕ1 ·ϕ2 = ϕ2 ·ϕ1. Öåé ðåçóëüòàò ðîçïîâñþ-
äæó¹òüñÿ i íà âèïàäîê äåêiëüêîõ íåçâ'ÿçíèõ öèêëiâ, i òîäi, âðàõîâóþ÷è,
ùî ãðàô ïiäñòàíîâêè - öå îá'¹äíàííÿ íåçâ'ÿçíèõ öèêëiâ, ìà¹ìî

Çàóâàæåííÿ 3.1 Äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà ϕ ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê ïî-
ïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèõ öèêëiâ ϕ = ϕ1ϕ2 . . . ϕs. Ïðè÷îìó öåé ðîçêëàä
îäíîçíà÷íèé ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ñïiâìíîæíèêiâ.

Ãîâîðÿòü, ùî ïåðåñòàíîâêà ìà¹ âêàçàíèé òèï < n1, n2, . . . , nk >

ÿêùî âîíà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê âçà¹ìíî ïðîñòèõ öèêëiâ äîâæèí
n1, n2, . . . , nk.

Çàäà÷à 3.2 Ñêiëüêè iñíó¹ ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæèíi iç m åëåìåíòiâ,
ÿêi ìàþòü çàäàíèé òèï < n1, n2, . . . , nk > äå n1 < n2 < . . . < nk (n1 +
n2 + . . .+ nk = m).

Âêàçiâêà.
Iç óñiõ iñíóþ÷èõ ïåðåñòàíîâîê (à ¨õ m!), òðåáà âiäîêðåìèòè òi, ÿêi ìà-

þòü öèêëè äîâæèíè n1, n2, . . . , nk, òîáòî çàãàëüíà êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê
íà ìíîæèíi iç m åëåìåíòiâ, ÿêi ìàþòü çàäàíèé òèï < n1, n2, . . . , nk > äî-

ðiâíþ¹ A
n1
m

n1
· A

n2
m−n1

n2
· A

n3
m−n1−n2

n3
· . . . A

nk
nk

nk
= m!

(m−n1)! ·
(m−n1)!

(m−n1−n2)! · . . . ·
nk!
1! = m!

n1◦n2◦...nk .

Çàäà÷à 3.3 Íåõàé < k1, k2, . . . , ks > � òèï ïåðåñòàíîâêè ϕ ∈ Sn. Ði-
çíèöÿ n− s íàçèâà¹òüñÿ äåêðåìåíòîì öi¹¨ ïåðåñòàíîâêè. Äîâåñòè, ùî
ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè ñïiâïàäà¹ ç ïàðíiñòþ ¨¨ äåêðåìåíòó.

Çàäà÷à 3.4 Íåõàé u, v, w, z, t ∈ S8, u = (123)(4568), v = (34)(52618),
w = (134)(2357)(1846), z = (82143)(12)(15), t = (874312)(56). Çíàéòè
u3, v2u,wzt, w4z2, tzw.
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Çàäà÷à 3.5 Ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó íåçàëåæíèõ öèêëiâ íà-
ñòóïíi ïåðåñòàíîâêè

u =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 1 5 6 8 7 4

)
,

u =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
9 12 8 11 6 7 5 3 2 4 10 1

)
,

u =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 6 5 1 8 7 2 3 4

)
.

Çàäà÷à 3.6 Íåõàé

u = (α11α12 . . . α1k1)(α21α22 . . . α2k2) . . . (αl1αl2 . . . αlkl).

Äîâåñòè, ùî

u−1 = (αlkl . . . αl2αl1) . . . (α2k2 . . . α22α21)(α1k1 . . . α12α11).

Çàäà÷à 3.7 Íåõàé u = (123)(456)(789), v = (147)(258)(369), w =
(456)(789). Äîâåñòè, ùî u êîìóòó¹ ç v i w, òà ùî u ìîæíà ïðåäñòà-
âèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó, ìíîæíèêàìè ÿêîãî ¹ v i w.

4 Ïîðÿäîê ïåðåñòàíîâêè

Äëÿ êîæíîãî ïåðåòâîðåííÿ ϕ ìîæíà ðîçãëÿíóòè éîãî ñòåïåíi; n-ì ñòå-
ïåíåì ïåðåòâîðåííÿ ϕ íàçèâàþòü äîáóòîê

ϕn = ϕ ◦ ϕ ◦ . . . ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
n

,

äå n-íàòóðàëüíå ÷èñëî. Iç îçíà÷åííÿ ñòåïåíþ ïåðåòâîðåííÿ âèïëèâàþòü
íàñòóïíi âëàñòèâîñòi :

a) ϕn ◦ ϕm = ϕn+m á) (ϕn)m = ϕnm.

Çà ðàäè âèçíà÷åííÿ ââàæàþòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ϕ : ϕ0 = ε
Äëÿ ïåðåñòàíîâîê ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ìîæíà óçàãàëüíèòè é íà âèïàäîê

öiëèõ âiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ïðèïóñòèâøè, ùî

ϕ−n = ϕ−1 ◦ ϕ−1 ◦ . . . ◦ ϕ−1︸ ︷︷ ︸
n

= (ϕ−1)n = (ϕn)−1

Ðiâíîñòi à) i á) â öüîìó âèïàäêó áóäóòü ñïðàâåäëèâi äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ
ïîêàçíèêiâ.



14

Íåõàé äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k, l (k < l) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ϕk = ϕl. Òîäi

(ϕk)−1 = ϕ−k, (ϕk)−1 ◦ ϕk = (ϕk)−1 ◦ ϕl = ϕl−k = ε.

Òîáòî äëÿ êîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè ϕ ∈ S(M), äå M - ñêií÷åíà ìíîæèíà,
çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäíå íàòóðàëüíå ÷èñëî s = l − k, òàêå ùî ϕs = ε.
Íàéìåíøå iç òàêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íàçèâàþòü ïîðÿäêîì ïåðåñòàíîâ-
êè ϕ.

Ñòåïiíü öèêëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâêè (a1a2 . . . an) çíàõîäÿòü çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè

(a1a2 . . . an)
k = (akak+1 . . . ana1 . . . ak−1). (5)

Òàêèì ÷èíîì äëÿ êîæíîãî öèêëó (a1a2 . . . an) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(a1a2 . . . an)
n = ε.

Çàäà÷à 4.1 Äîâåñòè, ùî ñòåïiíü ïåðåñòàíîâêè äîðiâíþ¹ äîáóòêó ñòå-
ïåíiâ âçà¹ìíî ïðîñòèõ öèêëiâ, íà ÿêi âîíà ðîçêëàäà¹òüñÿ.

Íåõàé ϕ = ϕ1 ◦ϕ2 ◦ . . . ◦ϕs � ðîçêëàä ïåðåòâîðåííÿ â äîáóòîê âçà¹ìíî
ïðîñòèõ öèêëiâ. Äëÿ ÿêèõ çàâãîäíî íîìåðiâ i, j äîáóòîê ïåðåñòàíîâîê
ϕi, ϕj íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ (äèâ. çàä.2.1). Êîðèñòóþ÷èñü
öèì, n-òèé ñòåïiíü ïåðåñòàíîâêè ϕ äëÿ êîæíîãî öiëîãî n ìîæíà çàïèñàòè
òàêèì ÷èíîì:

ϕn = (ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ . . . ◦ ϕs) ◦ . . . ◦ (ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ . . . ◦ ϕs) =

= (ϕ1 ◦ ϕ1 ◦ . . . ◦ ϕ1)︸ ︷︷ ︸
n

◦ (ϕ2 ◦ ϕ2 ◦ . . . ◦ ϕ2)︸ ︷︷ ︸
n

◦ . . . ◦ (ϕs ◦ ϕs ◦ . . . ◦ ϕs)︸ ︷︷ ︸
n

=

= ϕn1 ◦ ϕn2 ◦ . . . ◦ ϕns . (6)

Çàäà÷à 4.2 Äîáóòîê äåêiëüêîõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ïåðåñòàíîâîê ìîæå
äîðiâíþâàòè òîòîæíié ïåðåñòàíîâöi ëèøå òîäi, êîëè êîæíà ç ïåðå-
ñòàíîâîê îäèíè÷íà.

Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äîáóòîê ϕ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ïåðåñòàíîâîê
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕs äi¹ íà êîæíó ñâîþ ðóõîìó òî÷êó òàê, ÿê äi¹ íà íå¨ òà ïåðå-
ñòàíîâêà ϕi, äëÿ ÿêî¨ öÿ òî÷êà ¹ ðóõîìîþ. Òîìó iç ðiâíîñòi (6) îòðèìó¹ìî,
ùî ϕn = ε òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îäíî÷àñíî

ϕn1 = ε, ϕn2 = ε, . . . , ϕns = ε. (7)
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Çàóâàæåííÿ 4.1 ßêùî ïåðåñòàíîâêè ϕ1, ϕ2, . . . , ϕs ¹ öèêëàìè äîâæè-
íè
k1, k2, . . . , ks âiäïîâiäíî, òîáòî ìàþòü ïîðÿäêè k1, k2, . . . , ks, òî íàé-
ìåíøå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ óñi ðiâíîñòi (7),
äîðiâíþ¹ íàéìåíøîìó ñïiëüíîìó êðàòíîìó ÷èñåë k1, k2, . . . , ks. Ç öüî-
ãî âèïëèâà¹, ùî ïîðÿäîê ïåðåñòàíîâêè ϕ, ÿêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáó-
òîê öèêëiâ äîâæèíè k1, k2, . . . , ks ¹ íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë
k1, k2, . . . , ks:

ïîð.ϕ = ÍÑÊ(ïîð.ϕ1, ïîð.ϕ2, . . . , ïîð.ϕs).

Çàäà÷à 4.3 ßêùî äîáóòîê ïåðåñòàíîâîê ϕ òà ψ íå çàëåæèòü âiä ïî-
ðÿäêó çàïèñó ìíîæíèêiâ, òî ïîðÿäîê ϕ◦ψ ¹ äiëüíèê íàéìåíøîãî ñïiëü-
íîãî êðàòíîãî ïîðÿäêiâ ϕ òà ψ. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó íåìîæíà ñòâåð-
äæóâàòè, ùî ïîð.(ϕ ◦ ψ) = ÍÑÊ(ïîð.ϕ, ïîð.ψ). Íàâåñòè ïðèêëàä.

ßêùî äîáóòîê ïåðåñòàíîâîê íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó çàïèñó ìíîæíè-
êiâ, òî iñíó¹ òiëüêè äâà âèïàäêè:

à) ïåðåñòàíîâêè ϕ òà ψ ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè, òîáòî ϕ◦ψ = ψ ◦ϕ = ε,
i â öüîìó âèïàäêó ïîðÿäîê äîáóòêó ¹ äiëüíèêîì íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî
êðàòíîãî ïîð. ϕ òà ïîð.ψ.

á) ïåðåñòàíîâêè ϕ òà ψ ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, òîáòî ìíîæèíè ðóõîìèõ
òî÷îê ïåðåñòàíîâîê íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Â öüîìó âèïàäêó ïîðÿäîê äîáóòêó
¹ íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì ïîðÿäêiâ ϕ òà ψ (äèâ. çàóâ.3.1)

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ïåðåñòàíîâîê, äîáóòîê ÿêèõ çàëåæèòü âiä ïîðÿä-
êó çàïèñó ìíîæíèêiâ, òîáòî

α1 =

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
α2 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)

α1 ◦ α2 =

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
α2 ◦ α1 =

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
ïîð.α1 = 2, ïîð.α2 = 3, ïîð.α1 ◦ α2 = 3, ïîð.α2 ◦ α1 = 3.

Òîáòî 3 = ÍÑÊ(2, 3), 3 = 6, ùî íåâiðíî.

Çàäà÷à 4.4 ßêùî n � ïðîñòå ÷èñëî, òî äëÿ êîæíîãî k, 0 < k < n,
ïåðåñòàíîâêà (a1a2 . . . an)

k ¹ öèêëîì äîâæèíè n. ßêùî ÷èñëî n � ñêëà-
äåíå, òî öÿ ïåðåñòàíîâêà áóäå öèêëîì äëÿ ÷èñåë k âçà¹ìíî ïðîñòèõ iç
n òî äîáóòêîì öèêëiâ îäíàêîâî¨ äîâæèíè â iíøîìó âèïàäêó. Äîâåñòè
öå.
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Íåõàé n - ïðîñòå ÷èñëî, òîäi â ÿêó á ñòåïiíü k, 0 < k < n, íå ïiäíîñèëè
ïåðåñòàíîâêó íà öèêëè ðîçêëàñòè ¨¨ íå ìîæíà (k íå äiëèòü n). Òîáòî iç
ìíîæèíè a1, a2, . . . , an íå ìîæíà âèäiëèòè öèêëi÷íó ïiäìíîæèíó.

Íåõàé n - ñêëàäåíå ÷èñëî. Òîäi äëÿ k, ÿêi ¹ âçà¹ìíî ïðîñòi ç n, çíî-
âó ìà¹ìî, ùî âèäiëåííÿ öèêëi÷íî¨ ïiäìíîæèíè íåìîæëèâî (k íå äiëèòü
n). ßêùî æ k íå ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèì ç n, òî ìîæíà âèäiëèòè öèêëi÷íi
ïiäìíîæèíè âèäó

{a1, ak+1, a2k+1, . . . , an−k+1}, {a2, ak+2, . . . , an−k+2}, . . . ,

{ak−1, a2k−1, a2k−2, . . . , an}.
Òîáòî îòðèìó¹ìî k öèêëiâ äîâæèíè n

k .

Çàäà÷à 4.5 Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè ϕ, ÿêà ðîçêëàäà¹-
òüñÿ â äîáóòîê l öèêëiâ îäíàêîâî¨ äîâæèíè s, çíàéäåòüñÿ öèêë ψ äîâ-
æèíè ls i íàòóðàëüíå ÷èñëî k, òàêå ùî ϕ = ψk. ×è ¹äèíèé òàêèé
öèêë?

Íåõàé

ϕ = (a1a2 . . . as) ◦ (b1b2 . . . bs) ◦ . . . ◦ (c1c2 . . . cs)︸ ︷︷ ︸
l

òà ψ = (m1m2 . . .mls). Çãiäíî ç ðåçóëüòàòîì çàäà÷i 4.4 ïåðåñòàíîâêó ψ
ìîæíà ïiäíåñòè äî ñòåïåíÿ l i â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ïåðåñòàíîâêó ϕ.
Òîáòî ïåðåñòàíîâêà

ψ = (a1b1 . . . c1a2b2 . . . c2 . . . asbs . . . cs)

Çàäà÷à 4.6 12 õëîï÷èêiâ ïåðåêèäóþòüñÿ ðiçíîêîëüîðîâèìè ì'ÿ÷àìè.
Êîæåí iç íèõ êèäà¹ ñâié ì'ÿ÷ çàâæäè îäíîìó é òîìó æ ïàðòíåðó,
âñi ì'ÿ÷i êèäàþòü îäíî÷àñíî i æîäíi äâà õëîï÷èêà íå êèäàþòü ì'ÿ÷
îäíîìó ãðàâöåâi. ×åðåç ÿêå íàéìåíøå ÷èñëî õîäiâ ãðè (ïåðåêèäóâàíü)
óñi ì'ÿ÷i îïèíÿòüñÿ â ðóêàõ òèõ ñàìèõ õëîï÷èêiâ, ùî é íà ïî÷àòêó?

Çãiäíî ç óìîâîþ çàäà÷i ñõåìó ïåðåêèäóâàííÿ ì'ÿ÷iâ ìîæíî çàïèñàòè
çà äîïîìîãîþ ïåðåñòàíîâêè

ϕ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
i1 i2 i3 i4 i5 i6 i7 i8 i9 i10 i11 i12

)
Íàéìåíøà êiëüêiñòü n õîäiâ ãðè, ïiñëÿ ÿêèõ ì'ÿ÷i ç'ÿâëÿòüñÿ â ðóêàõ
òèõ ãðàâöiâ, ùî é íà ïî÷àòêó äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó ïåðåñòàíîâêè ϕ, òîáòî
ϕn = ε. Íàéìåíøèé ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ 2 (æîäåí ç ãðàâöiâ íå êèäà¹ ì'ÿ÷
ñîái). Òîáòî ãðàâöi ðîçáèâàþòüñÿ íà ïàðè i êèäàþòü ì'ÿ÷i îäèí îäíîìó.
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Çàäà÷à 4.7 Äîâåñòè, ùî ÿêùî äëÿ çàäàíîãî ïåðåòâîðåííÿ ϕ iñíó¹ òàêå
÷èñëî n, ùî ϕn = ε, òî ϕ � ái¹êöiÿ.

Çãiäíî ç óìîâîþ ìà¹ìî, ùî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè ïiñëÿ n ïåðåòâî-
ðåíü ϕ ïåðåõîäèòü ñàì ó ñåáå. Òîáòî iñíóþòü îðáiòè, ÿêèì íàëåæàòü âñi
åëåìåíòè ïåðåòâîðþâàíî¨ ìíîæèíè. Ç öüîãî ìà¹ìî, ùî ϕ � ñþðü¹êòèâíå
ïåðåòâîðåííÿ. Ií`¹êòèâíiñòü ïåðåòâîðåííÿ ϕ îòðèìó¹ìî çãiäíî òîãî, ùî
óòâîðåíi îðáiòè åëåìåíòiâ, çãiäíî ¨õ çàìêíåíîñòi, íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Iç
öüîãî âèïëèâà¹ ùî ϕ � ái¹êöiÿ.

Çàäà÷à 4.8 Çíàéòè ïîðÿäêè íàñòóïíèõ åëåìåíòiâ ãðóïè S12: u =
(1, 3, 2, 5, 4, 6, 7, 8, 12, 10, 9, 11), v = (2, 1, 5, 8, 4)

5 Òâiðíi ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè

Çàäà÷à 5.1 Íà ñòiíàõ êðóãëîãî çàëó êàðòèííî¨ ãàëåðå¨ âèñiëè êàðòè-
íè. ßêîñü âèðiøèëè ðîçòàøóâàòè ¨õ â iíøîìó ïîðÿäêó, ìiíÿþ÷è ìi-
ñöÿìè êàðòèíè, ùî âèñÿòü ïîðó÷. ×è çàâæäè ìîæëèâî çà äîïîìîãîþ
òàêèõ ïåðåìiùåíü ðîçòàøóâàòè êàðòèíè ÿê çàáàæà¹òüñÿ?

Çàíóìåðó¹ìî ìiñöÿ, íà ÿêèõ âèñÿòü êàðòèíè, òàê, ùîá íóìåðàöiÿ ìiñöü
ñïiâïàäàëà ç íóìåðàöi¹þ êàðòèí â ïî÷àòêîâîìó ïîëîæåííi. Ðîçòàøóâà-
ííÿ êàðòèí, ïðè ÿêîìó êàðòèíà ç íîìåðîì i1 âèñèòü íà ïåðøîìó ìiñöi,
êàðòèíà ç íîìåðîì i2 íà äðóãîìó i ò.ä., êàðòèíà ç íîìåðîì in íà n-ó ìiñöi,
îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïåðåñòàíîâêîþ

α =

(
1 2 3 . . . n
i1 i2 i3 . . . in

)
(8)

ßêùî â ïîëîæåííi, ÿêå îïèñó¹òüñÿ ïåðåñòàíîâêîþ (8), ïîìiíÿòè ìiñöÿìè
êàðòèíè, ÿêi ñòîÿòü íà k-ìó i (k + 1)-ìó ìiñöÿõ (1 ≤ k ≤ n), òî ïåðåñòà-
íîâêà α1, ÿêà áóäå õàðàêòåðèçóâàòè öå íîâå ïîëîæåííÿ, áóäå ðåçóëüòàòîì
äîáóòêó ïåðåñòàíîâêè α çëiâà íà òðàíñïîçèöiþ (k k + 1):

α1 =

(
1 2 . . . k − 1 k k + 1 k + 2 . . . n
i1 i2 . . . ik−1 ik+1 ik ik+2 . . . in

)
=

=

(
1 2 . . . k − 1 k k + 1 k + 2 . . . n

1 2 . . . k − 1 k + 1 k k + 2 . . . n

)
◦

◦
(

1 2 . . . k − 1 k k + 1 k + 2 . . . n
i1 i2 . . . ik−1 ik ik+1 ik+2 . . . in

)
.



18

ßêùî ïåðåõiä âiä ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ äî áàæàíîãî, ÿêîìó âiäïîâiäà¹
ïåðåñòàíîâêà ϕ, çäiéñíþ¹òüñÿ çà s êðîêiâ, òî ìîæíî çàïèñàòè, ùî

δ1 ◦ δ2 ◦ . . . ◦ δs ◦ ε = ϕ,

äå δ1, δ2, . . . , δs � äåÿêi òðàíñïîçèöi¨. Òîáòî çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëþâàòè
òàêèì ÷èíîì:

×è ìîæíî ðîçêëàñòè äîâiëüíó ïåðåñòàíîâêó â äîáóòîê òðàíñïîçè-
öié?

Ïiäìíîæèíó T ìíîæèíè óñiõ ïåðåñòàíîâîê íàçèâàþòü ñèñòåìîþ
òâiðíèõ çàäàíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S, ÿêùî êîæíó ïåðåñòàíîâêó iç S
ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê ïåðåñòàíîâîê iç T .

Òâåðäæåííÿ 5.1 Êîæåí öèêë (a1a2 . . . as) ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáó-
òîê òðàíñïîçèöié.

(a1a2 . . . as) = (a1a2) ◦ (a1a3) ◦ . . . ◦ (a1as) (9)

Äiéñíî, çíàéäåìî çíà÷åííÿ äîáóòêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (9):(
a1 a2 a3 a4 . . . as−1 as
a2 a1 a3 a4 . . . as−1 as

)
◦
(
a1 a2 a3 a4 . . . as−1 as
a3 a2 a1 a4 . . . as−1 as

)
◦

◦
(
a1 a2 a3 a4 . . . as−1 as
a4 a2 a3 a1 . . . as−1 as

)
◦. . .◦

(
a1 a2 a3 a4 . . . as−1 as
as−1 a2 a3 a4 . . . a1 as

)
◦(

a1 a2 a3 a4 . . . as−1 as
as a2 a3 a4 . . . as−1 a1

)
=

=

(
a1 a2 a3 a4 . . . as−1 as
a2 a3 a4 a5 . . . as a1

)
= (a1a2a3 . . . as).

Â ñèìåòðè÷íié ãðóïi Sn íà ìíîæèíiM = {1, 2, . . . , n} âèäiëÿþòü ñèñòåìè
òâiðíèõ:

I (12), (23), (34), . . . , (n− 1 n)

II (12), (13), (14), . . . , (1n)

III (12), (123 . . . n)

Âñi ñèñòåìè ¹ ïîâíèìè i êîæåí åëåìåíò îäíi¹¨ ìîæíà âèðàçèòè äîáóòêîì
iíøèõ.

Ðiâíiñòü
(ij) = (1i) ◦ (1j) ◦ (1i) (10)

äà¹ çìîãó çàïèñóâàòè êîæåí åëåìåíò ñèñòåìè I, âèêîðèñòîâóþ÷è åëåìåí-
òè ñèñòåìè II.
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Ðiâíiñòü

(1k) = (12) ◦ (23) ◦ . . . ◦ (k − 1 k) ◦ (k − 1 k − 2) ◦ . . . ◦ (21) (11)

äà¹ çìîãó âèðàæàòè êîæåí åëåìåíò ñèñòåìè II, âèêîðèñòîâóþ÷è åëåìåíòè
ñèñòåìè I.

Ðiâíiñòü

(123 . . . n)j ◦ (12) ◦ (123 . . . n)−j = (j + 1 j + 2) (12)

äà¹ ìîæëèâiñòü çàïèñóâàòè êîæåí åëåìåíò ñèñòåìè I, âèêîðèñòîâóþ÷è
åëåìåíò ñèñòåìè III.

Çàäà÷à 5.2 Äîâåñòè, ùî âñi öèêëè äîâæèíè 3 ðàçîì ç ÿêîþ-íåáóäü
òðàíñïîçèöi¹þ óòâîðþþòü ñèñòåìó òâiðíèõ ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn.

Iç òâåðäæåííÿ 5.1 îòðèìó¹ìî (ijk) = (ij) ◦ (ik), çâiäêè (ijk) ◦ (ik) =
(ij)◦ (ik)◦ (ik), òîáòî (ij) = (ijk)◦ (ik). Ïðè ôiêñîâàíèõ i i k îòðèìó¹ìî,
ùî òðàíñïîçèöi¨ âèäó (ij) {i � ôiêñîâàíèé, j � äîâiëüíèé} ìîæíà âè-
ðàçèòè ÷åðåç âêàçàíi ïåðåñòàíîâêè. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ìíîæèíà òàêèõ
òðàíñïîçèöié ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ Sn. Ïîðiâíÿ¹ìî òàêi òðàíñïîçèöi¨ iç ñè-
ñòåìîþ II. Îñêiëüêè äîâiëüíèé åëåìåíò ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ
òðàíñïîçèöié âèäó (ij), äå i � ôiêñîâàíèé, j � äîâiëüíèé, òî ìîæëèâî
çàìiíèòè óñi òàêi òðàíñïîçèöi¨ íà äîáóòîê öèêëiâ äîâæèíè 3 òà îäíi¹¨
òðàíñïîçèöi¨ (ij). Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî âñi öèêëè äîâæèíè 3 òà îäíà
òðàíñïîçèöiÿ óòâîðþþòü ñèñòåìó òâiðíèõ ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn.

Çàäà÷à 5.3 Êîæíà ïiäìíîæèíà iç Sn, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå íiæ
n!
2 åëå-

ìåíòiâ, óòâîðþ¹ ñèñòåìó òâiðíèõ Sn. Äîâåñòè öå.

Íåõàé T ⊂ Sn i | T |> n!
2 . Íåõàé íà ìíîæèíi T çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi

îäíà òðàíñïîçèöiÿ, à çãiäíî çàäà÷i 5.1, äîìíîæàþ÷è åëåìåíòè ìíîæèíè
T íà òðàíñïîçèöiþ, îòðèìó¹ìî n!

2 − 1 ðiçíèõ åëåìåíòiâ, ÿêi äîïîâíþþòü
ìíîæèíó T äî åëåìåíòiâ ãðóïè Sn. ßêùî â ìíîæèíi T íåìà¹ æîäíî¨
òðàíñïîçèöi¨, òî ¨¨ ìîæíà îòðèìàòè ïåðåìíîæàþ÷è åëåìåíòè iç ìíîæèíè
T . Îñêiëüêè ¨õ ÷èñëî áiëüøå íiæ n!

2 , òî â öié ìíîæèíi çíàéäóòüñÿ ïðè-
íàéìíi äâà åëåìåíòè, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ íà òðàíñïîçèöiþ, òîáòî äîáóòîê
îäíîãî åëåìåíòó íà òðàíñïîçèöiþ äîðiâíþ¹ äðóãîìó. I çíîâó îòðèìó¹ìî
âàðiàíò iç òðàíñïîçèöi¹þ, ÿêó çàìiíþþòü äîáóòêîì åëåìåíòiâ.

Çàäà÷à 5.4 Äîâåñòè, ùî êîæíà ç íàñòóïíèõ ìíîæèí ¹ òâiðíîþ ìíî-
æèíîþ çíàêîçìiííî¨ ãðóïè n-ãî ñòåïåíÿ:

1) ìíîæèíà âñiõ öèêëiâ äîâæèíè 3;
2) ìíîæèíà öèêëiâ âèäó (123), (124), . . . , (12n).
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Çàäà÷à 5.5 Äîâåñòè, ùî êîæíà ç íàñòóïíèõ ìíîæèí ¹ íåçâiäíîþ,
òîáòî íå ìîæíà çìåíøèòè êiëüêiñòü òâiðíèõ, òâiðíîþ ìíîæèíîþ
ãðóïè S6:

1) M1 = {(12), (34), (56), (23)(45)};
2) M2 = {(12), (34), (123)(456)};
3) M3 = {(12), (23), (24)(156)}.

6 Ïiäãðóïè ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè

Ïiäìíîæèíó T ìíîæèíè Sn íàçèâàþòü ïiäãðóïîþ ãðóïè Sn , ÿêùî
âîíà ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî ìíîæåííÿ ïåðåñòàíîâîê.

Ñàìà ìíîæèíà Sn ¹ ñâî¹þ ïiäãðóïîþ, ÿêó íàçèâàþòü íåâëàñíîþ.
Îêðiì òîãî, ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè iç îäíîãî åëåìåíòà ε, òàêîæ
¹ ïiäãðóïîþ. Öå âèïëèâà¹ iç ðiâíîñòåé

ε ◦ ε = ε, ε−1 = ε

�¨ íàçèâàþòü òðèâiàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè Sn. Äëÿ êîæíî¨ ïiäãðóïè G
ãðóïè Sn âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

1 <| G |< n! .

Ïiäìíîæèíà T ãðóïè Sn ÿêà ìiñòèòü ùî íàéìåíøå îäíó ïåðåñòàíîâêó, ¹
ïiäãðóïîþ ãðóïè Sn òîäi é ëèøå òîäi, êîëè:

1. ðàçîì ç äâîìà åëåìåíòàìè α, β äî íå¨ âõîäèòü i ¨õ äîáóòîê α ◦ β;

2. ÿêùî α ∈ T , òî α−1 ∈ T .

Íåõàé α 6= ε - äîâiëüíà ïåðåñòàíîâêà iç Sn, ÿêà ìà¹ ïîðÿäîê k. Òîäi
ïåðåñòàíîâêè

α, α2, α3, . . . , αk−1, αk = ε.

âiäìiííi îäíà âiä îäíî¨. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ìíîæèíà C öèõ ïåðåñòàíîâîê
¹ ãðóïîþ. Äiéñíî, çà îçíà÷åííÿì äi¨ ìíîæåííÿ, äëÿ äîâiëüíèõ ïåðåñòà-
íîâîê αi, αj ∈ C ìà¹ìî:

αi ◦ αj =

{
αi+j , i+ j < k,
αi+j−k , i+ j ≥ k.

Îáåðíåíîþ äî ïåðåñòàíîâêè αi ∈ C ¹ ïåðåñòàíîâêà αk−i, îñêiëüêè
αi◦αk−i = αk = ε. Òàêèì ÷èíîì, äîáóòîê äîâiëüíèõ äâîõ ïåðåñòàíîâîê iç
ìíîæèíè C çíîâó ¹ åëåìåíòîì öi¹¨ ìíîæèí. Ïåðåñòàíîâêà, îáåðíåíà äî
äîâiëüíî¨ ïåðåñòàíîâêè iç C, òàêîæ íàëåæèòü C. Ç öüîãî âèïëèâà¹ ùî C
- ãðóïà. Òàêi ãðóïè íàçèâàþòü öèêëi÷íèìè.
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Çàäà÷à 6.1 Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà óñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè Sn, ÿêi çàëè-
øàþòü íåðóõîìèìè äåÿêå ÷èñëî k, óòâîðþ¹ ãðóïó.

Íåõàé α =

(
1 2 . . . k . . . n
i1 i2 . . . k . . . in

)
i β =

(
1 2 . . . k . . . n
j1 j2 . . . k . . . jn

)
�

åëåìåíòè ìíîæèíè G. Òîäi α◦β =

(
1 2 . . . k . . . n
i′1 i′2 . . . k . . . i′n

)
∈ G i β ◦α =(

1 2 . . . k . . . n
j′1 j′2 . . . k . . . j′n

)
∈ G. Îñêiëüêè G ⊂ Sn, òî âèêîíó¹òüñÿ çàêîí

àñîöiàòèâíîñòi. Åëåìåíò ε =

(
1 2 . . . k . . . n
1 2 . . . k . . . n

)
∈ G ¹ íåéòðàëüíèì

åëåìåíòîì ìíîæèíè. ßêùî α ∈ G òî α−1 =

(
i1 i2 . . . k . . . in
1 2 . . . k . . . n

)
∈ G

i α ◦ α−1 = ε. Òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè iñíó¹ îáåðíåíèé,
ÿêèé òåæ íàëåæèòü ìíîæèíi G. Âèêîíàííÿ öèõ äâîõ óìîâ i äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ çàäà÷i.

Çàäà÷à 6.2 ßêîãî íàéáiëüøîãî ïîðÿäêó ìîæå áóòè öèêëi÷íà ïiäãðóïà
ãðóïè S9 ?

Îñêiëüêè ïîðÿäîê öèêëi÷íî¨ ãðóïè äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó òâiðíîãî åëåìåí-
òó, òî íàéáiëüøèé ïîðÿäîê ìà¹ òà ïiäãðóïà, ÿêà ïîðîäæåíà åëåìåíòîì ç
íàéáiëüøèì ïîðÿäêîì. Îñêiëüêè ïîðÿäîê åëåìåíòà ¹ íàéìåíøèì ñïiëü-
íèì êðàòíèì äîâæèí âçà¹ìíî ïðîñòèõ öèêëiâ, íà ÿêi âîíà ðîçêëàäà¹òüñÿ,
òî ïîðÿäîê áóäå íàéáiëüøèì òîäi, êîëè äîâæèíè öèêëiâ áóäóòü âçà¹ìíî
ïðîñòèìè, à ¨õ ñóìà äîðiâíþâàòèìå 9. Ïåðåáðàâøè òàêi ÷èñëà, îòðèìó¹-
ìî ÍÑÊ(2,7)=14, ÍÑÊ(4,5)=20. Òîáòî öèêëi÷íà ïiäãðóïà ãðóïè S9 ìîæå
ìàòè íàéáiëüøèé ïîðÿäîê, ÿêèé äîðiâíþ¹ 20.

Çàäà÷à 6.3 Ñêiëüêè ïiäãðóï äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ ãðóïà S5?

Ó äîâiëüíié òàêié ïiäãðóïi çàâæäè ïîâèíåí áóòè íåéòðàëüíèé åëåìåíò
ε òà åëåìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó, òîáòî îáåðíåíèé ñàì äî ñåáå α◦α = ε, α2 =
ε. Çíàéäåìî âñi åëåìåíòè, ÿêi ìàþòü ïîðÿäîê 2. �õ êiëüêiñòü äîðiâíþ¹
C2

5C
2
3 + C2

5 = 5!
3!2!

3!
2!1! + 5!

3!2! = 40. Çíà÷èòü ñèìåòðè÷íà ãðóïà S5 ìà¹ 40
ïiäãðóï äðóãîãî ïîðÿäêó

Çàäà÷à 6.4 Ñêiëüêè ïiäãðóï äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ ãðóïà Sn?

Çàäà÷à 6.5 Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà K ìíîæèíè Sn óòâîðþ¹ ïiäãðó-
ïó, ÿêùî äîáóòîê äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ iç K íàëåæèòü K.
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Íåõàé α ∈ K i α◦α ∈ K, çâiäñè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà α ◦ α ◦ . . . ◦ α︸ ︷︷ ︸
m

∈ K.

Äëÿ êîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà αn = ε. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ åëåìåíò α−1, òîäi αn◦α−1 = ε◦α−1 ⇒
αn−1 = α−1 i α−1 äiéñíî iñíó¹, ïðè÷îìó αn−1 ∈ K òî α−1 ∈ K . Îñêiëüêè
îáèäâi óìîâè âèêîíàëèñü, òî ìíîæèíà K, â ÿêié äîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ
iç ìíîæèíè íàëåæèòü öié ìíîæèíi, ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè Sn.

Çàäà÷à 6.6 Ïîáóäóâàòè ôàêòîð-ãðóïó S3 ïî ¨¨ íîðìàëüíié ïiäãðóïi.

S3 = {α1, α2, α3, α4, α5α6}, α1 = ε α2 = (23) α3 = (13) α4 =
(12) α5 = (123) α6 = (132). Çíàéäåìî ïiäãðóïè ãðóïè S3.

1)U1 = {α1} 2)U2 = {α1, α2} 3)U3 = {α1, α3}

4)U4 = {α1, α4} 5)U5 = {α1, α5, α6} 6)U6 = S3.

Ïåðåâiðåìî, ÿêà ç öèõ ïiäãðóï ¹ íîðìàëüíîþ, òîáòî aUa−1 = U, a ∈ S3.
Îêðiì U1 òà U6 íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ¹ i U5. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî
ãðóïà S3 ðîçêëàäà¹òüñÿ íà äâà êëàñè ñóìiæíîñòi U3 òà α4U3. Íåâàæêî
ïåðåâiðèòè, ùî ðîçêëàä íà ïðàâi òà ëiâi ñóìiæíi êëàñè íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ.
Ç öüîãî ìà¹ìî S3/U5 = {U5, α4U5}.

Çàäà÷à 6.7 Îïèñàòè âñi ïiäãðóïè ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3.

Ïîðÿäîê ãðóïè S3 äîðiâíþ¹ 3! = 6. Ç òåîðåìè Ëàãðàíæà âèïëèâà¹, ùî
âëàñíi ïiäãðóïè ç S3 ìîæóòü ñêëàäàòèñÿ iç äâîõ àáî òðüîõ ïåðåñòàíîâîê.
Îòæå, ïiäìíîæèíè S3, ùî ñêëàäàþòüñÿ iç ÷îòèðüîõ àáî ï'ÿòè ïåðåñòàíî-
âîê, ïiäãðóï íå óòâîðÿòü.

1) Îïèøåìî ñïî÷àòêó ïiäãðóïè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ iç äâîõ ïåðåñòàíîâîê.
ßêùî H � òàêà ïiäãðóïà, òî äî íå¨ âõîäèòü åëåìåíò ε i ùå äåÿêèé iíøèé
åëåìåíò a, òîáòî H = {ε, a}.

Åëåìåíò îáåðíåíèé äî a íå ìîæå çáiãàòèñÿ ç ε, òîìó a−1 = a. Îñòàííþ
ðiâíiñòü ìîæíà çàïèñàòè òàê: a−1 · a = a · a, òîáòî ε = a2. Îòæå, a �
ïåðåñòàíîâêà äðóãîãî ïîðÿäêó, òîáòî öèêë äîâæèíè 2.

Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ íå áiëüøå òðüîõ ïiäãðóï äðóãîãî ïîðÿäêó ãðóïè
S3, öi ïiäãðóïè íåâàæêî çíàéòè çà äîïîìîãîþ òàáëèöi Êåëi. Öå áóäóòü
òàêi ïiäìíîæèíè: A = {ε, (12)}, B = {ε, (23)}, C = {ε, (13)}. Ëåãêî
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïiäìíîæèíè A, B i C äiéñíî ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè S3,
òîìó ùî äëÿ êîæíîãî ç íèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òåîðåìè ïðî ïiäãðóïè äëÿ
êiíöåâèõ ãðóï.

Äëÿ ïiäìíîæèíè À:

ε =

(
1 2 3
1 2 3

)
, a =

(
1 2 3
2 1 3

)
= (12)
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ε · a =

(
1 2 3
1 2 3

)
·
(

1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
2 1 3

)
= (12) = a ∈ A

a2 =

(
1 2 3
2 1 3

)
·
(

1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
1 2 3

)
= ε.

Àíàëîãi÷íî äëÿ ïiäìíîæèí B i C.
2) Òåïåð îïèøåìî ïiäãðóïè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ iç òðüîõ ïåðåñòàíîâîê.

ßêùî G = {ε, ϕ, ψ} � òàêà ïiäãðóïà, òî ïåðåñòàíîâêè ϕ i ψ ïîâèííi
ìàòè ïîðÿäîê 3. Äiéñíî, ÿêùî îäíà ç íèõ, íàïðèêëàä ϕ, ìà¹ ïîðÿäîê
2, òî ϕ = ϕ−1. Íåõàé ψ 6= ψ−1, òîäi ψ−1 = ϕ i ψ−1 = ϕ−1. Òîäi ψ =
ψ · ε = ψ · ϕ · ϕ−1 = ϕ · ε = ϕ. Îòæå, îäåðæàëè ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêì
ϕ i ψ ðiçíi. Îòæå, ψ = ψ−1, ϕ2 = ε, òîáòî ïåðåñòàíîâêà ψ òåæ áóäå
ìàòè ïîðÿäîê 2. Àëå ëåãêî ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî, ùî äîáóòîê áóäü-
ÿêèõ äâîõ ðiçíèõ ïåðåñòàíîâîê äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ïåðåñòàíîâêà òðåòüîãî
ïîðÿäêó. Íàïðèêëàä,

ϕ · ψ = (12) · (13) =

(
1 2 3
2 1 3

)
·
(

1 2 3
3 1 2

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
= (123) /∈ G

.
Îòæå, äîáóòîê ϕ · ψ íå íàëåæèòü G. I òîìó G íå ¹ ïiäãðóïîþ.
Òàêèì ÷èíîì, ïåðåñòàíîâêè ϕ i ψ ïîâèííi ìàòè ïîðÿäîê 3, òîáòî G =

{ε, (123), (132)}, äå ε =

(
1 2 3
1 2 3

)
, ϕ =

(
1 2 3
2 3 1

)
, ψ =

(
1 2 3
3 2 1

)
,

ϕ · ε = ϕ ∈ G, ψ · ε = ψ ∈ G

ϕ2 =

(
1 2 3
2 3 1

)
·
(

1 2 3
2 3 1

)
=

(
1 2 3
3 1 2

)
= ψ ∈ G

ψ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
·
(

1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
= ϕ ∈ G

ϕ · ψ =

(
1 2 3
2 3 1

)
·
(

1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
1 2 3

)
= ε ∈ G

ψ · ϕ =

(
1 2 3
3 2 1

)
·
(

1 2 3
2 3 1

)
=

(
1 2 3
1 2 3

)
= ε ∈ G

ßê áà÷èìî, äîáóòîê êîæíèõ äâîõ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè G
¹ åëåìåíòîì iç G. Òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òåîðåìè ïðî ïiäãðóïè äëÿ
ñêií÷åíèõ ãðóï. Îòæå, ïiäìíîæèíà G ìíîæèíè S3 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè S3.

Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà S3 ìà¹ øiñòü ðiçíèõ ïiäãðóï:
1. A = {ε, (12)}
2. B = {ε, (23)}
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3. C = {ε, (13)}
4. G = {ε, (123), (132)}
5. H = {ε, (12), (13), (23), (123), (132)} = S3

6. T = {ε}
Îïåðàöiþ íà ìíîæèíi H íàçèâàþòü êîìóòàòèâíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-

ÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ h1 i h2 ç H âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: h1 · h2 = h2 · h1.
Êîìóòàòèâíîþ ïiäãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïà ç êîìóòàòèâíîþ îïå-

ðàöi¹þ.

Çàäà÷à 6.8 Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà

H = {ε, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

ãðóïè S4 ¹ êîìóòàòèâíîþ ïiäãðóïîþ. Ñêëàñòè òàáëèöþ ìíîæåííÿ ïiä-
ãðóïè H.

Ïåðåñòàíîâêè α i β êîìóòóþòü, ÿêùî α · β = β · α.

Íåõàé α = (12)(34) =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
, β = (13)(24) =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
,

γ = (14)(23) =

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
. Îá÷èñëèìî âñi ìîæëèâi äîáóòêè öèõ åëå-

ìåíòiâ. ßê ïðèêëàä. α ·β =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
·
(

1 2 3 4
3 1 4 2

)
=

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
=

(14)(23) = γ. Îòæå ìà¹ìî β · α = γ, α · γ = β, γ · α = β, β · γ = α,
γ · β = α, α · α = ε, β · β = ε, γ · γ = ε.

Îòæå, äîáóòîê áóäü-ÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè H ¹ åëåìåíòîì òi¹¨
æ ìíîæèíè, òîáòî ïiäìíîæèíà H ãðóïè S4 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè S4, ïðè-
÷îìó ïåðåñòàíîâêè êîìóòóþòü. Îñòàòî÷íî, H � êîìóíiêàòèâíà ïiäãðóïà.

Çàïèøåìî òàáëèöþ ìíîæåííÿ ïiäãðóïè H.

· ε α β γ

ε ε α β γ

α α ε γ β

β β γ ε α

γ γ β α ε

Çàäà÷à 6.9 Äîâåäiòü, ùî ãðóïà A4 íå ìà¹ ïiäãðóï ïîðÿäêó 6.

ßêùî ãðóïà A4 ìà¹ ïiäãðóïó ïîðÿäêó 6, òî öÿ ïiäãðóïà ïîâèííà áó-
òè íîðìàëüíîþ, òîìó ùî ¨¨ ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ïîðÿäêó ãðóïè
A4. Àëå, òîìó ùî áóäü-ÿêà íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè A4 ìiñòèòü òiëüêè
åëåìåíòè ïîðÿäêó 2, òî ìàêñèìàëüíèé ìîæëèâèé ïîðÿäîê ïiäãðóïè A4

äîðiâíþ¹ 4. Îòæå, ãðóïà A4 íå ìà¹ ïiäãðóï ïîðÿäêó 6.
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Çàäà÷à 6.10 Äîâåäiòü, ùî çíàêîçìiííà ãðóïà An (n ≥ 3), ïîðîäæó¹-
òüñÿ âñiìà öèêëàìè

(
a b c

)
äîâæèíè 3.

Ãðóïà An ïîðîäæó¹òüñÿ äîáóòêàìè ïàð òðàíñïîçèöèé. ßêùî äâi
òðàíñïîçèöi¨ îäíàêîâi, ¨õ äîáóòîê äîðiâíþ¹ òîòîæíié ïåðåñòàíîâöi. ßêùî
âîíè ìàþòü îäíó ñïiëüíó áóêâó, ÿê, íàïðèêëàä, (ab) i (ac), òî (ab) ·(ac) =
(abc). ßêùî âîíè íå ìàþòü ñïiëüíèõ áóêâ, òî (ab) · (cd) = (ab) · (ac) · (ca) ·
(cd) = (abc) · (cad). Âèõîäèòü, çíàêîçìiííà ãðóïà An, ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà
öèêëàìè äîâæèíè 3.

Çàäà÷à 6.11 Çíàéòè êîìóòàíò ãðóïè S3.

Çàäà÷à 6.12 ×è ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìèé äîáóòîê ãðóïà S3?

Çàäà÷à 6.13 ßêi íîðìàëüíi ïiäãðóïè ìà¹ ãðóïà S3?

Çàäà÷à 6.14 Äîâåñòè, ùî â äîâiëüíié ãðóïi ïiäãðóïà iíäåêñó 2
îáîâ'ÿçêîâî íîðìàëüíà.

Çàäà÷à 6.15 Äîâåñòè, ùî ÿêùî äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ ëiâèõ ñóìi-
æíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H çíîâó áóäå ëiâèì ñóìiæíèì êëà-
ñîì, òî H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà â G.

Çàäà÷à 6.16 Äîâåñòè, ùî ÿêùî A � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n i d �
äiëüíèê n, òî A ìiñòèòü òiëüêè îäíó ïiäãðóïó ïîðÿäêó d, ïðè÷îìó öÿ
ïiäãðóïà öèêëi÷íà.

7 Ïàðíi òà íåïàðíi íåðåñòàíîâêè. Çíàêîçìiííà ãðó-

ïà.

Ðîçêëàä ïåðåñòàíîâîê iç Sn â äîáóòîê òðàíñïîçèöié, âçàãàëi êàæó÷i,
íå ¹ îäíîçíà÷íèì. Íàïðèêëàä,

(123) = (13) ◦ (23) = (12) ◦ (13).

Ïðîòå ïåâíà õàðàêòåðèñòèêà, ÿêà çàëèøà¹òüñÿ îäíàêîâîþ äëÿ êîæíîãî
ðîçêëàäó, iñíó¹.

Ïåðåñòàíîâêó íàçèâàþòü ïàðíîþ, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê
ïàðíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöié. Â iíøîìó âèïàäêó ïåðåñòàíîâêó íàçèâàþòü
íåïàðíîþ. ßêùî ïåðåñòàíîâêà ϕ ðîçêëàäåíà â äîáóòîê òðàíñïîçèöié ϕ =
δ1◦δ2◦ . . .◦δs−1◦δs, òî îáåðíåíîþ äî ϕ áóäå ïåðåñòàíîâêà ϕ−1 = δs◦δs−1◦
. . .◦δ2◦δ1. Îñêiëüêè iç ðiâíîñòi (δ1◦δ2◦. . .◦δs−1◦δs)◦(δs◦δs−1◦. . .◦δ2◦δ1) = ε

âèïëèâà¹, ùî ϕ−1 = δ−1s ◦δ−1s−1 ◦ . . .◦δ−12 ◦δ−11 , à äëÿ òðàíñïîçèöié δ−1i = δi.
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Çàóâàæåííÿ 7.1 ßêùî α1 ◦ α2 ◦ . . . ◦ αs òà β1 ◦ β2 ◦ . . . ◦ βt - ðîçêëàä
ïåðåñòàíîâêè â äîáóòîê òðàíñïîçèöié, òî ÷èñëà s i t ìàþòü îäíàêîâó
ïàðíiñòü.

Çàäà÷à 7.1 Äîâåñòè, ùî íåïàðíi ïåðåñòàíîâêè iç Sn ìàþòü ïàðíó
ñòåïiíü.

ßêùî íåïàðíà ïåðåñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â îäèí öèêë, òî éîãî äîâ-
æèíà ¹ ÷èñëî ïàðíå. Òîäi çãiäíî ôîðìóëè 5 ìà¹ìî, ùî íåïàðíà ïåðåñòà-
íîâêà ìà¹ ïàðíó ñòåïiíü.

ßêùî íåïàðíà ïåðåñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê âçà¹ìíî ïðîñòèõ
öèêëiâ, òî ñåðåä íèõ çàâæäè ¹ ïðèíàéìíi îäèí öèêë ç íåïàðíîþ äîâæè-
íîþ. ßêùî âñi âçà¹ìíî ïðîñòi öèêëè ìàþòü íåïàðíó äîâæèíó, à öèêë ç
íåïàðíîþ äîâæèíîþ, çãiäíî çàóâàæåííÿ 4.2, ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïàðíó êiëü-
êiñòü òðàíñïîçèöié, òî òàêèé åëåìåíò áóäå ïàðíèì. Çãiäíî ç òîãî, ùî â
ðîçêëàäi íåïàðíîãî åëåìåíòà ¹ öèêë ç ïàðíîþ äîâæèíîþ, òî çãiäíî çàóâà-
æåííÿ 3.1 ìà¹ìî, ùî ïîðÿäîê ¹ íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì äîâæèí
âçà¹ìíî ïðîñòèõ öèêëiâ, òîáòî ÷èñëî ïàðíå.

Ïîçíà÷èâøè ìíîæèíó ïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê ÷åðåç An, ïåðåêîíà¹ìîñÿ,
ùî âîíà óòâîðþ¹ ãðóïó.

Çàäà÷à 7.2 Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà An óòâîðþ¹ ãðóïó (çíàêîçìiííó
ãðóïó ïîðÿäêó n).

Íåõàé α, β ∈ An i α = α1◦α2◦. . .◦αt, β = β1◦β2◦. . .◦βs (t, s - ïàðíi).
Òîäi ìà¹ìî α ◦β = α1 ◦α2 ◦ . . . ◦αt ◦β1 ◦β2 ◦ . . . ◦βs. Îñêiëüêè t+ s ïàðíå
÷èñëî, òî α◦β ∈ An. Iç äîâåäåíîãî âèùå ìà¹ìî: α−1 = αt◦αt−1◦. . .◦α2α1 i
α−1 ∈ An, áî t - ïàðíå ÷èñëî. Âèõîäÿ÷è ç öüîãî îòðèìó¹ìî, ùî An - ãðóïà.

Çàäà÷à 7.3 ßêà ç ïiäãðóï ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3: A = {ε, (12)}, B =
{ε, (23)}, C = {ε, (13)}, G = {ε, (123), (132)} áóäå çíàêîçìiííîþ.

Çíàêîçìiííà ãðóïà An ìà¹ ïîðÿäîê 1
2n!, çíà÷èòü çíàêîçìiííà ãðóïà

A3 ìà¹ ïîðÿäîê 1
2 · 3! = 3. Îòæå, iç ïðåäñòàâëåíèõ â óìîâi çàäà÷i ïiä-

ãðóï çíàêîçìiííîþ ìîæå áóòè ïiäãðóïà G, òîìó ùî ¨¨ ïîðÿäîê äîðiâíþ¹
3. Ïåðåâiðèìî, ÷è ¹ ïåðåñòàíîâêè ïiäãðóïè G ïàðíèìè. Çà îçíà÷åííÿì,
ïåðåñòàíîâêó íàçèâàþòü ïàðíîþ, ÿêùî âîíà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê
ïàðíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöi¨.

(123) = (12) · (13), òîáòî (123) � ïàðíà ïåðåñòàíîâêà;
(132) = (13) · (12), òîáòî (132) � ïàðíà ïåðåñòàíîâêà;
Îòæå, ïiäãðóïà G ãðóïè S3 ¹ çíàêîçìiííîþ.
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Çàäà÷à 7.4 Äîâåñòè, ùî ãðóïà S4 ìà¹, êðiì ñåáå i îäèíè÷íî¨ ïiäãðóïè,
òiëüêè íàñòóïíi íîðìàëüíi ïiäãðóïè:

1) çíàêîçìiííà ãðóïà A4;
2) "÷åòâåðíà ãðóïà Êëåéíà" V4, ÿêà ñêëàäà¹òüÿ ç ïåðåñòàíîâîê: e,

(12)(34), (13)(24), (14)(23).

Çàäà÷à 7.5 Äîâåñòè, ùî ïðè äîâiëüíîìó íàòóðàëüíîìó n ≥ 4 çíàêî-
çìiííà ãðóïà An íåêîìóòàòèâíà.

Îñêiëüêè A1 òà A2 ñêëàäàþòüñÿ òiëüêè iç òîòîæíiõ ïåðåñòàíîâîê, òî
âîíè ¹ êîìóòàòèâíèìè. Ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ Êåëi äëÿ ãðóïè A3:

◦ ε

(
1 2 3
2 3 1

) (
1 2 3
3 1 2

)
ε ε

(
1 2 3
2 3 1

) (
1 2 3
3 1 2

)
(
1 2 3
2 3 1

) (
1 2 3
2 3 1

) (
1 2 3
3 1 2

) (
1 2 3
1 2 3

)
(
1 2 3
3 1 2

) (
1 2 3
3 1 2

) (
1 2 3
1 2 3

) (
1 2 3
2 3 1

)
Îñêiüêè öÿ òàáëèöÿ ñèìåòðè÷íà, òî A3 ¹ êîìóòàòèâíîþ. Âiçüìå-

ìî äâà äîâiëüíèõ åëåìåíòè iç A4 i ïåðåìíîæåìî ¨õ. Â ðåçóëüòàòi ìà-

¹ìî:

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
◦
(

1 2 3 4
2 3 1 4

)
=

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
◦

◦
(

1 2 3 4
2 1 4 3

)
=

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
. Îñêiëüêè çàêîí êîìóòàòèâíîñòi íåâè-

êîíó¹òüñÿ, òî A4 íå ¹ êîìóòàòèâíîþ. Áiëüøå òîãî, ïðè n > 4 ãðóïà An

çàâæäè ìiñòèòü â ñîái åëåìåíòè ãðóïè A4, i òîìó âîíà òåæ íåêîìóòàòèâ-
íà.

Çàäà÷à 7.6 Äîâåñòè, ùî An � ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà íà Sn, âiäìiííà
âiä Sn, òîáòî êîæíà ïiäãðóïà, ÿêà ìiñòèòü An, ñïiâïàäà¹ àáî ç An, àáî
ç Sn.

Íåõàé ïiäãðóïà T ⊃ An ìàêñèìàëüíà. Òîáòî iíñíó¹ t ∈ T, t /∈ An.
Àëå äîáóòîê ïàðíîãî åëåìåíòà íà íåïàðíèé ¹ íåïàðíèé, äiéñíî a ∈
An a = (..) ◦ (..) ◦ . . . ◦ (..)︸ ︷︷ ︸

n

,n - ïàðíå t = (..) ◦ (..) ◦ . . . ◦ (..)︸ ︷︷ ︸
k

,k - íåïàð-

íå. a ◦ t = (..) ◦ (..) ◦ . . . ◦ (..)︸ ︷︷ ︸
n

◦ (..) ◦ (..) ◦ . . . ◦ (..)︸ ︷︷ ︸
k

. ×åðåç òå, ùî n + k -

÷èñëî íåïàðíå, òî a ◦ t ∈ T i a ◦ t /∈ An. Ïåðåìíîæèâøè t íà âñi åëåìåíòè
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An, à ¨õ n!
2 , îòðèìó¹ìî

n!
2 íåïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê. Òîáòî, ÿêùî ìíîæèíà

T ìiñòèòü åëåìåíò t, òî ìíîæèíà ïîâèííà ìiñòèòè â ñîái i âñi iíøi íåïàð-
íi åëåìåíòè, ùîá áóòè ïiäãðóïîþ. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî ïiäãðóïà, ÿêà
ìiñòèòü An, ñïiâïàäà¹ àáî ç An, àáî ç Sn.

Çàäà÷à 7.7 Äîâåñòè, ùî ïiäãðóïà An ¹ íîðìàëüíèì äiëüíèêîì ñèìå-
òðè÷íî¨ ãðóïè Sn n-ãî ñòåïåíþ.

Ãðóïà Sn ñêëàäà¹òüñÿ iç n! ïåðåñòàíîâîê, à ãðóïà An iç 1
2n! ïåðåñòà-

íîâîê. ßê ïðè ïðàâîìó, òàê i ïðè ëiâîìó ðîçêëàäi ãðóïè Sn ïî ïiäãðóïi
An îäíèì iç ñóìiæíèõ êëàñiâ ¹ ñàìà ïiäãðóïà An. Â öåé êëàñ íå âiéäóòü
âñi íåïàðíi ïåðåñòàíîâêè, ÷èñëî ÿêèõ òàêîæ äîðiâíþ¹ 1

2n!. Îñêiëüêè âñÿ-
êèé iíøèé ñóìiæíèé êëàñ ïîâèíåí ìiñòèòè ñòiëüêè æ åëåìåíòiâ, ñêiëüêè
¨õ ó ïåðøîìó êëàñi, òî ç åëåìåíòiâ ãðóïè Sn, ÿêi íå óâiéøëè â ïåðøèé
êëàñ, ìîæíà ñêëàñòè ëèøå îäèí ëiâèé àáî ïðàâèé ñóìiæíèé êëàñ, ÿêèé
áóäå ñêëàäàòèñÿ iç óñiõ íåïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê ãðóïè Sn. Îòæå îáèäâà
ðîçêëàäè ãðóïè ïî ïiäãðóïi An áóäóòü îäíàêîâi. Öå îçíà÷à¹, ùî An � íîð-
ìàëüíèé äiëüíèê. Ôàêòîð-ãðóïîþ ãðóïè Sn ïî íîðìàëüíîìó äiëüíèêó An

áóäå Sn/An = {An, sAn}, äå s - äîâiëüíà íåïàðíà ïåðåñòàíîâêà ãðóïè Sn.

Çàäà÷à 7.8 Äîâåñòè, ùî êîæíó ïàðíó ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ðîçêëà-
ñòè â äîáóòîê öèêëiâ äîâæèíè òðè.

Êîæåí åëåìåíò ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê òðàíñïîçèöié, ïðè÷îìó
äëÿ ïàðíîãî åëåìåíòó êiëüêiñòü òðàíñïîçèöié ïàðíà. ßêùî áóäåìî ðîç-
êëàäàòè çà äîïîìîãîþ òâiðíî¨ ñèñòåìè II, i âèêîðèñòîâóþ÷è çàóâàæåííÿ
(9), ìà¹ìî (a1a2a3) = (a1a2) ◦ (a1a3). Âèêîðèñòîâóþ÷è òàêó ñõåìó çàïè-
ñó, ìîæíà çàïèñàòè äîâiëüíèé ïàðíèé åëåìåíò âèêîðèñòîâóþ÷è öèêëè
äîâæèíè òðè.

Çàäà÷à 7.9 ×è ìîæíà ðîçêëàñòè êîæíó ïàðíó ïåðåñòàíîâêó iç Sn, äå
n - íåïàðíå, ó äîáóòîê öèêëiâ (1 2 3), (1 4 5), . . . , (1 n− 1 n)?

Çàäà÷à 7.10 Çíàêîçìiííà ãðóïà An (n > 4) ïðîñòà.

Çàäà÷à 7.11 Çíàéòè ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè

π =

(
1 2 3 . . . n− 1 n
n n− 1 n− 2 . . . 2 1

)
Çàäà÷à 7.12 Íåõàé σ ∈ Sn � íåïàðíà ïåðåñòàíîâêà, N � ¨¨ ïîðÿäîê â
ãðóïi Sn. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ïàðíiñòü ÷èñëà N?

Çàäà÷à 7.13 Äîâåñòè, ùî ãðóïà ïàðíîãî ïîðÿäêó ìiñòèòü åëåìåíò ïî-
ðÿäêó 2.
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8 Ãîìîìîðôiçìè òà içîìîðôiçìè

Âiäîáðàæåííÿ f : (M,⊕) → (N,�) íàçèâàþòü ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1. ∀m1,m2 ∈M (m1 ⊕m2)f = (m1)f � (m2)f

2. f - ñþð`¹êòèâíå.

Ìíîæèíà óñiõ ãîìîìîðôiçìiâ íàä ãðóïîþ óòâîðþþòü ãðóïó
Hom(M,N). ßêùî ìíîæèíè M i N ñïiâïàäàþòü, òî âiäîáðàæåííÿ
íàçèâàþòü åíäîìîðôiçìîì, à âiäïîâiäíó ãðóïó óñiõ âiäîáðàæåíü ç îïåðà-
öi¹þ êîìïîçèöi¨ ïîçíà÷àþòü EndM . ßêùî âiäîáðàæåííÿ f � ái¹êòèâíå,
òî ãîâîðÿòü ïðî içîìîðôiçì ìíîæèí M òà N i ïîçíà÷àþòü M ∼= N .

Ïðè ñïiâïàäàííi ìíîæèí M i N içîìîðôiçì íàçèâàþòü àâòîìîðôiç-
ìîì. Ìíîæèíà óñiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè óòâîðþ¹ ãðóïó AutG. ßêùî
a - ôiêñîâàíèé åëåìåíò ãðóïè, òî ñïiâñòàâëåííÿ ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåí-
òó x åëåìåíò x̄ = axa−1 ¹ àâòîìîðôiçìîì, áî: ïî ïåðøå � âiäîáðàæå-
ííÿ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå x = a−1x̄a; ïî äðóãå � x̄ȳ = axa−1 · aya−1 =
a(xy)a−1 = x̄y, òîáòî âîíî içîìîðôíå. Àâòîìîðôiçìè ãðóïè, ïîðîäæåíi
åëåìåíòàìè a çà ïðàâèëîì x→ axa−1, íàçèâàþòü âíóòðiøíiì . Âñi iíøi
(ÿêùî âîíè iñíóþòü) íàçèâàþòü çîâíiøíiìè.

Ïðè âíóòðiøíüîìó àâòîìîðôiçìi x→ axa−1 äîâiëüíà ïiäãðóïà G âiä-
îáðàæà¹òüñÿ â ïiäãðóïó aGa−1, ÿêó íàçèâàþòü ñïðÿæåíîþ ç ïiäãðó-
ïîþ G. ßêùî ïiäãðóïà G ñïiâïàäà¹ çi âñiìà ñâî¨ìè ñïðÿæåíèìè, òîáòî
aGa−1 = G, äëÿ âñiõ a, öå äà¹ çìîãó ãîâîðèòè ïðî ïåðåñòàíîâíiñòü ç óñiìà
åëåìåíòàìè a : aG = Ga, àáî ùî G - íîðìàëüíà ïiäãðóïà.

Çàóâàæåííÿ 8.1 ßêùî â ìíîæèíi Ḡ âèçíà÷åíà áiíàðíà îïåðàöiÿ i ãðó-
ïà G ãîìîìîðôíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà Ḡ, òî i Ḡ ¹ ãðóïîþ.

Çàóâàæåííÿ 8.2 Îäèíè÷íèé åëåìåíò i îáåðíåíèé åëåìåíòè ïðè ãîìî-
ìîðôiçìi ïåðåõîäÿòü çíîâó â îäèíè÷íèé åëåìåíò i îáåðíåíèé åëåìåíò.

Çàóâàæåííÿ 8.3 Êëàñ U ãðóïè G, ÿêèé ïðè ãîìîìîðôiçìi G → Ḡ ïå-
ðåõîäèòü â îäèíè÷íèé åëåìåíò ē ãðóïè Ḡ, ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â
G ; âñi iíøi êëàñè ¹ ñóìiæíèìè êëàñàìè ïî öié íîðìàëüíié ïiäãðóïi.

Çàäà÷à 8.1 Àáåëåâi ãðóïè íå ìàþòü âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ, âiä-
ìiííèõ âiä òîòîæíüîãî

Äiéñíî, îñêiëüêè âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïðàâèëîì

x→ axa−1,
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à äëÿ åëåìåíòiâ àáåëåâèõ ãðóï ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü axa−1 = aa−1x =
x, òî x→ x.

Çàäà÷à 8.2 Äîâåñòè, ùî ãðóïà Êëåéíà ¹ íîðìàëüíèì äiëüíèêîì ñèìå-
òðè÷íî¨ ãðóïè S4.

Äëÿ òîãî, ùîá ïiäãðóïà áóëà íîðìàëüíèì äiëüíèêîì ãðóïè, íåîáõiäíî,
ùîá ëiâîñòîðîííié ðîçêëàä ãðóïè G ïî ïiäãðóïi H ñïiâïàäà¹ ç ïðàâîñòî-
ðîííiì, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ G, aH = Ha.

Ãðóïà Êëåéíà ìà¹ âèãëÿä {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Çíàéäåìî
ëiâîñòîðîííié ðîçêëàä ãðóïè S4 íà êëàññè. Öå áóäóòü:{

(123), (134), (142), (243)
}
,
{

(132), (143), (124), (234)
}
,
{

(34), (23),

(24), (12), (1234), (1342), (1243), (13), (1324), (1432), (14), (1423)
}
.

Áåñïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî i ïðàâîñòîðîííié ðîç-
êëàä íà êëàñè ñïiâïàäà¹ ç ëiâîñòîðîííiì. Çâiäêè é ìà¹ìî, ùî ïiäãðóïà
Êëåéíà ¹ íîðìàëüíèì äiëüíèêîì ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S4.

Çàäà÷à 8.3 Çíàéòè ó âiäïîâiäíèõ ãðóïàõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü
GLn(C) ïiäãðóïè, içîìîðôíi ãðóïi S3

Íåõàé σ � ïåðåñòàíîâêà ñòåïåíÿ n i Aσ =|| δiσ(j) || - êâàäðàòíà ìàòðèöÿ
ñòåïåíÿ n, äå δiσ(j) - ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òîäi âiäîáðàæåííÿ σ → Aσ áóäå
içîìîðôiçìîì.(

1 2 3
1 2 3

)
→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (
1 2 3
2 1 3

)
→

 0 1 0
1 0 0
0 0 1


(

1 2 3
3 2 1

)
→

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 (
1 2 3
1 3 2

)
→

 1 0 0
0 0 1
0 1 0


(

1 2 3
3 1 2

)
→

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 (
1 2 3
2 3 1

)
→

 0 1 0
0 0 1
1 0 0


Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî óòâîðåíà ìíîæèíà ìàòðèöü A = {Aσ|σ ∈

Sn} óòâîðþ¹ ãðóïó içîìîðôíó ãðóïi Sn. Äiéñíî, íåõàé Aσ1 = ||δiσ1(i)||
òà Aσ2 = ||δiσ2(i)|| äâi ìàòðèöi ìíîæèíè A. Òîäi íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî
Aσ1 · Aσ2 = ||δiσ2(σ1(i))||. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ f : A → Sn : Aσ 7→ σ.
Òîäi äëÿ êîæíîãî σ1, σ2 ∈ Sn, σ = σ1σ2 ìà¹ìî

(σ1σ2)f = (σ)f = Aσ = Aσ1 · Aσ2 = (σ1)f · (σ2)f

Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ái¹êòèâíèì. Çâiäñè A ∼= Sn.
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Çàäà÷à 8.4 Çíàéòè ãðóïó àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè S3.

Âèçíà÷èìî ìíîæèíó G = {τi : α1 → αi | αj → αi ◦ αj, αj ∈ S3} òà
äîâåäåìî, ùî G ¹ ãðóïîþ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè S3 .

1. Çàìêíåíiñòü:(α)τi ◦ τj = ((α)τi)τj = (α◦αi)τj = α◦αi ◦αj = α◦αk =
(α)τk;

2. Àñîöiàòèâíiñòü: (τi ◦ τj) ◦ τk = τi ◦ (τj ◦ τk)
(α)(τi ◦ τj) ◦ τk = ((α)(τi ◦ τj))τk = (((α)τi)τj)τk
(α)τi ◦ (τj ◦ τk) = ((α)τi)(τj ◦ τk) = (((α)τi)τj)τk

3. Íåéòðàëüíèé åëåìåíò: τ1 : α1 → α1 - òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ.

4. Îáåðíåíèé: Çà âèíÿòêîì τ5 i τ6 âñi iíøi åëåìåíòè ìàþòü ïîðÿäîê 2,
òîáòî âîíè îáåðíåíi ñàìi äî ñåáå. Òîìó τ5 i τ6 ¹ âçà¹ìíî-îáåðíåíèì.

Òàêèì ÷èíîì îòðèìàëè ãðóïó AutS3 = G.

Çàäà÷à 8.5 Äîâåñòè, ùî ñèìåòðè÷íà ãðóïà Sn ïðè äîâiëüíîìó íàòó-
ðàëüíîìó n ≥ 5 ìiñòèòü ïiäãðóïó içîìîðôíó çíàêîçìiííié ãðóïi A5.

Çàäà÷à 8.6 Äîâåñòè, ùî S4/V4 ∼= S3.

Çàäà÷à 8.7 Äîâåñòè, ùî
1) ãðóïà äiåäðà D3 içîìîðôíà ñèìåòðè÷íié ãðóïi S3;
2) ãðóïà òåòðàåäðà T içîìîðôíà çíàêîçìiííié ãðóïi A4;
3) ãðóïà êóáà C içîìîðôíà ñèìåòðè÷íié ãðóïi S4;
4) ãðóïà iêîñàåäðà I içîìîðôíà çíàêîçìiííié ãðóïi A5.

Çàäà÷à 8.8 Äîâåñòè, ùî
1) ñèìåòðè÷íà ãðóïà S3 içîìîðôíà ãðóïi, ÿêà çàäàíà òâiðíèìè s1 i

s2 òà ñïiââiäíîøåííÿìè s
2
1 = e, s22 = e, (s1s2)

3 = e.
2) ñèìåòðè÷íà ãðóïà S4 içîìîðôíà ãðóïi, ÿêà çàäàíà òâiðíèìè s1, s2

i s3 òà ñïiââiäíîøåííÿìè s
2
1 = e, s22 = e, s23 = e, (s1s3)

2 = e, (s2s3)
3 = e.

Çàäà÷à 8.9 ×è içîìîðôíi ãðóïè Z12 ⊕ Z72 i Z18 ⊕ Z48?

9 Îðáiòè ãðóïè ïåðåñòàíîâîê. Ëåìà Áåðíñàéäà

Ðîçãëÿäàþ÷è ãðóïè ïåðåñòàíîâîê, âèíèêà¹ ïèòàííÿ ùîäî äi¨ ïåðåñòà-
íîâîê íà ïiäìíîæèíàõ, ïðè÷îìó ¹ íåîáõiäíiñòü îïèñàòè öi ïiäìíîæèíè.

Íåõàé G � ãðóïà ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæèíiM = {1, 2, . . . , n}. Ïiäìíî-
æèíó O ⊂M íàçèâàþòü îðáiòîþ ãðóïè G, ÿêùî:
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1. (a)α ∈ O äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ G i äîâiëüíîãî a ∈ O; òîáòî äëÿ
ïåðåñòàíîâîê iç G íà åëåìåíòè O íå âèâîäèòü çà ìåæi O;

2. äîâiëüíi äâà åëåìåíòè iç O ìîæíà ïåðåâåñòè îäèí â iíøèé äåÿêîþ
ïåðåñòàíîâêîþ iç G.

Çàäà÷à 9.1 Äîâåñòè, ùî äîâiëüíà ãðóïà ïåðåñòàíîâîê G = {ε =
α0, α1, . . . , αk−1} ìà¹ îðáiòè.

Âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíò a ∈ M i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó O(a) =
{a = (a)α0, (a)α1, . . . , (a)αk−1}. Âîíà áóäå îðáiòîþ ãðóïè G, áî:

1. ÿêùî αi ∈ G i b = (a)αj ∈ O(a), òî (b)αi = (a)(αj ◦αi) ∈ O(a), òîìó,
ùî αj ◦ αi ∈ G ( áî G - ãðóïà );

2. ÿêùî b = (a)αi i c = (a)αj - äîâiëüíèé åëåìåíò iç O(a), òî b =
(a)αi = (a)(ε ◦ αi) = (a)(αj ◦ α−1j ◦ αi) = (c)α−1j ◦ αi; i ïðè öüîìó
α−1j ◦ αj ∈ G, îñêiëüêè G - ãðóïà.

Ç`ÿñîâó¹òüñÿ, ùî îðáiòàìè ïîäiáíîãî âèäó âè÷åðïóþòüñÿ óñi òèïè îð-
áiò. Áiëüø òî÷íî, ÿêùî O - îðáiòà ãðóïè G i a ∈ O, òî O = O(a). Äîâiëüíi
äâi îðáiòè O(a) i O(b) àáî ñïiâïàäàþòü ( ÿêùî b ∈ O(a)), àáî íå ïåðåòèíà-
þòüñÿ ( ÿêùî b /∈ O(a)). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà M ðîçïàäà¹òüñÿ
â îá`¹äíàííÿ ïiäìíîæèí, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ � îðáiò ãðóïè G.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ M ðîçãëÿäàþòü ìíîæèíó Ga óñiõ ïå-
ðåñòàíîâîê iç G, äëÿ ÿêèõ òî÷êà a ¹ íåðóõîìîþ. Öÿ ìíîæèíà óòâîðþ¹
ãðóïó, ÿêó íàçèâàþòü ñòàáiëiçàòîðîì òî÷êè a.

Òåîðåìà 9.1 Äîâæèíà îðáiòè O(a) äîðiâíþ¹ iíäåêñó ñòàáiëiçàòîðà Ga

â ãðóïi G, òîáòî
| O(a) |=| G |:| Ga |

Ïðîiëþñòðó¹ìî ïîíÿòòÿ îðáiòè ãðóïè çà äîïîìîãîþ ïðèêëàäó. Íåõàé
ìíîæèíà G = {ε, α, β, γ} ¹ ãðóïîþ ñèìåòði¨ ôiãóðè, ÿêà çîáðàæåíà íà
ìàëþíêó.

α =

(
1 2 3 4 5 6
2 1 6 5 4 3

)
, β =

(
1 2 3 4 5 6
5 4 3 2 1 6

)
,

γ =

(
1 2 3 4 5 6
4 5 6 1 2 3

)
.

Ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíó M = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ìà¹ìî: (1)ε = 1, (1)α =
5, (1)β = 2, (1)γ = 4, òîáòî O(1) = {1, 2, 4, 5}. Âèáèðàþ÷è ÿêèé-
íåáóäü åëåìåíò iç M , ÿêèé íå íàëåæèòü O(1), ñêàæiìî 6, îäåðæèìî
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Ðèñ. 3: Äî ïðèêëàäó ïîíÿòòÿ îðáiò ãðóïè

(6)ε = 6, (6)α = 6, (6)β = 3, (6)γ = 3, çíà÷èòü O(6) = {3, 6}. Òàêèì
÷èíîì, ãðóïà ïåðåñòàíîâîê G íà ìíîæèíi M ìà¹ äâi îðáiòè

O(1) = {1, 2, 4, 5}, O(6) = {3, 6}.

Ñòàáiëiçàòîð G1 òî÷êè 1 iç O(1) ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíi¹¨ ïåðåñòàíîâêè ε

[G : G1] = 4 =| O(1) |. Ñòàáiëiçàòîð G6 òî÷êè 6 iç ïåðåñòàíîâîê ε òà β.
Ðîçêëàä ãðóïè G íà ïðàâi êëàñè ñóìiæíîñòi ïî ïiäãðóïi G6 = {ε, β} ìà¹
âèãëÿä

ε, α, ε ◦ β = β, α ◦ β = γ.

Òîáòî [G : G6] = 2 =| O(6) |.
Íåõàé χ(α) � ÷èñëî íåðóõîìèõ òî÷îê ïåðåñòàíîâêè α, t(G) � ÷èñëî

îðáiò ãðóïè ïåðåñòàíîâîê G = {α0 = ε, α1, . . . , αk−1}, ùî äi¹ íà ìíîæèíi
M = {1, 2, . . . , n}.

Ëåìà 9.2 (Áåðíñàéäà). Äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè ïåðåñòàíîâîê ìà¹ ìiñöå
ðiâíiñòü

t(G) =
1

| G |
∑
α∈G

χ(α)

Ïîêàæåìî íà ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi çàñòîñóâàííÿ ëåìè Áåðíñàéäà.
χ(ε) = 6, χ(α) = 0, χ(β) = 2, χ(γ) = 0, t(G) = 6+0+2+0

4 = 2.

Çàäà÷à 9.2 Íåõàé G - ãðóïà ñèìåòðié êóáà. Çíàéòè ïîðÿäîê ñòàáiëiçà-
òîðà äåÿêî¨ âåðøèíè â öié ãðóïi. ßêi ïåðåñòàíîâêè â íüîìó ìiñòÿòüñÿ?

Çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè êóáà òàê, ÿê ïîçíà÷åíî íà ðèñ 4. Ñèìåòðiÿ âiä-
íîñíî öåíòðó êóáà íå ìîæå íàëåæàòè áóäü-ÿêîìó ñòàáiëiçàòîðó, áî ïðè
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Ðèñ. 4: Ñèìåòðiÿ êóáà

öåíòðàëüíié ñèìåòði¨ âñi âåðøèíè (îêðiì öåíòðà) ðóõàþòüñÿ. Ùî ñòîñó-
¹òüñÿ ñèìåòðié âiäíîñíî ïðÿìî¨, òî æîäíà ç îñåé ñèìåòði¨ êóáà íå ïðî-
õîäÿòü ÷åðåç âåðøèíè. Òîáòî i â öüîìó âèïàäêó íåðóõîìèõ åëåìåíòiâ íå
iñíó¹. Òîáòî åëåìåíòè ãðóïèG, ÿêi ¹ ñèìåòðiÿìè âiäíîñíî ïðÿìî¨, íå íàëå-
æàòü äî ñòàáiëiçàòîðiâ. Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïëîùèíè ñèìåòði¨: òi ïëîùèíè,
ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç âåðøèíè ( íàïðèêëàä, 2, 6, 8, 4) íàëåæàòü äî ñòà-
áiëiçàòîðiâ öèõ âåðøèí. Îòæå äëÿ áóäü-ÿêî¨ âåðøèíè êóáà ñòàáiëiçàòîð
ñêëàäà¹òüñÿ ç òîòîæíüî¨ ñèìåòði¨ ε òà òðüîõ ñèìåòðié âiäíîñíî ïëîùèíè,
ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç öþ âåðøèíó. Çâiäñè ïîðÿäîê ñòàáiëiçàòîðà | GA |= 4
(A - áóäü-ÿêà âåðøèíà êóáà).

Çàäà÷à 9.3 Êîæåí ïîâîðîò êóáà ïåðåñòàâëÿ¹ éîãî ãðàíi ìiñöÿìè, òîá-
òî ãðóïà ïîâîðîòiâ êóáà óòâîðþ¹ ãðóïó ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæèíi éîãî
ãðàíåé. Äîâåñòè, ùî öÿ ãðóïà ìà¹ îäíó îðáiòó. Çíàéòè ñòàáiëiçàòîð
îäíi¹¨ iç òî÷îê (ãðàíåé êóáà) â öié ãðóïi.

Çíàéäåìî óñi òi åëåìåíòè ãðóïè ïîâîðîòiâ êóáà, ùî çàëèøàþòü áåç
çìií ãðàíü êóáà. Òîáòî çíàéäåìî âñi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ χ(α). Ïî ïåðøå
χ(α) = 6. Âñi òi ïîâîðîòè, ÿêi çäiéñíþþòüñÿ âiäíîñíî ïðÿìî¨, ùî ïðîõî-
äèòü ÷åðåç âåðøèíè, íå ìàþòü íåðóõîìèõ ãðàíåé (òîáòî òèõ ãðàíåé, ÿêi
çàëèøàþòüñÿ íà ìiñöi, õî÷à é çìiíþ¹òüñÿ ðîçòàøóâàííÿ âåðøèí, ÿêi ìi-
ñòÿòüñÿ íà íié). Òåæ ñàìå ñòîñó¹òüñÿ é ïîâîðîòiâ, ÿêi çäiéñíþþòüñÿ âiäíî-
ñíî ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíè ïðîòèëåæíèõ ðåáåð. Îñòàííié
òèï ïîâîðîòó âiäíîñíî ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòðè ïðîòèëåæíèõ
ãðàíåé çàëèøàþòü íà ìiñöi öi ãðàíi. Òîáòî òàêèé ïîâîðîò ìà¹ äâi íåðóõîìi
ãðàíi. Êiëüêiñòü öèõ ïîâîðîòiâ 3 (áåç òîòîæíüîãî), à êiëüêiñòü òàêèõ îñåé
3. Òîìó ÷èñëî íåðóõîìèõ òî÷îê ïðè óñiõ ïîâîðîòàõ òàêîãî âèäó äîðiâíþ¹
2 · 3 · 3. Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ãðóïè ïîâîðîòiâ êóáà äîðiâíþ¹ 24. Îòæå ìà-
¹ìî: t(G) = 6+2·3·3

24 = 24
24 = 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ìiðêóâàííÿ îòðèìó¹ìî,
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Ðèñ. 5: Ïîâîðîòè êóáà

ùî ñòàáiëiçàòîð ãðàíi BCB1C1 (äîâiëüíî¨) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîâîðîòiâ íàâ-
êîëî îñi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð öi¹¨ ãðàíi i öåíòð ïðîòèëåæíî¨ ãðàíi.
GBCC1B1

= {R90o

l , R180o

l , R270o

l }.

Çàäà÷à 9.4 Ñêiëüêîìà ãåîìåòðè÷íî ðiçíèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðîçôàð-
áóâàòè âåðøèíè òåòðàåäðà ó äâà êîëüîðè?

Çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè ïðàâèëüíîãî òåòðàåäðà (óñi ãðàíi � ðiâíîñòî-
ðîííi òðèêóòíèêè) i ïîáóäó¹ìî ãðóïó éîãî ïîâîðîòiâ.
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à) Ìàëþíîê 1 á)

Îñêiëüêè êîæíó ç ÷îòèðüîõ âåðøèí òåòðàåäðà (ç ôiêñîâàíîþ íóìå-
ðàöi¹þ âåðøèí) ìîæíà ðîçôàðáóâàòè ó äâà ñïîñîáè, òî çàãàëüíå ÷èñëî
ðiçíèõ ðîçôàðáóâàíü ñòàíîâèòü 24 = 16. Ðîçãëÿíåìî 16 ðiâíèõ òåòðàå-
äðiâ (ç ôiêñîâàíîþ íóìåðàöi¹þ âåðøèí), êîæåí ç ÿêèõ ðîçôàðáîâàíèé
òà âiäïîâiäà¹ îäíîìó ç 16 ñïîñîáiâ ðîçôàðáóâàííÿ. Òîäi ìíîæèíà, íà ÿêó
äi¹ ãðóïà ïîâîðîòiâ, ñêëàäà¹òüñÿ iç 16 òåòðàåäðiâ ç ðîçôàðáîâàíèìè âåð-
øèíàìè. ×èñëî îðáiò, íà ÿêi ãðóïà ïîâîðîòiâ ðîçiá`¹ ìíîæèíó íà êëàñè, â
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ÿêèõ áóäóòü ãåîìåòðè÷íî îäíàêîâi ðîçôàðáîâóâàííÿ âåðøèí òåòðàåäðà.
Äëÿ öüîãî ïiäðàõó¹ìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ χ(α). χ(α1) = 16, òîáòî íà 16
òåòðàåäðiâ ïîäiÿëè ïåðåòâîðåííÿì α1 = ε i îòðèìàëè 16 òåòðàåäðiâ, ÿêi
íå çìiíèëè ðîçôàðáîâóâàííÿ, òîáòî âîíè ¹ íåðóõîìèìè òî÷êàìè.
χ(α2, α3, α4) = 4. ßêùî ìè ðîçôàðáó¹ìî òåòðàåäð çà ïðàâèëîì, ÿê

íà ìàëþíêó 2à, òî ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ, íàïðèêëàä α3, îòðèìó¹ìî, ùî öi
òåòðàåäðè ¹ íåðóõîìèìè. Êiëüêiñòü âñiõ òàêèõ ðîçôàðáóâàíü äîðiâíþ¹
2 · 2 = 4. Âñi iíøi 12 òåòðàåäðiâ ðóõàþòüñÿ, òîáòî çìiíþþòü ñâî¹ ðîçôàð-
áóâàííÿ.
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à) Ìàëþíîê 2 á)

χ(α5−α12) = 4. ßêùî ôiãóðè ðîçôàðáóâàòè çà ïðàâèëîì, ÿê íà ìàëþíêó
2á, òî äëÿ ïåðåòâîðåíü α11 òà α12 òàêi òåòðàéäåðè áóäóòü íåðóõîìèìè.
Ïiäðàõó¹ìî êiëüêiñòü îðáiò âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó Áåðíñàéäà

t(G) =
16 + 3 · 4 + 8 · 4

12
=

60

12
= 5.

Îòæå, iñíó¹ 5 ðiçíèõ ðîçôàðáîâóâàííü âåðøèí òåòðàåäðàâiäíîñíî äi¨ ãðó-
ïè éîãî ïîâîðîòiâ.

Çàäà÷à 9.5 Ñêiëüêîìà ãåîìåòðè÷íî ðiçíèìè ñïîñîáàìè òðè àáñî-
ëþòíî îäíàêîâi ìóõè ìîæóòü ñiñòè â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî
ï`ÿòèêóòíèêà?

Íåõàé ó íàñ iñíóþòü íåðóõîìi ï`ÿòèêóòíèêè. Òîäi êiëüêiñòü ñïîñîáiâ
ðîçòàøóâàííÿ äîðiâíþ¹ C3

5 = 5!
3!·2! = 4·5

1·2 = 10. Àëå ÿêùî ìè áóäåìî ïîâåð-
òàòè ï`ÿòèêóòíèêè, òî äåÿêi ç íèõ áóäóòü ñïiâïàäàòè. Ðîçãëÿíåìî ÿê íà
ìíîæèíó ï`ÿòèêóòíèêiâ, íà ÿêèõ çíàõîäÿòüñÿ ïî òðè êîìàõè, äi¹ ãðóïà
ñèìåòðié ïðàâèëüíîãî ï`ÿòèêóòíèêà.

α1 =

(
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

)
α2 =

(
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

)
α3 =

(
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2

)
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Ðèñ. 6: Ïîâîðîò ï'ÿòèêóòíèêà

α4 =

(
1 2 3 4 5
5 1 2 3 4

)
α5 =

(
1 2 3 4 5
4 5 1 2 3

)
α6 =

(
1 2 3 4 5
1 5 4 3 2

)
α7 =

(
1 2 3 4 5
3 2 1 5 4

)
α8 =

(
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)
α9 =

(
1 2 3 4 5
2 1 5 4 3

)
α10 =

(
1 2 3 4 5
4 3 2 1 5

)
Ïiäðàõó¹ìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ χ(α).χ(α1) = 10, íà âñi åëåìåíòè ìíî-

æèíè ïîäiÿëè ïåðåòâîðåííÿì ε i îòðèìàëè, ùî âîíè ¹ íåçìiííèìè ïiñëÿ
öüîãî ïåðåòâîðåííÿ. χ(α2, α3, α4, α5) = 0, áî ïðè ïîâîðîòàõ íàâêîëî öåí-
òðó óñi ï`ÿòü âåðøèí ðóõàþòüñÿ i æîäíà êîìáiíàöiÿ ðîçòàøóâàíü êîìàõ
íå áóäå íåðóõîìîþ òî÷êîþ ìíîæèíè. χ(α6, α7, α8, α9, α10) = 2. ßêùî,
íàïðèêëàä, ðîçñàäèòè êîìàõ íà âåðøèíàõ 1, 2, 5 òî äëÿ ïåðåòâîðåííÿ α6

òàêèé ï`ÿòèêóòíèê ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ. Äëÿ öüîãî æ ïåðåòâîðåííÿ iñíó¹
ùå îäèí âàðiàíò, öå 1, 3, 4. Îòæå ìà¹ìî:

t(G) =
10 + 4 · 0 + 5 · 2

10
=

20

10
= 2.

Ç öüîãî ìà¹ìî, ùî iñíó¹ òiëüêè äâà âàðiàíòè ðîçòàøóâàííÿ â âåðøèíàõ
ïðàâèëüíîãî ï`ÿòèêóòíèêà òðüîõ îäíàêîâèõ ìóõ.

Çàäà÷à 9.6 Ñêiëüêè iñíó¹ ðiçíèõ íàìèñò ç 6 áóñèí ÷åðâîíîãî, ñèíüîãî
òà æîâòîãî êîëüîðiâ?
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