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ПРО ОБЧИСЛЕННЯ ОБ’ЄМУ КВАЗІОКТАЕДРІВ  
 
Стаття присвячена знаходженню об’єму геометричних тіл – квазіоктаедрів і наочно 
демонструє зв’язок всім відомої і зрозумілої кількісної характеристики простору, що 
займає тіло з, так-званими, спеціальними функціями – функціями, які не виражаються 
через елементарні та представляються у вигляді рядів або інтегралів. В загальному 
випадку, отримано формулу обчислення об’єму квазіоетаедрів, який знаходиться через 
значення   бета або  гамми функції.  

Ключові слова: октаедр, еліпсоїд, параболоїд, об’єм, спеціальна функція, 
 гамма функція, бета функція, Якобіан, факторіал, інтеграл. 

 

Про обчислення об’єму квазіоктаедрів 
DOI: https://doi.org/10.31865/2413-26672415-3079142024311201  
 

Вступ 
Квазіоктаедром типу  , ,p q s  назвемо тіло, геометричне місце точок 

(далі – ГМТ) якого задовольняє нерівності виду (1) 

1
p q s

x y z
a b c

     
       

     
,                                      (1) 

де параметри , , , , ,p q s a b c  є дійсними додатніми значеннями, , ,a b c   в 
(1) називатимемо піввісями, для яких справедливі умови: , ,x a y b z c   . 

Неважко бачити, що з деякими  , ,p q s   типами квазіоктаедрів, 
тілами, ГМТ яких задано (1), ми знайомі. Нам відомі їх форми, властивості, 
формули обчислення об’ємів та багато інших характеристик. Так, наприклад, 
квазіоктаедр типу  1,1,1  є «звичайним» октаедром [1] (многогранник з 
вісьмома гранями) див. далі Рис. 1., квазіоктаедр типу  2,2,2  є еліпсоїдом 
[5], див. далі Рис. 2., а квазіоктаедр типу  2,2,1  є еліптичним параболоїдом 
[5], більш того,  квазіоктаедр типу  2,2,  є циліндром Рис. 3. ГМТ 
зазначених вище тіл задовольняють відповідним нерівностям (2), (3), (4), (5). 

1
x y z
a b c
   ,                                                 (2) 

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

   ,                                                 (3) 

2 2

2 21 x yz c
a b

 
   

 
,                                              (4) 
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2 2

2 2 1,x y z c
a b

   .                                              (5) 
 

 
 

Рис. 1: Октаедр Рис. 2: Еліпсоїд 
 

 
Рис. 3: Циліндр 

 
У діючому підручнику [1] в теоремі 15.1 (див. ст. 129-130) доведено, 

що для будь-якої піраміди заданої висоти H  та відомою площею основи oснS  

об’єм обчислюють за формулою 1
3 oснV S H  . Враховуючи те, що в основі 

піраміди ромб, оскільки діагоналі перетинаються під прямим кутом та 
діляться навпіл, отримаємо об’єм квазіоктаедру типу  1,1,1  
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4
3

V abc .                                                     (6) 

У підручнику [1] також зазначено (див. ст. 139), що об’єм циліндра 
можна обчислити за формулами oV S H , що в позначеннях (5) та Рис. 3 

2V abc ,                                                    (7) 
або у випадку коли основою циліндру є коло a b R  , висота 2H c  

2V R H .                                                    (8) 
Обчислення об’єму для квазіоктаедру типу  2,2,2  є, умовно кажучи, 

класичною – стандартною задачею математичного аналізу на застосування 
інтегралів [2-4], [7,8] (в т.ч. подвійного або потрійного) з розв’язків якої 
відомо, що відповідний об’єм, знаючи величини півосей еліпсоїда, можна 
знайти: 

4
3

V abc .                                                   (9) 

Метою цієї статті є встановлення та демонстрація зв’язку значення 
об’єму тіла відповідної форми з значенням Гамма та Бета-функцій (в 
позначеннях  ,  ). Необхідність у їх використанні виникає, наприклад, при 
розв’язанні диференціальних та функціональних рівнянь, обчисленні 
інтегралів, ймовірностей та розподілів в статистиці.   та   функції є 
представниками так-званих спеціальних функцій, функцій які є потужним 
інструментом для вивчення складних математичних та фізичних явищ і 
мають широкий спектр можливих застосувань в різних галузях математики, 
фізики, інженерії та інших областях науки. 
 
Основна частина 

Нехай задано квазіоктаедр типу  , ,p q s . Для знаходження його об’єму 
скористаємося формулою (10), як одним з можливих варіантів: 

 , ,
T T

V V p q s dV dxdydz    .                            (10) 

Для обчислення (10), модифікуємо тіло інтегрування T . Квазіоктаедр 
взаємно однозначно відобразимо в циліндричне тіло 1T  за допомогою 
неперервно диференційованих функцій: 

   

   
 

2

2

, , cos ;

, , sin ;

, , .

p

q

x x r z a r

y y r z b r

z z r z cz

 

 



  
  
  


                                  (11) 

Тоді (10), з урахуванням (11) будемо знаходити за формулою 
 

1

, ,
T T

V dV J r z drd dz    ,                               (12) 
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де  , ,J r z Якобіан, який не дорівнює нулю в 1T .  

 

 

2 2 2 21 1

2 2 2 21 1

2 2 2 21 1 1 1

2 2cos cos sin 0

2 2( , , ) sin sin cos 0

0 0 1

cos sin2 2( , , ) cos sin
sin cos

p p p p

q q q q

p q p q

x x x a r ar
p pr z

y y yJ r z b r br
r z q q
z z z
r z

r
J r z ab r r

rp q

  


   




 
  

 

 

 

   

   
  
  

  
  
  
  


     

 

2 2 2 21 1 1
( , , ) 4 cos sinp q p qabJ r z r

pq
  

   
                       (13) 

У свою чергу, з огляду на (11) рівняння ГМТ поверхні квазіоктаедру (1) 
отримаємо у вигляді 

21sz r  .                                                   (14) 
Отже, з урахуванням (13) та (14), а також симетрії квазіоктаедрів будь-

якого  , ,p q s  типу відносно координатних осей, об’єм (12) знайдемо 

 
2 2 2 21 12 1 1 1

2
1 2

0 0

2 4 4 cos sin 1 8p q p q sabc abcV d r r dr I I
pq pq



  
   

           ,  

де  
2 21 11

2
2

0

2 1p q sI r r dr
 

   ;  

2 22 1 1

1
0

2 cos sinp qI d



  
 

    інтеграл Ейлера І-го роду. 

Тобто 1І  є так званою   функцію, або функцію Ейлера, 

1
1 1,І B
p q

 
  

 
.                                                     (15) 

Для інтеграла 2I  виконаємо заміну змінних    2 0,1 0,1t r r t        
1 1
2 21

2
r t dr t dt


      

1 11 11 1 1
2

0

1p q sI t t dt
     . В такому вигляді, 2I  є 

альтернативним записом для   функції відповідних аргументів, 

2
1 1 1; 1 .I B
p q s

 
   

 
                                                 (16) 
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Зважаючи на (15) та (16) об’єм квазіоктаедрів довільного  , ,p q s   
типу знайдемо за формулою  

  1 1 1 1 1, , 8 , ; 1abcV p q s B B
pq p q p q s

   
      

   
                              (17) 

 
Визначення, властивості та більше детальної інформації про бета і 

  гамму функції можна знайти, як приклад, в роботах [6], [9-13]. 
 
Відомо, що одним із способів узагальнення факторіалу (добутку 

натуральних чисел) на множині дійсних та комплексних чисел є   гамма 
функція, яка визначається через збіжний невласний інтеграл 

  1

0

z tz t e dt


    .                                               (18) 

Встановлено, якщо Re 0z  , то інтеграл (18) є абсолютно збіжним. При 
цьому інтеграл (18) називають інтегралом Ейлера другого роду. Між 
інтегралами Ейлера першого та другого роду, тобто між Бета і Гамма 
функцією існує зв’язок, що виражається співвідношенням 

     
 

,
x y

B x y
x y

 


 
.                                            (19) 

Відповідно до (17) та з огляду на (19) і те, що    1z z z    , має місце 
Твердження. Об’єм квазіоктаедрів (1) типу  , ,p q s  можна обчислити за 
формулою 

 

1 1 1

, , 8
1 1 1 1

p q sabcV V p q s
pqs

p q s

                 
 

    
 

.                            (20) 

Маємо змогу переконатися, що об’єм (6) октаедру (2), тобто 
квазіоктаедру типу  1,1,1 , враховуючи отриманий результат (20), є 
частинним його значенням. 

Нехай в (1) 1p q s    тобто 1
x y z
a b c
     визначено октаедр, тоді 

знаючи, що      1 ! 1,2,3...n n n      з (20) отримаємо 

   
 

3 1 1 41,1,1 8 8
4 6 3

V abc abc abc


  


, 

що очевидно відповідає зазначеному в (6). 
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Аналогічно для еліпсоїду (3) – квазіоктаедру типу  2,2,2  обчислимо 

об’єм за (20). Якщо 
2 2 2

2 2 22 1x y zp q s
a b c

       , то з огляду на відоме 

значення   гамма функції 1 ,
2

   
 

 та рекурентне співвідношення  

   1 1 3 5 ... 2 3 2 1
2 2nn n n            

 
, 

отримаємо 

 
 33

2

1 1 1 1
42 2 2 22,2,2 8

1 1 1 12 2 2 31 2 1 32 2 2 2 2

abcV abc abc abc





                 
          

               
   

, 

що співпадає з (9). 
 
Неважко з (20) отримати значення об’єму для еліптичного параболоїду 

(4), так названого квазіоктаедру типу  2,2,1  

       
   
0,5 0,5 1 12,2,1 8 2

2 2 1 0,5 0,5 1 1 3
abcV abc abc  

    
  

      
. 

Всім відомі формули об’єму циліндру (7) та (8) також є частинним 
випадком (20). Циліндр – в термінах даної роботи є квазіоктаедром типу 
 2,2, , тобто при 2p q   та s   з (20) 

  2

1 11 1
12,2, 8 lim 2 lim

1 1 12 2 2 11 1 1
2 2

s s

abc s sV abc

s s


 

                                        

, 

звідки з урахуванням, вже використаної раніше властивості    1z z z     

 
1 1

2,2, 2 lim 2
1 11 1

s

sV abc abc

s s

 


   
    

        
   

. 

Очевидно, останнє є тотожнім до зазначених значень об’ємів (7) і (8). 
Звісно, з (20) варіюючи  , ,p q s  типами квазіоктаедру можна записати 

іще деяку кількість відомих, або і не дуже, результатів для знаходження 
об’ємів «стандартних=класичних» тіл. В цьому відношенні автор залишає 
поле для творчості усім зацікавленим. 

 
Зважаючи на (20) і те, що Гамма функція приймає цілі додатні значення 

лише при цілому значенні аргументу, можна сформулювати наступне. 
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Твердження. Об’єм квазіоктаедрів (1) типу  , ,p q s  є раціональним 

значенням, тоді і тільки тоді, коли 1 1 1, ,p q s
m n k

    де , ,m n k Ґ  і 

знаходиться за формулою 

 
1 1 1 ! ! !, , 8

!
m n kV V abc

m n k m n k
      

.                             (21) 

 

Висновки 
Таким чином, в даній статті отримані умови, за яких значення об’єму 

квазіоктаедрів є раціональним. Слід також зауважити, що у представленій 
роботі встановлені формули обчислення об’єму квазіоктаедрів узагальнюють 
відомі всім результати, що можуть бути отримані з (17) або (20), при фіксації 
відповідного  , ,p q s  типу заданого квазіоктаедру. Відповідні формули, 
також, наочно демонструють та повністю описують залежність об’єму тіла 
від значення бета або  гамма функції. 
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On calculating the volume of quasi-octahedrons 
The article is devoted to finding the volume geometric shapes quasi-

octahedrals and clearly demonstrates the connection of a well-known and 
understandable characteristic of a body with the so-called special functions - 
functions that are not expressed through elementary functions and are represented 
as series or integrals. In general, a formula for calculating the volume of quasi-
ahedra, which is found through the value of beta or gamma of the function, is 
obtained. 
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ПРО АСИМПТОТИЧНЕ ІНТЕГРУВАННЯ ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ВІДХИЛЕННЯМ 
АРГУМЕНТУ 

 
Побудовано асимптотичне зображення розв'язку для основної початкової задачі системи 
лінійних сингулярно збурених диференціально-різницевих рівнянь. Інтегрування таких 
систем рівнянь із нестабільним спектром розпочато у працях М. І. Шкіля та його учнів. У 
цьому дослідженні побудовано асимптотичне зображення розв’язку системи 
диференціально-різницевих рівнянь із нестабільностями у спектрі головної матриці. 
Досліджено також нестабільність, характерна лише для рівнянь з відхиленням аргументу. 
Дано асимптотичні оцінки похибки. 

Ключові слова: точка повороту, сингулярне збурення, асимптотичний розв'язок, 
диференціально-різницеве рівняння 
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Вступ 

Постановка проблеми. Асимптотичне зображення розв'язку системи 
вигляду 

)()()()(


 xBxA
dt

dx
 

побудовано у працях [6; 9], де розв’язано основну початкову задачу при 
різних припущеннях про спектр матриці A(). Записана система 
диференціально-різницевих рівнянь є окремим випадком системи 

),()(),()(),()( 


 xCxA
dt

dxB , 

асимптотичне зображення розв'язку якої побудовано [9] у припущенні 
стабільності спектру граничної в’язки матриць [6]. Диференціальні рівняння 
з відхиленням аргументу інтегруються поєднанням методу кроків з 
асимптотичними методами. Основним обмеженням, що накладалося на 
спектр головної матриці системи, була його стабільність. У цьому 
дослідженні розглянемо систему рівнянь: 

),(),(),(),(


 xBxA
dt

dx
                                   (1) 
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де x(, ) – шуканий n-вимірний вектор, A(, ) та B(, ) – nn-матриці, що 
зображується збіжними рядами за степенями дійсного малого параметра 
  0: 

 









0 0

,)(),();(),(
k k

k
k

k
k BBAA  

  0 – стале відхилення аргументу. Для системи (1) ставиться основна 
початкова задача побудувати на півінтервалі 0 <  = t  L < +  її розв’язок, 
який би при –     0 задовольняв умову 
 

x(, ) = (, );                                                         (2) 







0

)(),(
k

k
k . В описаній постановці маємо основну початкову задачу. 

Метою статті є побудова асимптотичного розв’язку основної 
початкової задачі для системи диференціально-різницевих рівнянь (1) у 
випадку нестабільного спектру головної матриці системи. 

Основна частина 
У працях [6; 9] вимагалося виконання таких умов. 

10. Матриці Ak() та Bk() та вектори k() мають m + 1 – k неперервну похідну 
відповідно на відрізках [0, L] та [– ; 0]; m > 1 – натуральне число. 
20. Корені характеристичного рівняння P(, t, 0) = 0 задовольняють таким 
умовам: 
 1) для будь-якого   [0, L] та k  {1, 2, …, n} 

k()  0;                                                     (3) 
 2) дійсні частини коренів для всіх   [0, L] не додатні, тобто 
Re k()  0; 
 3) для будь-яких 1 < 2, 1, 2   [0, L] 

k(1)  p(2);  k, p  {1, 2, …, n}.                             (4) 
Тут поліном P(, t, )  det(A(t, ) – E), E – одинична матриця. 

Ізольовані точки досліджуваного проміжку, де збігаються принаймні два 
корені характеристичного полінома, називаються точками повороту (ТП), 
інколи вживають термін «точка звороту» [4]. Якщо в ізольованих точках 
порушується умова (3), то говорять, що спектр матриці є нестабільним [5]. 
Нестабільність спектру призводить до необмеженості розв'язку системи при 
  0, як доведено в [5]. Ряд прикладних задач призводить до необхідності 
досліджувати системи рівнянь із ТП [5; 10]. Основним і найбільш 
розвиненим методом інтегрування звичайних диференціальних рівнянь є 
метод багатьох масштабів [3; 7; 8; 10]. Проте для рівнянь з відхиленням 
аргументу він є досить незручним, оскільки необхідно громіздкий у запису 
розв’язок використовувати на кожному кроці інтегрування. Тому запис 
асимптотичного розв’язку, який не потребує досить складної процедури 
«зрощування» різних зображень є актуальним у досліджуваному питанні. 
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Інший клас рівнянь, а саме – рівняння з малим запізненням аргументу: 

    )),1(()()(),()()( 2
1010  xyxBxBxyxAxA

dx
dy

, 

де вироджуваність матриці 









0
10

)(0 x
xA  в початку координат призводить 

до наявності там точки повороту, розв’язано в [4]. Остання система має мале 
відхилення аргументу, тому запропонований там метод побудови розв’язку 
не може бути застосованим до системи (1). Навпаки, метод, запропонований 
для системи (1) для малого відхилення аргументу не є ефективним. Остання 
система вивчена у працях А. М. Самойленка, Г. В. Завізіона, І. Г. Ключник. 
 
Теоретичні основи дослідження. 
Згідно з методом побудови [6] матриці ...),,(),,( 2,1,  mm UU визначаються як 
розв'язки однієї й тієї ж системи рівнянь, записаної на відповідних кроках 
інтегрування, і фактично є зображенням на згаданих кроках матриці ),( mU , 
що разом із експонентою утворює фундаментальну матрицю системи без 
відхилення аргументу. Такі міркування вказують на можливість зведення 
системи з відхиленням аргументу до системи, що з деякою точність не 
містить доданків без відхилення аргументу. Для випадку стабільного спектру 
таке зведення було виконана у працях М.І. Шкіля та Ю.П. Підченка. Подібне 
перетворення побудуємо для системи (1) із ТП. 

Згідно з [6; 9] будуватимемо розв'язок системи (1) методом кроків. На 
першому кроці система (1) з урахуванням (2) запишеться так: 

),(),(),(),(


 BxA
dt

dx
. 

Це неоднорідна система звичайних диференціальних рівнянь, 
асимптотичні розв'язки якої побудовано у різних припущеннях про спектр 
головної матриці. Підстановкою  

),(),(),(),( 1,1,  mm pzUx , 

де ),(),(),(),( )(
1

0
1,

)(
1

0
1,  



s
m

s

s
m

s
m

s

s
m ppUU  дістанемо систему рівнянь 

  ),(),(),(),(),(),(),(),(),( 1111, 



 BpAzUUA
d

dzU mmmm
 . 

Тут і далі точкою згори позначено диференціювання по змінній . Невідомі 
матриці та вектори будуватимемо так, щоб справджувалися такі тотожності: 

 
).,(),(),(),(),(),(

;),(),(),(),(),(),(

1,
1

1,1,

1,
1

1,1,1,








m
m

mm

m
m

mmm

qBppA

CUUUA




 

Невідомі матриці та вектори знайдемо описаним у [5] методом, прирівнюючи 
коефіцієнти при однакових степенях малого параметра. Матимемо таку 
систему матричних рівнянь: 


