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Ïåðåäìîâà

Öÿ êíèãà ïåðåñëiäó¹ äâi ãîëîâíi ìåòè: äîïîìîãòè ñòóäåíòàì íàâ-
÷èòèñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè áàçîâi çàäà÷i òà çàäà÷i ïiäâèùåííî¨ ñêëàäíîñòi;
ñïðèÿòè áiëüø ãëèáîêîìó çàñâî¹ííþ òåîði¨.

Ñàìå òîìó äî çìiñòó âêëþ÷åíî áàãàòî çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ iç ïîÿñ-
íåííÿì ïîíÿòü ïîõiäíî¨ (çîêðåìà, ëiâî¨ òà ïðàâî¨) i äèôåðåíöià-
ëà; äèôåðåíöiéîâíîñòi; çâ'ÿçêó äèôåðåíöiéîâíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi;
ìîíîòîííîñòi, îïóêëîñòi êðèâèõ. Ó ïîñiáíèêó íàâåäåíî òàêîæ ïåâ-
íó êiëüêiñòü êîíòðïðèêëàäiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü ç'ÿñóâàòè íåîáõiäíiñòü
òèõ ÷è iíøèõ óìîâ ó ôîðìóëþâàííÿõ îñíîâíèõ òåîðåì.

Êíèãà ìiñòèòü òåîðåòè÷íèé òà iëþñòðàòèâíèé ìàòåðiàë, ñèñòåìó
çàóâàæåíü (ïîÿñíåíü) íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íîãî õàðàêòåðó, àëãîðèòìè
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, ÿêi áóäóòü êîðèñíèìè äëÿ ñòóäåíòiâ, ùî âèâ÷à-
þòü êóðñ äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ.

Ìàòåðiàëîì äëÿ ïîñiáíèêà ñëóãóâàëè ÿê "êëàñè÷íi" çàäà÷i äèôå-
ðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ ç áàãàòüîõ ïiäðó÷íèêiâ, òàê i äåÿêà êiëüêiñòü
ìàëîâiäîìèõ é îðèãiíàëüíèõ çàäà÷.

Ïîñiáíèê ìà¹ íàñòóïíó ñòðóêòóðó.
Íà ïî÷àòêó êîæíîãî ðîçäiëó â êîíñïåêòèâíié ôîðìi íàâåäåíî êî-

ðîòêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi � îçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü, ôîðìóëþ-
âàííÿ òâåðäæåíü òà íåîáõiäíi ðîáî÷i ôîðìóëè i ñïiââiäíîøåííÿ.
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ÏÅÐÅÄÌÎÂÀ 7

Äàëi ìiñòÿòüñÿ ïîâíi é äåòàëüíi ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèêëàäiâ òà çàäà÷,
ñòóïiíü ñêëàäíîñòi ÿêèõ ïîñòóïîâî çðîñòà¹. Ïî÷àòîê i êiíåöü ðîçâ'ÿ-
çàííÿ ïðèêëàäà ïîìi÷åíî çíà÷êàìè ¤ é ¥ âiäïîâiäíî. Çàâäàííÿ
ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi ìàþòü ìiòêó ∗ . Iíêîëè íàâîäèòüñÿ äåêiëüêà
ðiçíèõ ñïîñîáiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i äëÿ ïîðiâíÿííÿ åôåêòèâíîñòi ìå-
òîäiâ.

Ó êiíöi êîæíîãî ðîçäiëó ðîçìiùåíî çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðî-
áîòè. Äî íèõ âiäíîñÿòüñÿ ïèòàííÿ òèïó "×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi
òâåðäæåííÿ?", çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ÷èòà÷ çìîæå íå ëèøå ïåðåâiðèòè
çàñâî¹íi òåîðåòè÷íi çíàííÿ, à é ïðîñëiäêóâàòè çà âçà¹ìîçâ'ÿçêàìè
ïîíÿòü, âñòàíîâèòè íîâi ôàêòè. Ïiñëÿ ïèòàíü íàâåäåíî ïðèêëàäè
äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòiâ, àíàëîãi÷íi äî ðîçãëÿíóòèõ ó òåêñ-
òi.

Äîäàòîê À ìiñòèòü ìàòåðiàë äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòiâ:
10 âàðiàíòiâ ïî 19 çàâäàíü â êîæíîìó. Äîäàòîê B ïðèçíà÷åíî äëÿ
âèêîðèñòàííÿ â ÿêîñòi äîâãîñòðîêîâîãî äîìàøíüîãî çàâäàííÿ, âií
ìiñòèòü 26 âàðiàíòiâ ïî 19 çàâäàíü â êîæíîìó. Çàçâè÷àé, îñòàííi 4
� 6 âàðiàíòiâ ñêëàäàþòüñÿ ç áiëüø ñêëàäíèõ ïðèêëàäiâ, íiæ ïîïå-
ðåäíi âàðiàíòè. Ïîðÿä ç ïðèêëàäàìè, àíàëîãi÷íèìè äî ðîçâ'ÿçàíèõ,
ïîñiáíèê ìiñòèòü íåòðèâiàëüíi çàäà÷i, ðîçìiùåíi â Äîäàòêó C, ÿêi
ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè äëÿ ðîáîòè ç íàéáiëüø çäiáíèìè ñòóäåí-
òàìè. Íàðåøòi, äîäàòîê D ïðèñâÿ÷åíî íàî÷íèì, ãåîìåòðè÷íèì iëþ-
ñòðàöiÿì i òëóìà÷åííÿì ìàéæå âñiõ ïîíÿòü òà òâåðäæåíü ç êóðñó
äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ.



ÇÀÍßÒÒß 1

Ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨

1.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà iíòåðâàëi
(a; b) i x0 ∈ (a; b), ∆x � äîâiëüíèé ïðèðiñò àðãóìåíòó â òî÷öi x0

(∆x ìîæå áóòè ÿê äîäàòíèì, òàê i âiä'¹ìíèì), àëå òàêèé, ùîá
òî÷êà x0 + ∆x ∈ (a; b). Çíàéäåìî ïðèðiñò ∆y = ∆f(x0) ôóíêöi¨
f(x) ó òî÷öi x0 :

∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0).

ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ âiäíîøåííÿ ïðèðîñòó ∆f(x0) ôóíêöi¨ f(x)

äî ïðèðîñòó àðãóìåíòó ∆x, êîëè ïðèðiñò àðãóìåíòó ïðÿìó¹ äî
íóëÿ, òî öþ ãðàíèöþ íàçèâàþòü ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi
x0 òà ïîçíà÷àþòü f ′(x0).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî −∞ < lim
∆x→0

∆f(x0)
∆x < +∞, òî

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆f (x0)

∆x
.

1.1. Äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f(x) çíàéòè ¨¨ ïðèðiñò, ÿêùî íåçàëå-
æíèé àðãóìåíò x îòðèìó¹ ïðèðiñò ∆x.

à) f(x) = e3x+1
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1.1. ÒÅÎÐÅÒÈ×ÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI 9

¤ Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïðèðîñòó ôóíêöi¨, ìà¹ìî

∆f(x) = f(x+∆x)− f(x) = e3(x+∆x)+1− e3x+1 = e3x+1(e3∆x−1). ¥

á) f(x) = sin x2.

¤
∆f(x) = sin(x + ∆x)2 − sin x2 =

= 2 sin

(
x∆x +

∆x2

2

)
cos

(
x2 + x∆x +

∆x2

2

)
. ¥

1.2. Çíàéòè ìàêñèìàëüíèé ïðèðiñò ∆x àðãóìåíòó x òà âiäïî-
âiäíèé ïðèðiñò ∆f(x) ôóíêöi¨ y = f(x) ó òî÷öi x0, ÿêùî:

à) f(x) = lg x, x0 = 1, x çìiíþ¹òüñÿ âiä 1 äî 1000.
¤ Çðîçóìiëî, ùî ∆x = 1000− 1 = 999, à

∆f(1) = f(x0 + ∆x)− f(x0) = lg(1 + 999)− lg 1 = 3− 0 = 3. ¥

á) f(x) = 1
x2+x−6 , x0 = 1, x ∈ [1; 1,2].

¤ Ðîçìiðêîâóþ÷è, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, îäåðæèìî:

∆x = 1,2− 1 = 0,2,

à
∆y =

1

(1 + 0,2)2 + (1 + 0,2)− 6
− 1

12 + 1− 6
= − 1

21
. ¥

1.3. Çíàéòè ñåðåäíþ øâèäêiñòü ðóõó òiëà çà ÷àñ ∆t, ÿêùî çàêîí
ðóõó çàäàíî ôîðìóëîþ S = t2−2t−3 ( t � ÷àñ, S � âiäñòàíü). Âè-
çíà÷èòè ìèòò¹âó øâèäêiñòü â ìîìåíò ÷àñó t = 1, 5 òà ñåðåäíþ
øâèäêiñòü äëÿ ∆t = 1 ñ, ∆t = 0,1 ñ, ∆t = 0,001 ñ.

¤ Âiäñòàíü, ÿêó òiëî ïîäîëàëî çà ÷àñ ∆t, ìîæå áóòè çíàéäåíà
çà ôîðìóëîþ

∆S = S(t + ∆t)− S(t) = ((t + ∆t)2 − 2(t + ∆t)− 3)−



10 ÇÀÍßÒÒß 1. ÏÎÍßÒÒß ÏÎÕIÄÍÎ�

−(t2 − 2t− 3) = (2t− 2)∆t + (∆t)2.

Âiäíîøåííÿ çíàéäåíî¨ âiäñòàíi äî ïðîìiæêó ÷àñó ∆t i áóäå ñåðåä-
íüîþ øâèäêiñòþ

vñð =
∆S

∆t
=

(2t− 2)∆t + (∆t)2

∆t
= 2t− 2 + ∆t. (1.1)

Çðîçóìiëî, ùî ìèòò¹âà øâèäêiñòü ìîæå áóòè çíàéäåíà çà óìîâè
∆t → 0, òîáòî,

vìèò = lim
∆t→0

vñð = lim
∆t→0

(2t− 2 + ∆t) = 2t− 2. (1.2)

Îòæå, ìèòò¹âà øâèäêiñòü ó ìîìåíò ÷àñó t = 1,5 ñ äîðiâíþ¹

vìèò = 2 · 1,5− 2 = 1 ì/ñ.

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (1.1) çíàéäåìî ñåðåäíþ øâèäêiñòü ó ìî-
ìåíò ÷àñó t = 1,5 äëÿ çàäàíèõ çíà÷åíü ∆t :

∆t 1 0,1 0,001
vñð 2 1,1 1,001

.

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ïðè ∆t → 0 çíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ øâèäêîñòi ïðÿ-
ìó¹ äî çíà÷åííÿ ìèòò¹âî¨ øâèäêîñòi. Ç ôîðìóë (1.1) òà (1.2) âèïëè-
âà¹, ùî

vìèò = lim
∆t→0

∆S

∆t
= S ′t.

Òàêèì ÷èíîì, ìèòò¹âà øâèäêiñòü òiëà � öå ïîõiäíà âiä ïðîéäåíîãî
øëÿõó çà ÷àñîì. ¥
1.4. Êiëüêiñòü òåïëà, ÿêà íåîáõiäíà äëÿ òîãî, ùîá ïiäíÿòè òåìïå-
ðàòóðó 1 ãðàìà ðå÷îâèíè âiä 0 äî t ãðàäóñiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi-
¹þ Q(t). Äàòè îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿì: ñåðåäíÿ òåïëî¹ìíiñòü ðå-
÷îâèíè â òåìïåðàòóðíîìó ïðîìiæêó [t, t + ∆t] òà òåïëî¹ìíiñòü
ðå÷îâèíè ïðè çàäàíié òåìïåðàòóði t0.
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¤ Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî êiëüêiñòü òåïëà, ÿêó áóëî âèòðà÷åíî
äëÿ íàãðiâó ðå÷îâèíè âiä òåìïåðàòóðè t äî òåìïåðàòóðè t+∆t âèç-
íà÷à¹òüñÿ ÿê ∆Q(t) = Q(t+∆t)−Q(t). Îòæå, ñåðåäíÿ òåïëî¹ìíiñòü
ðå÷îâèíè Cñð ÿâëÿ¹ ñîáîþ ôîðìóëó

Cñð =
Q(t + ∆t)−Q(t)

∆t
=

∆Q(t)

∆t
.

Òåïëî¹ìíiñòü C ðå÷îâèíè äëÿ ïåâíî¨ ôiêñîâàíî¨ òåìïåðàòóðè t0

ìîæå áóòè îäåðæàíà ÿê ñåðåäíÿ òåïëî¹ìíiñòü çà óìîâè, ùî òåìïå-
ðàòóðíèé äiàïàçîí ∆t äóæå ìàëèé, òîáòî

C = lim
∆t→0

Cñð = lim
∆t→0

Q(t0 + ∆t)−Q(t0)

∆t
.

Îñòàííÿ ôîðìóëà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïîõiäíó ôóíêöi¨ Cñð(t) ó òî÷öi t0.

Òàêèì ÷èíîì, ñåðåäíÿ òåïëî¹ìíiñòü ðå÷îâèíè � öå âiäíîøåííÿ
ïðèðîñòó êiëüêîñòi òåïëà äî ïðèðîñòó òåìïåðàòóðè

Cñð =
∆Q(t)

∆t
,

à òåïëî¹ìíiñòü ðå÷îâèíè C äëÿ ïåâíî¨ ôiêñîâàíî¨ òåìïåðàòóðè t0 �
ïîõiäíà ôóíêöi¨ êiëüêîñòi òåïëà Q(t) âiä òåìïåðàòóðè t ïðè t = t0 :
C = Q′

t(t0). ¥
1.5. Çíàéòè f ′(1), ÿêùî:

à) f(x) = (x− 1)(x− 3)2.

¤ Çà îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi

f ′(1) = lim
∆x→0

(1 + ∆x− 1)(1 + ∆x− 3)2 − (1− 1)(1− 3)2

∆x
=

= lim
∆x→0

((∆x)2 − 4∆x + 4) = 4. ¥

á)
f(x) = x2 + (x− 1) arccos

√
x

x + 1
.
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¤ Çðîçóìiëî, ùî

f ′(1) = lim
∆x→0

([
(1 + ∆x)2 + (1 + ∆x− 1) arccos

√
1 + ∆x

1 + ∆x + 1
−

−
(

12 + (1− 1) arccos

√
1

1 + 1

)]
: ∆x

)
=

= lim
∆x→0

(1 + ∆x)2 + ∆x · arccos
√

1+∆x
2+∆x − 1

∆x
=

= 2 + arccos

√
1

2
= 2 +

π

4
. ¥

1.6. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì, çíàéòè ïîõiäíó çàäàíî¨ ôóíêöi¨:
à) y = 3x2 − x.

¤ 1. Çíàéäåìî ïðèðiñò ôóíêöi¨ y, ÿêùî àðãóìåíò x äiñòàâ ïðè-
ðiñò ∆x :

∆y = 3(x + ∆x)2 − (x + ∆x)− (3x2 − x) = (6x− 1)∆x + 3(∆x)2.

2. Ñêëàäåìî âiäíîøåííÿ

∆y

∆x
=

(6x− 1)∆x + 3(∆x)2

∆x
= 6x− 1 + 3∆x.

3. Çíàõîäèìî øóêàíó ïîõiäíó ÿê ãðàíèöþ âiäíîøåííÿ ∆y
∆x ïðè

∆x → 0 :
y′ = lim

∆x→0
(6x− 1 + 3∆x) = 6x− 1. ¥

á) y =
√

2x− 1.

¤ 1. Çíàéäåìî ïðèðiñò ôóíêöi¨ y â òî÷öi x, ùî âiäïîâiäà¹ ïðè-
ðîñòó ∆x :

∆y =
√

2(x + ∆x)− 1−√2x− 1 =
2∆x√

2(x + ∆x)− 1 +
√

2x− 1
.
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2. Çíàéäåìî âiäíîøåííÿ ïðèðiñòó ôóíêöi¨ äî ïðèðiñòó àðãóìåíòó:
∆y

∆x
=

2∆x

(
√

2(x + ∆x)− 1 +
√

2x− 1)∆x
=

=
2√

2(x + ∆x)− 1 +
√

2x− 1
.

3. Îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ y â òî÷öi x :

y′ = lim
∆x→0

2√
2(x + ∆x)− 1 +

√
2x− 1

=
1√

2x− 1
. ¥

â) ∗ y = sin(x2 + ex).

¤ Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ïðèðiñò ôóíêöi¨:

∆y = sin[(x + ∆x)2 + ex+∆x]− sin(x2 + ex) =

= 2 sin
1

2
[(x + ∆x)2 + ex+∆x − (x2 + ex)]×

× cos
1

2
[(x + ∆x)2 + ex+∆x + (x2 + ex)] =

= 2 sin[x∆x +
1

2
(∆x)2 +

1

2
ex(e∆x − 1)]×

× cos[x2 + x∆x +
1

2
(∆x)2 +

1

2
ex(e∆x + 1)]. (1.3)

Îñêiëüêè çà óìîâè ∆x → 0 ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ:

x∆x → 0,
1

2
(∆x)2 → 0,

1

2
ex(e∆x − 1) → 0,

òî íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi lim
x→0

sin x
x = 1 (ïåðøà ÷óäîâà ãðàíèöÿ) ìà¹ìî:

sin[x∆x +
1

2
(∆x)2 +

1

2
ex(e∆x − 1)] v

v [x∆x +
1

2
(∆x)2 +

1

2
ex(e∆x − 1)]. (1.4)
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Ïîðiâíþþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.3) òà (1.4), çãiäíî ç îçíà÷åííÿì
ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi, çíàõîäèìî

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

2[x∆x + 1
2(∆x)2 + 1

2e
x(e∆x − 1)]

∆x
×

× lim
∆x→0

cos[x2 + x∆x +
1

2
(∆x)2 +

1

2
ex(e∆x + 1)] =

= (2x + ex) cos(x2 + ex).

Âiäìiòèìî, ùî ìè ñêîðèñòàëèñÿ âiäîìîþ ãðàíèöåþ lim
t→0

at−1
t = ln a.

¥
ã) ∗ y = ln(x2+2)

x3 .

¤ Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî ïðèðiñò ôóíêöi¨:

∆y =
ln((x + ∆x)2 + 2)

(x + ∆x)3 − ln(x2 + 2)

x3 =

=
x3 ln (x+∆x)2+2

x2+2 − ln(x2 + 2)(3x2∆x + 3x∆x2 + ∆x3)

(x + ∆x)3x3 .

Äàëi áåçïîñåðåäíüî çíàõîäèìî øóêàíó ïîõiäíó ôóíêöi¨ y :

y′ = lim
∆x→0

x3 ln (x+∆x)2+2
x2+2 − ln(x2 + 2)(3x2∆x + 3x∆x2 + ∆x3)

(x + ∆x)3x3∆x
=

= lim
∆x→0

x3 ln
(
1 + (2x+∆x)∆x

x2+2

)

(x + ∆x)3x3∆x
−

− lim
∆x→0

ln(x2 + 2)(3x2∆x + 3x∆x2 + ∆x3)

(x + ∆x)3x3∆x
=

= lim
∆x→0

x3 (2x+∆x)∆x
x2+2

(x + ∆x)3x3∆x
−

− lim
∆x→0

ln(x2 + 2)(3x2 + 3x∆x + ∆x2)

(x + ∆x)3x3 =
2x4

(x2 + 2)x6−

−3x2 ln(x2 + 2)

x6 =
2x2

x2+2 − 3 ln(x2 + 2)

x4 .
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Ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ ìè âðàõóâàëè, ùî ln(1+U(x)) ∼ U(x) çà óìîâè
U(x) → 0. ¥
1.7. ∗ Ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [1,∞) òà çàäàíà ðiâ-
íiñòþ:

f(x) = x
n
√

logx c1 logx c2... logx cn, c1, c2, . . . , cn ∈ [1,∞).

Çíàéäiòü ïîõiäíó öi¹¨ ôóíêöi¨.
¤ Äëÿ äîâiëüíîãî x1 ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x) ïîêëà-

äåìî
x2 = xa

1 (a > 0, a 6= 1).

Çãiäíî ç òîòîæíiñòþ

logbk c =
1

k
logb c

ìà¹ìî
f(x2) = x

n
√

logx2
c1 logx2

c2... logx2
cn

2 =

= (xa
1)

n
√

logxa
1

c1 logxa
1

c2... logxa
1

cn = f(x1).

Çâiäñè, êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨, çíàõîäèìî

f ′(x) = f ′(x2) = lim
x1→x2

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= lim

x1→x2

0

x2 − x1
= 0. ¥

1.8. Äîâåñòè, ùî ïîõiäíà ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöiÿ ïåðiîäè÷-
íà.

¤ Íåõàé f(x + T ) = f(x). Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨

f ′(x + T ) = lim
∆x→0

f(x + T + ∆x)− f(x + T )

∆x
=

= lim
∆x→0

f((x + ∆x) + T )− f(x + T )

∆x
=
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= lim
∆x→0

f(x + ∆x)− f(x)

∆x
= f ′(x),

òàêèì ÷èíîì f ′(x + T ) = f ′(x), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ¥
1.9. Äîâåñòè, ùî ïîõiäíà íåïàðíî¨ ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöiÿ ïàðíà.

¤ Íåõàé çàäàíî íåïàðíó ôóíêöiþ y = f(x), òîáòî, f(−x) =

= −f(x), àáî, ùî îäíå é òå ñàìå, −f(−x) = f(x). Òîäi

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x + ∆x)− f(x)

∆x
=

= lim
∆x→0

−f(−x−∆x)− (−f(−x))

∆x
=

= lim
∆x→0

f(−x + (−∆x))− f(−x)

−∆x
= f ′(−x),

òîáòî, f ′(x) = f ′(−x), ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. ¥

1.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. Ïîõiäíà äåÿêî¨ ïàðíî¨ (íåïàðíî¨) ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöiÿ ïàðíà (íå-
ïàðíà).

2. Ïîõiäíà íåïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöiÿ ïåðiîäè÷íà.

3. Ïîõiäíà ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöiÿ íåïåðiîäè÷íà.

4. Ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
, c ∈ R.

1.10. Çíàéòè ïðèðiñò ôóíêöi¨ ∆y òà âiäíîøåííÿ ∆y
∆x , ÿêùî:

à) y =
√

x ïðè x = 0 òà ∆x = 0,01, ∆x = 0,0001;
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á) y = 1
lg x ïðè x = 1 òà ∆x = 99, ∆x = 999.

1.11. Çíàéòè øâèäêiñòü ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, ðóõ ÿêî¨ ïiäïîðÿä-
êîâàíî çàêîíó S = ln 1

1+t íàïðèêiíöi 3 òà 10 ñåêóíä.
1.12. Ðîáîòà, ÿêà âèêîíàíà çà îäèíèöþ ÷àñó, íàçèâà¹òüñÿ ïîòó-
æíiñòþ. Äàòè âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ïîòóæíiñòü ó ìîìåíò ÷àñó
t òà âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê öüîãî ïîíÿòòÿ ç ôóíêöi¹þ A(t) � ðîáî-
òà, ùî âèêîíàíà çà ïðîìiæîê ÷àñó [0, t].

1.13. Îá÷èñëèòè ïîõiäíi çàäàíèõ ôóíêöié çà îçíà÷åííÿì:
à) y = cos2 x, á) y = ln2(3x + 1),

â) y = 1−x
1+x . ã)∗ y = 3

√
x2 + sin(2x− 1)

1.14. Çíàéòè f ′(0), ÿêùî f(x) = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− 1000).

1.15. Äîâåñòè, ùî ïîõiäíà ïàðíî¨ ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöiÿ íåïàðíà.
1.16. ∗ ×è áóäå ìàòè ôóíêöiÿ F (x) = f(x) + g(x) ïîõiäíó â òî÷öi
x0, ÿêùî ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ïîõiäíó â öié òî÷öi, à ôóíêöiÿ g(x) �
íi? ßêùî îáèäâi ôóíêöi¨ íå ìàþòü ïîõiäíî¨ â òî÷öi x0 ?
1.17. ∗ ×è áóäå ìàòè ôóíêöiÿ F (x) = f(x)·g(x) ïîõiäíó â òî÷öi x0,

ÿêùî ôóíêöi¨ f(x) òà g(x) íå ìàþòü ïîõiäíèõ ó âêàçàíié òî÷öi?
ßêùî îäíà ç ôóíêöié ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0 ?
1.18. ∗ Íåõàé f(x) � íåïåðåðâíà òà äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x = a

ôóíêöiÿ. Äîâåäiòü, ùî äëÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
x→a

(2x− a)f(x)− xf(a)

x− a
= f(a) + af ′(a).
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Ïîõiäíà ôóíêöi¨, ùî çàäàíà ÿâíî

2.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ôóíêöiþ f(x) íàçèâàþòü äèôåðåíöiéîâíîþ â
òî÷öi x0, ÿêùî âîíà â öié òî÷öi ìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó f ′(x0).

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ôóíêöiþ f(x) íàçèâàþòü äèôåðåíöiéîâíîþ â ií-
òåðâàëi (a; b), ÿêùî âîíà äèôåðåíöiéîâíà â êîæíié òî÷öi öüîãî
iíòåðâàëó.

Òåîðåìà 2.1. ßêùî ôóíêöi¨ f(x) i g(x) äèôåðåíöiéîâíi â òî÷öi
x0, òî â öié òî÷öi äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f(x) + g(x), ïðè÷îìó

(f(x0) + g(x0))
′ = f ′(x0) + g′(x0),

òîáòî, ïîõiäíà ñóìè äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó òî÷öi x0 äîðiâ-
íþ¹ ñóìi ïîõiäíèõ öèõ ôóíêöié ó òî÷öi x0.

Òåîðåìà 2.2. ßêùî ôóíêöi¨ f(x) i ϕ(x) äèôåðåíöiéîâíi â òî÷öi
x0, òî ôóíêöiÿ f (x) · ϕ (x) òàêîæ äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0,

ïðè÷îìó

(f (x0) · ϕ (x0))
′ = f ′ (x0) · ϕ (x0) + f (x0) · ϕ′ (x0) .

18
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Òåîðåìà 2.3. ßêùî f (x) = C (C ≡ const), ∀x ∈ (a; b), òî
f ′(x) = 0, ∀x ∈ (a; b), òîáòî, ïîõiäíà âiä ñòàëî¨ ôóíêöi¨ äîðiâ-
íþ¹ íóëþ.

Íàñëiäîê 2.1. ßêùî ôóíêöiÿ f (x) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x, òî
ôóíêöiÿ Cf (x) , äå C � ñòàëå ÷èñëî, òàêîæ äèôåðåíöiéîâíà â
öié òî÷öi x, ïðè÷îìó

(Cf (x))′ = Cf ′ (x) .

Íàñëiäîê 2.2. Ðiçíèöÿ äâîõ ôóíêöié, äèôåðåíöiéîâíèõ ó òî÷öi x,

¹ ôóíêöiÿ, äèôåðåíöiéîâíà â öié òî÷öi, ïðè÷îìó

(f (x)− ϕ (x))′ = f ′ (x)− ϕ′ (x) .

Òåîðåìà 2.4. ßêùî ôóíêöi¨ f(x) òà ϕ(x) äèôåðåíöiéîâíi â òî÷öi
x i â öié òî÷öi ϕ(x) 6= 0, òî ôóíêöiÿ f(x)

ϕ(x) äèôåðåöiéîâíà â òî÷öi
x, ïðè÷îìó (

f(x)

ϕ(x)

)′
=

f ′(x)ϕ(x)− f(x)ϕ′(x)

ϕ2(x)
.

Íàñëiäîê 2.3. ßêùî ôóíêöiÿ ϕ (x) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x,

ïðè÷îìó ϕ (x) 6= 0, òî â òî÷öi x äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ 1
ϕ(x) ,

ïðè÷îìó (
1

ϕ (x)

)′
= −ϕ′ (x)

ϕ2 (x)
.

Òåîðåìà 2.5. ßêùî ôóíêöiÿ u = ϕ (x) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi
x, à ôóíêöiÿ y = f (u) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi u = ϕ (x) , òî
ñêëàäåíà ôóíêöiÿ y = f (ϕ (x)) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x, ïðè÷îìó

(f [ϕ (x)])′ = f ′ (u) ϕ′ (x)

àáî
y′x = y′uu

′
x.
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2.1. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨:
à) f(x) =

4
√

x3+2x3

1−3x + 2 5
√

x2−4
e .

¤ Çàìiíèìî çíàêè ðàäèêàëiâ âiäïîâiäíèìè ðàöiîíàëüíèìè ñòå-
ïåíÿìè òà çàñòîñó¹ìî ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ ñóìè i ÷àñòêè äâîõ
ôóíêöié:

f ′(x) =

(
x3/4 + 2x3

1− 3x

)′
+

(
2x2/5 − 4

e

)′
=

=
(x3/4 + 2x3)′(1− 3x)− (x3/4 + 2x3)(1− 3x)′

(1− 3x)2 +
1

e
(2x2/5 − 4)′ =

=
(3

4x
−1/4 + 6x2)(1− 3x)− (x3/4 + 2x3)(−3)

(1− 3x)2 +
1

e

(
4

5
x−3/5

)
=

=
( 3

4 4
√

x
+ 6x2)(1− 3x) + 3

4
√

x3 + 6x3

(1− 3x)2 +
4

5e
5
√

x3
. ¥

á) y = 2120 + 2ex · ln x · tg x.

¤ Çà äîïîìîãîþ ïðàâèë äèôåðåíöiþâàííÿ ñóìè òà äîáóòêó
ôóíêöié à òàêîæ òàáëèöi ïîõiäíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié, ìà¹ìî:

y′ = (2120)′ + (2ex · ln x · tg x)′ =

= 0 + 2[(ex)′ · ln x · tg x + ex · (ln x)′ · tg x + ex · ln x · (tg x)′] =

= 2ex · ln x · tg x + 2ex · 1

x
· tg x + 2ex · ln x · 1

cos2 x
. ¥

â)
y =

π

cos x + 1
x

· ctg x · arctg x

2x − xn
.

¤ Ñêîðèñòàâøèñü ïðàâèëàìè äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó é ÷àñò-
êè ôóíêöié, òàáëèöåþ ïîõiäíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié, îäåðæèìî

y′ =
(

π

cos x + 1
x

)′
ctg x · arctg x

2x − xn
+

π

cos x + 1
x

(
ctg x · arctg x

2x − xn

)′
=

=
(π)′(cos x + 1

x)− π(cos x + 1
x)′

(cos x + 1
x)2

· ctg x · arctg x

2x − xn
+
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+
π

cos x + 1
x

·
(
[(ctg x)′ arctg x + ctg x(arctg x)′ ](2x − xn)−

− ctg x · arctg x[(2x)′ − (xn)′]
)

: (2x − xn)2 =

=
0− π(− sin x− 1

x2 )

(cos x + 1
x)2

· ctg x · arctg x

2x − xn
+

π

cos x + 1
x

×

×
([ −1

sin2 x
arctg x + ctg x

1

1 + x2

]
(2x − xn)−

− ctg x · arctg x(2x ln 2− nxn−1)
)

: (2x − xn)2. ¥

2.2. Çíàéòè ïîõiäíó ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨:
à) y = ln3(sin 2x), x ∈ [π/6, π/4].

¤ Ìà¹ìî ñêëàäåíó ôóíêöiþ, çîâíiøíüîþ äëÿ íå¨ ¹ ñòåïåíåâà
ôóíêöiÿ ( ln(sin 2x) ïiäíîñèòüñÿ äî òðåòüîãî ñòåïåíþ), òîìó, äèôå-
ðåíöiþþ÷è çàäàíó ôóíêöiþ çà ïðîìiæíèì àðãóìåíòîì ln(sin 2x),

îäåðæèìî
y′ = (ln3(sin 2x))′ln(sin 2x) = 3 ln2(sin 2x). (2.1)

Çðîçóìiëî, ùî öå íå îñòàòî÷íà âiäïîâiäü, îñêiëüêè ïðîìiæíèé àð-
ãóìåíò ln(sin 2x) òàêîæ ¹ ñêëàäåíîþ ôóíêöi¹þ: çîâíiøíÿ ôóíêöiÿ
� ëîãàðèôìi÷íà, à â ðîëi âíóòðiøíüî¨ � ôóíêöiÿ y = sin 2x. Òîìó
ïðàâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (2.1) òðåáà ïîìíîæèòè íà ïîõiäíó ôóíêöi¨
ln(sin 2x) çà ïðîìiæíèì àðãóìåíòîì sin 2x : (ln(sin 2x))′sin 2x = 1

sin 2x .

Àëå íîâèé ïðîìiæíèé àðãóìåíò sin 2x òàêîæ ¹ ñêëàäåíîþ ôóíê-
öi¹þ, îòæå, âðàõîâóþ÷è, ùî (sin 2x)′2x = cos 2x · (2x)′x = 2 cos 2x,

îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî

y′x = (ln3(sin 2x))′ln(sin 2x)(ln(sin 2x))′sin 2x(sin 2x)′2x(2x)′x =

= 6 ln2(sin 2x) ctg 2x. ¥
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á) y =
√

tg3 2x + 2, |x| < π
8 .

¤ Öåé ïðèêëàä ðîçâ'ÿæåìî, êîðèñòóþ÷èñü äåùî iíøèìè ïîÿñíåí-
íÿìè. Çàïèøåìî y(x) ó âèãëÿäi ëàíöþãà îñíîâíèõ åëåìåíòàðíèõ
ôóíêöié: y = h1/2, h = t3 + 2, t = tg z, z = 2x.

Âiäïîâiäíî

y′x = y′h · h′x = y′h · h′t · t′x = y′h · h′t · t′z · z′x =
1

2
h−1/23t2

1

cos2 z
· 2 =

=
1

2
(tg3 2x + 2)−1/23 tg2 2x

1

cos2 2x
· 2 =

3 tg2 2x√
tg3 2x + 2 · cos2 2x

. ¥

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîõiäíó íåîáõiäíî çíàéòè â îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨, ïðè öüîìó ñàìó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
âêàçóâàòè íå áóäåìî.

â) y = arctg 23x+1.

¤
y′ = (arctg 23x+1)′23x+1(23x+1)′(3x+1)(3x + 1)′x =

=
1

1 + (23x+1)22
3x+1 ln 2 · 3 =

3 ln 2 · 23x+1

1 + 26x+2 . ¥

Ó íàñòóïíèõ ïðèêëàäàõ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñêîðî÷åíó ôîð-
ìó çàïèñó ðîçâ'ÿçàíü áåç çàçíà÷åííÿ ïðîìiæíèõ àðãóìåíòiâ.

ã) y =

√
1 +

3
√

1 + 4
√

1 + x5.

¤

y′ =
(1 +

3
√

1 + 4
√

1 + x5)′

2

√
1 +

3
√

1 + 4
√

1 + x5
=

1
3(1 + 4

√
1 + x5)−

2
3 (1 + 4

√
1 + x5)′

2

√
1 +

3
√

1 + 4
√

1 + x5
=

=
1
4(1 + x5)−

3
4 · (1 + x5)′

6

√
1 +

3
√

1 + 4
√

1 + x5 · 3

√
(1 + 4

√
1 + x5)2

=

=
5x4

24

√
1 +

3
√

1 + 4
√

1 + x5 · 3

√
(1 + 4

√
1 + x5)2 · 4

√
(1 + x5)3

. ¥
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ä) ∗ y = earcsin
√

x2−1 · ln 1+x√
ctg x

.

¤

y′ = (earcsin
√

x2−1)′ · ln 1 + x√
ctg x

+ earcsin
√

x2−1 ·
(

ln
1 + x√
ctg x

)′
=

= earcsin
√

x2−1(arcsin
√

x2 − 1)′ ln
1 + x√
ctg x

+

+earcsin
√

x2−1 1
1+x√
ctg x

(
1 + x√
ctg x

)′
=

= earcsin
√

x2−1
( 1√

1− (x2 − 1)
(
√

x2 − 1)′ ln
1 + x√
ctg x

+

+

√
ctg x

1 + x
·
(1 + x)′

√
ctg x− (1 + x) 1

2
√

ctg x
(ctg x)′

ctg x

)
=

= earcsin
√

x2−1
( 1

2
√

2− x2
√

x2 − 1
(x2 − 1)′ ln

1 + x√
ctg x

+

+

√
ctg x + 1+x

2
√

ctg x sin2 x

(1 + x)
√

ctg x

)
=

= earcsin
√

x2−1

(
x√

2− x2
√

x2 − 1
ln

1 + x√
ctg x

+
ctg x + 1+x

2 sin2 x

(1 + x)ctg x

)
. ¥

2.3. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨

y = ln

√
etg 5x(x2 + 4)5

(6x3 − 2)3(3x + 1)
.

¤ Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ëîãàðèôìiâ, çàäàíó ôóíêöiþ íå-
âàæêî ïðåäñòàâèòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

y =
1

2
ln

etg 5x(x2 + 4)5

(6x3 − 2)3(3x + 1)
=

1

2
tg 5x +

5

2
ln(x2 + 4)−

− 3

2
ln(6x3 − 2)− 1

2
ln(3x + 1). (2.2)
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Äèôåðåíöþþ÷è îäåðæàíó ôóíêöiþ, ìà¹ìî:

y′ =
5

2 cos2 5x
+

5x

x2 + 4
− 27x2

6x3 − 2
− 3

6x + 2
. ¥

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ìè ùîéíî ïåðåêîíàëèñÿ, ùî ôóíêöiþ, çàïèñà-
íó ó âèãëÿäi (2.2) , áóëî íàáàãàòî ïðîñòiøå äèôåðåíöiþâàòè, íiæ
çàäàíó.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Îñêiëüêè y ¹ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ x, òî

(ln y)′x =
1

y
· y′x =

y′

y
.

Îòæå, ÿêùî íåîáõiäíî ïðîäèôåðåíöiþâàòè ôóíêöiþ âèäó

y =

(
ϕ(U)ψ(U)

g(U)f(U)h(U)

)α

(2.3)

àáî ïîäiáíîãî äî íüîãî, òî, ïåðåä òèì, ÿê çíàõîäèòè ïîõiäíó y′x,

¹ ñåíñ ñïî÷àòêó ïðîëîãàðèôìóâàòè îáèäâi ÷àñòèíè ôóíêöi¨ (2.3).
Øóêàíà ïîõiäíà ïðè öüîìó çíàõîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

ln y = α[ln ϕ(U) + ln ψ(U)− ln g(U)− ln f(U)− ln h(U)],

y′

y
= α

[
ϕ′(U)

ϕ(U)
+

ψ′(U)

ψ(U)
− g′(U)

g(U)
− f ′(U)

f(U)
− h′(U)

h(U)

]
⇒

⇒ y′ = α

(
ϕ(U)ψ(U)

g(U)f(U)h(U)

)α [ϕ′(U)

ϕ(U)
+

ψ′(U)

ψ(U)
− g′(U)

g(U)
−

−f ′(U)

f(U)
− h′(U)

h(U)

]
.

2.4. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨

y = 3

√
x3(x2 + 1)

cos2 x · 5
√

5− x
.
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¤ Ïðîëîãàðèôìóâàâøè çàäàíó ôóíêöiþ, ìà¹ìî

ln y =
1

3
ln x3 +

1

3
ln(x2 + 1)− 1

3
ln(cos2 x)− 1

15
ln(5− x).

Òåïåð ïðîäèôåðåíöiþþ¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè îäåðæàíî¨ ðiâíîñòi:
y′

y
=

1

x
+

2x

3(x2 + 1)
+

2 cos x sin x

3 cos2 x
+

1

15(5− x)
⇒

⇒ y′ = 3

√
x3(x2 + 1)

cos2 x · 5
√

5− x

(
1

x
+

2x

3(x2 + 1)
+

2

3
tg x +

1

15(5− x)

)
. ¥

2.5. Çíàéòè ïîõiäíó ñòåïåíåâî-ïîêàçíèêîâî¨ ôóíêöi¨

y = (U(x))V (x).

¤ Íåõàé çàäàíà ôóíêöiÿ y òà ôóíêöi¨ U(x), V (x) ìàþòü ïîõiäíi
â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y = (U(x))V (x). Òîäi ôóíêöiÿ ln y

òàêîæ ìà¹ â öié îáëàñòi ïîõiäíó, ïðè÷îìó .

(ln y)′ = [ln U(x)V (x)]′ = [V (x) ln U(x)]′ =

= V ′(x) ln U(x) + V (x)
U ′(x)

U(x)
⇒

⇒ y′ = U(x)V (x)
(
V ′(x) ln U(x) + V (x)

U(x)U
′(x)

)
. (2.4)

¥
2.6. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨:

à) y = (x ln x2 + 2)ex2

.

¤ Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (2.4). Ó íàøîìó âèïàäêó

U(x) = x ln x2 + 2, V (x) = ex2

.
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Çðîçóìiëî, ùî U ′(x) = ln x2 + 2, V ′(x) = 2xex2

, îòæå

y′ = (x ln x2 + 2)ex2

(
2xex2

ln(x ln x2 + 2) +
ex2

x ln x2 + 2
(ln x2 + 2)

)
.¥

á) ∗ y =
(

arcsin(sin2 x)
arccos(cos2 x)

)arctg x2

.

¤ Çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (2.4). Ó öüîìó âèïàäêó

U(x) =
arcsin(sin2 x)

arccos(cos2 x)
, V (x) = arctg x2.

U ′(x) =
( 1√

1− sin4 x
2 sin x cos x · arccos(cos2 x)−

− arcsin(sin2 x)
−1√

1− cos4 x
2 cos x(− sin x)

)
: arccos2(cos2 x) =

=

sin 2x · arccos(cos2 x)√
1− sin4 x

− sin 2x · arcsin(sin2 x)√
1− cos4 x

arccos2(cos2 x)
;

V ′(x) =
1

1 + x4 · 2x =
2x

1 + x4 .

Òîìó

y′ =
(

arcsin(sin2 x)

arccos(cos2 x)

)arctg x2

·
{ 2x

1 + x4 ln

(
arcsin(sin2 x)

arccos(cos2 x)

)
+

+
arctg x2 · sin 2x

arcsin(sin2 x)
·
(arccos(cos2 x)√

1− sin4 x
− arcsin(sin2 x)√

1− cos4 x

)}
. ¥

2.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. Îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ âiäîáðàæà¹ âiäðiçîê [a; b] ó ìíîæè-
íó ëiíiéíèõ ôóíêöié.
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2. Áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ, ïîõiäíà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ íóëþ, ¹ ôóíêöiÿ ñòà-
ëà.

3. ßêùî ôóíêöi¨ f(x) òà g(x) íå ìàþòü ïîõiäíî¨ â òî÷öi x0, òî
ôóíêöiÿ f(x)± g(x) òàêîæ íå ìà¹ ïîõiäíî¨ â öié òî÷öi.

4. ßêùî ôóíêöi¨ f(x) òà g(x) íå ìàþòü ïîõiäíî¨ â òî÷öi x0, òî
ôóíêöiÿ f(x) · g(x) òàêîæ íå ìà¹ ïîõiäíî¨ â öié òî÷öi.

5. ßêùî ôóíêöiÿ u = ϕ(x) íåïåðåðâíà â òî÷öi x, à ôóíêöiÿ
y = f(u) íåïåðåðâíà â òî÷öi u = ϕ(x), òî ñêëàäåíà ôóíêöiÿ
y = f(ϕ(x)) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x.

2.7. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨:
à) y =

√
x(4x3 + 3

√
3x− 12

√
ln2 π);

á) f(x) =
1− 3x

3√x√
1
x

;

â) f(x) = (e + 2x2)(ln x + 215x− cos 56◦) sin x;

ã) f(x) = arctg x
arccosx + x tg x;

ä) y = ex sin x−2x ln x
1+cos x ;

å) y =
cos x+sin x
5x+ctg x

x+cos 15◦ .

2.8. Çíàéòè ïîõiäíó ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨:
à) y = 1

4
√

x+
√

x+
√

x
;

á) y = 2 sin(3x2 + 5) · cos2 5x;

â) y = tg3
(

sin3 x−cosx3

3
√

ctg x

)
;

ã) y = ln(ln(ln x));

ä) y = (earctg x − earcsinx) arccos
(

ex+e−x

x+1

)
;

å) y = ln3 cos2(4x−1)
arcctg3(ln2(ex2+2))

.

2.9. ∗ Çíàéòè ïîõiäíó ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨:
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à) y = 10
√

ecos 4x·(x2+x)3 · ctg2x; á) y =
3
√

(x3−2x+1)2·esin x+cos x

5
√

(4x3+e2)3
;

â) y = x
√

(2x sin x + 1)3; ã) y = x
x

ln2 x ;

ä) y = (sin x− 5x)tg x−x5

; å) y = xxx+xx

.



ÇÀÍßÒÒß 3

Äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨

3.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ïðàâà ãðàíèöÿ

lim
∆x→0+

∆f(x0)

∆x

íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 òà ïîçíà-
÷à¹òüñÿ f ′+(x0).

Ëiâà ãðàíèöÿ
lim

∆x→0−
∆f(x0)

∆x
íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 òà ïîçíà÷à-
¹òüñÿ f ′−(x0).

Òåîðåìà 3.1. (íåïåðåðâíiñòü äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨).
ßêùî ôóíêöiÿ f (x) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òî âîíà íåïå-

ðåðâíà â öié òî÷öi.

3.1. Çíàéòè ëiâó òà ïðàâó ïîõiäíi ôóíêöi¨:
à) f(x) =

√
1− e−x2.

¤ Ìà¹ìî
f ′(x) =

−e−x2

(−2x)

2
√

1− e−x2
=

xe−x2

√
1− e−x2

.

29
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Ôóíêöiÿ f ′(x) âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ x 6= 0. ßêùî x → 0, òî
√

1− e−x2 ∼
√

x2.

Òîìó:

f ′+(0) = lim
∆x→0+

f(∆x + 0)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0+

√
1− e−(∆x)2

∆x
=

= lim
∆x→0+

√
(∆x)2

∆x
= 1;

f ′−(0) = lim
∆x→0−

f(∆x + 0)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0−

√
(∆x)2

∆x
= −1.

Òàêèì ÷èíîì,

f ′+(x) = f ′−(x) =
xe−x2

√
1− e−x2

, x 6= 0, f ′+(0) = 1, f ′−(0) = −1. ¥

á) f(x) = x

1+e
1
x
.

¤ Ïðè x 6= 0 ìà¹ìî

f ′−(x) = f ′+(x) = (1 + e
1
x )−1 + e

1
xx−1(1 + e

1
x )−2.

Îá÷èñëèìî f ′−(0) é f ′+(0) :

f ′−(0) = lim
∆x→0−

1

∆x

(
∆x

1 + e
1

∆x

− f(0)

)
=

= lim
∆x→0−

(1 + e
1

∆x )−1 = 1;

f ′+(0) = lim
∆x→0+

1

∆x

(
∆x

1 + e
1

∆x

− f(0)

)
=

= lim
∆x→0+

(1 + e
1

∆x )−1 = 0. ¥

3.2. ×è áóäå äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f(x) â òî÷öi x0?

à) f(x) =
√

x + 2, x0 = −2.
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¤ Çíàéäåìî ïîõiäíó äàíî¨ ôóíêöi¨, êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì:

∆f(−2) = f(−2 + ∆x)− f(−2) =

=
√

(−2 + ∆x) + 2−√−2 + 2 =
√

∆x,

∆f(−2)

∆x
=

1√
∆x

.

Îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî

f ′(−2) = lim
∆x→0

∆f(−2)

∆x
=

1√
∆x

= ∞.

Îñêiëüêè çíàéäåíà ãðàíèöÿ íå ¹ ñêií÷åíîþ, òî ôóíêöiÿ f(x) =

=
√

x + 2 íå äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0 = −2. ¥

á) f(x) =

{
x2, x < 0,

x3, x ≥ 0,
x0 = 0.

¤ Íà ïðîìiæêàõ (−∞, 0) òà [0,∞) ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà
äîïîìîãîþ ðiçíèõ àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ, òîìó çíàéäåìî ïðàâó òà ëiâó
ïîõiäíi â òî÷öi x0 = 0.

ßêùî x ∈ (−∞, 0), òî f(x) = x2 i

f ′−(0) = lim
∆x→0−

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0−
(∆x)2 − 0

∆x
= 0.

Ïðè x ∈ [0,∞) f(x) = x3

f ′+(0) = lim
∆x→0+

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0+

(∆x)3 − 0

∆x
= 0.

Áà÷èìî, ùî ïðàâà òà ëiâà ïîõiäíi ñïiâïàäàþòü, à îòæå, çàäàíà
ôóíêöiÿ äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0 = 0 i f ′(0) = 0. ¥

â) f(x) = | ln x|, x0 = 1.

¤ Áóäåìî çíàõîäèòè ïðàâó òà ëiâi ïîõiäíi çàäàíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi
x0 = 1 :

f ′−(1) = lim
∆x→0−

f(1 + ∆x)− f(1)

∆x
= lim

∆x→0−
| ln(1 + ∆x)| − | ln 1|

∆x
=
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= lim
∆x→0−

− ln(1 + ∆x)

∆x
= −1.

(Ìè ñêîðèñòàëèñÿ âiäîìîþ ãðàíèöåþ lim
x→0

ln(1+x)
x = 1 ). Àíàëîãi÷íî

f ′+(1) = lim
∆x→0+

| ln(1 + ∆x)| − | ln 1|
∆x

= lim
∆x→0+

ln(1 + ∆x)

∆x
= 1.

Îñêiëüêè ëiâà òà ïðàâà ãðàíèöi íå ñïiâïàäàþòü, òî ôóíêöiÿ
f(x) = | ln x| íå äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0 = 1. ¥
3.3. Äîñëiäèòè ôóíêöiþ íà äèôåðåíöiéîâíiñòü:

à) f(x) = x
√

(1− x)2 sin x2, x ∈ (−√3,
√

3).

¤ Ôîðìàëüíî çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ, îäåðæè-
ìî

f ′(x) =
√

(1− x)2 sin x2+x·2x cos x2(1− x)2 − 2(1− x) sin x2

2
√

(1− x)2 sin x2
. (3.1)

Ôóíêöiÿ f ′(x) íåâèçíà÷åíà ëèøå ïðè x = 0 i x = 1. Òîìó äëÿ
âñiõ x ç ìíîæèíè {(−√3,

√
3) \ {0} \ {1}} ïîõiäíà iñíó¹ òà ¨¨ çíà-

÷åííÿ çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ (3.1). Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨
â òî÷êàõ x = 0 i x = 1 ðîçâ'ÿæåìî êîðèñòóþ÷èñü áåçïîñåðåäíüî
îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨.

f ′(0) = lim
∆x→0

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0

∆x
√

(1−∆x) sin(∆x)2

∆x
= 0.

f ′(1) = lim
∆x→0

f(1 + ∆x)− f(1)

∆x
=

= lim
∆x→0

(1 + ∆x)
√

sin(1 + ∆x)2

√
(∆x)2

∆x
= sin 1 · lim

∆x→0
|∆x|.

Îñòàííÿ ãðàíèöÿ íå iñíó¹.
Îòæå, ôóíêöiÿ f(x) = x

√
(1− x)2 sin x2, x ∈ (−√3,

√
3) íå

äèôåðåíöiéîâíà ïðè x = 1, à ïðè x = 0 ìà¹ ïîõiäíó, ÿêà äîðiâíþ¹
íóëþ. ¥
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á) f(x) = x
√

ln(1 + x2)

¤ Çíàõîäèìî

f ′(x) =
√

ln(1 + x2) +
x2

√
ln(1 + x2)

· 1

1 + x2 .

Ôóíêöiÿ f ′(x) âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ x 6= 0. Ïðè x = 0 çíàõîäèìî

f ′+(0) = lim
∆x→0+

f(∆x + 0)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0+

∆x
√

ln(1 + (∆x)2)

∆x
=

= lim
∆x→0+

√
ln(1 + ∆x2) = 0;

f ′−(0) = lim
∆x→0−

√
ln(1 + ∆x2) = 0.

Îñêiëüêè f ′+(0) = f ′−(0) = 0, òî f ′(0) = 0. Îòæå, ôóíêöiÿ f(x)

äèôåðåíöiéîâíà íà âñié ÷èñëîâié ïðÿìié òà

f ′+(x) = f ′−(x) = f ′(x) =





√
ln(1 + x2) + x2√

ln(1+x2)(1+x2)2
, x 6= 0;

0, x = 0.

¥

â) f(x) =

{
arctg x, x ≥ 0;
x2 + x, x < 0.

¤ Ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âñié ÷èñëîâié ïðÿìié. Äëÿ x > 0

ìà¹ìî f ′(x) = 1
1+x2 , äëÿ x < 0 f ′(x) = 2x + 1, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

f ′+(0) = lim
x→0+

1

1 + x2 = 1, f ′−(0) = lim
x→0−

(2x + 1) = 1.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f(x) äèôåðåíöiéîâíà íà âñié ÷èñëîâié ïðÿ-
ìié i

f ′(x) =





1
1+x2 , x > 0;
1, x = 0;
2x + 1, x < 0.

¥
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ã) ∗ f(x) = | sin x|cosx.

¤ Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (2.4), ïîêëàâøè U(x) = | sin x| òà
V (x) = cos x. Îäåðæèìî

f ′(x) = | sin x|cosx

(
− sin x ln | sin x|+ cos x

1

| sin x|(| sin x|)′
)

. (3.2)

Çàëèøèëîñÿ çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨ g(x)
df
= | sin x|. Çðîçóìiëî,

ùî

| sin x| =
{

sin x, x ∈ (2πk, π + 2πk);

− sin x, x ∈ (π + 2πk, 2π + 2πk);
k ∈ Z.

Òîäi

(| sin x|)′ =
{

cos x, x ∈ (2πk, π + 2πk);

− cos x, x ∈ (π + 2πk, 2π + 2πk);
k ∈ Z,

òîáòî,
(| sin x|)′ = | cos x| ∀x 6= πk, k ∈ Z. (3.3)

Ïîõiäíó ôóíêöi¨ g(x) â òî÷êàõ πk çíàéäåìî, êîðèñòóþ÷èñü îçíà-
÷åííÿì ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ãðàíèöi.

g′±(πk) = (| sin(πk)|)′± = lim
∆x→0±

| sin(πk + ∆x)| − | sin πk|
∆x

=

= lim
∆x→0±

| sin(πk + ∆x)|
∆x

= lim
∆x→0±

| sin πk cos ∆x + sin ∆x cos πk|
∆x

=

= lim
∆x→0±

| cos πk|| sin ∆x|
∆x

= ±1.

Îñêiëüêè g′+(πk) 6= g′−(πk), òî â òî÷êàõ x = πk, k ∈ Z ôóíêöiÿ
g(x) = | sin x|, à ç íåþ i çàäàíà ôóíêöiÿ f(x) = | sin x|cos x íå äè-
ôåðåíöiéîâíi. Â óñiõ iíøèõ òî÷êàõ çãiäíî çi ñïiââiäíîøåííÿìè (3.2),
(3.3) ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà

f ′(x) = | sin x|cos x

(
sin x ln | sin x|+ cos x

1

| sin x|| cos x|
)

. ¥
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3.4. ∗ Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(x) =

{
x2 sin 1

x , x 6= 0;

0, x = 0
ìà¹ ðîç-

ðèâíó ïîõiäíó.
¤ Äëÿ âèïàäêó x 6= 0 áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïðàâèëà äèôå-

ðåíöiþâàííÿ äîáóòêó ôóíêöié òà ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ é îäåðæèìî:

f ′(x) = 2x sin
1

x
− cos

1

x
.

ßêùî æ x = 0, òî çà îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi çíàõî-
äèìî

∆f(0) = (0 + ∆x)2 sin
1

0 + ∆x
− 0 = (∆x)2 sin

1

∆x

(çà óìîâîþ f(0) = 0 ), òîìó

f ′(0) = lim
∆x→0

∆x2 sin
1

∆x
= 0

(ÿê ãðàíèöÿ äîáóòêó íåñêií÷åííî ìàëî¨ ôóíêöi¨ íà îáìåæåíó ôóíê-
öiþ). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f(x) äèôåðåíöiéîâíà íà âñié
äiéñíié îñi, à

f ′(x) =

{
2x sin 1

x − cos 1
x , x 6= 0;

0, x = 0.

Äîñëiäèìî ôóíêöiþ ϕ(x)
df
= f ′(x) íà íåïåðåðâíiñòü.

Ó âèïàäêó x 6= 0 ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê x = 0. Çãiäíî äî îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi

ôóíêöi¨ â òî÷öi, òðåáà çíàéòè ãðàíèöi lim
x→0±0

ϕ(x), àëå öå íåìîæëèâî,
îñêiëüêè, ÿê äîáðå âiäîìî, lim

x→0
cos 1

x íå iñíó¹. Îòæå, ïðèõîäèìî äî
âèñíîâêó, ùî ôóíêöiÿ ϕ(x) ìà¹ ðîçðèâ â òî÷öi x = 0. ¥
3.5. ∗ Äëÿ ÿêîãî n ôóíêöiÿ

f(x) =

{
xn sin 1

x , x 6= 0;

0, x = 0
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ìà¹ íåïåðåðâíó ïîõiäíó â òî÷öi x0 = 0?

¤ Ç'ÿñó¹ìî, çà ÿêèõ óìîâ â òî÷öi x0 = 0 iñíó¹ ïîõiäíà çàäàíî¨
ôóíêöi¨ f(x). Âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi ïî-
âèííà âèêîíóâàòèñÿ óìîâà f ′−(0) = f ′+(0), òîáòî, ïîâèííi iñíóâàòè
ñêií÷åííi ãðàíèöi

lim
∆x→0±0

(∆x)n−1 sin
1

∆x
.

Öi ãðàíèöi iñíóþòü òà äîðiâíþþòü íóëþ (ÿê äîáóòîê íåñêií÷åííî
ìàëî¨ ôóíêöi¨ y = (∆x)n−1 íà îáìåæåíó ôóíêöiþ y = sin 1

∆x ) ïðè
n > 1.

Äëÿ x 6= 0

f ′(x) = nxn−1 sin
1

∆x
− xn−2 cos

1

∆x
.

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ y = f ′(x) íåïåðåðâíà çà óìîâè x 6= 0.

Äëÿ íåïåðåðâíîñòi öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x = 0 íåîáõiäíî é äîñòàòíüî
âèêîíàííÿ óìîâ

lim
x→0−0

f ′(x) = lim
x→0+0

f ′(x) = f ′(0),

ÿêùî âêàçàíi ãðàíèöi iñíóþòü, òîáòî

∃ lim
x→0±0

(
nxn−1 sin

1

∆x
− xn−2 cos

1

∆x

)
.

Öå ìîæëèâî, ÿêùî xn−2 → 0 ïðè x → 0±0. Òîìó n−2 ïîâèííî
áóòè áiëüøå íóëÿ, à îòæå n > 2.

Îñòàòî÷íî ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó: çàäàíà ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ íå-
ïåðåðâíó ïîõiäíó äëÿ âñiõ n > 2. ¥
3.6. Äîñëiäèòè íà äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöiþ

f(x) =

{
x2, x ∈ Q;

−x2, x ∈ I.
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¤ Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
à) x 6= 0. Íåõàé ∆x → 0, ðóõàþ÷èñü ïî ðàöiîíàëüíèì òî÷êàì,

òîäi
f ′(x) = lim

∆x→0

(x + ∆x)2 − x2

∆x
= 2x.

ßêùî æ ∆x → 0, ðóõàþ÷èñü ïî iððàöiîíàëüíèì òî÷êàì, òî

f ′(x) = lim
∆x→0

−(x + ∆x)2 + x2

∆x
= −2x.

Îñêiëüêè äëÿ ðiçíèõ ñïîñîáiâ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ âåëè÷èíè ∆x

àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ ïîõiäíî¨ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ íå ñïiâïàäàþòü, òî
f(x) íå ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷êàõ x 6= 0.

á) x = 0. Òîäi, äëÿ ∆x, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïî ðàöiîíàëüíèì
òî÷êàì, ìà¹ìî

f ′(0) = lim
∆x→0

(0 + ∆x)2 − 02

∆x
= 0.

Ïðè ∆x → 0 ïî iððàöiîíàëüíèì òî÷êàì

f ′(0) = lim
∆x→0

−(0 + ∆x)2 + 02

∆x
= 0.

Îòæå, ç âèïàäêiâ à) òà á) áà÷èìî, ùî çàäàíà ôóíêöiÿ ¹ äèôåðåí-
öiéîâíîþ ëèøå â òî÷öi x = 0 òà f ′(0) = 0. ¥
3.7. Ïîáóäóâàòè ïðèêëàä íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà íå ìà¹ ïîõiäíî¨
â òî÷êàõ x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.

¤ Íåõàé f(x) = |x− 1||x− 2||x− 3|. Çðîçóìiëî, ùî öÿ ôóíêöiÿ
íåïåðåðâíà äëÿ âñiõ äiéñíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó. Çíàéäåìî ïðàâó òà
ëiâó ïîõiäíi â òî÷öi x1 = 1.

f ′±(1) = lim
x→0±0

|1 + ∆x− 1||1 + ∆x− 2||1 + ∆x− 3| − 0

∆x
=

= lim
x→0±0

|∆x||∆x− 1||∆x− 2|
∆x

= ±2.
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Îñêiëüêè f ′+(1) 6= f ′−(1), òî â òî÷öi x1 = 1 ôóíêöiÿ f(x) íå ìà¹
ïîõiäíî¨. Àíàëîãi÷íî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî öÿ ôóíêöiÿ òàêîæ íåäèôå-
ðåíöiéîâíà â òî÷êàõ x2 = 2 é x3 = 3. ¥
3.8. ∗ Íåõàé

f(x) =

{
g(x), x ≥ a;
h(x), x < a.

ßêié óìîâi ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ g(x) i h(x)

äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f(x) áóëà äèôåðåíöiéîâíà íà âñié ÷èñëîâié
ïðÿìié?

¤ Îñêiëüêè f(x) = g(x) äëÿ x > a òà f(x) = h(x) äëÿ x < a,

òî óìîâà äèôåðåíöiéîâíîñòi g(x) äëÿ x > a i h(x) äëÿ x < a

¹ íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ äëÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi f(x) íà ìíî-
æèíi {x < a} ∪ {x > a}. Äëÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi f(x) â òî÷öi a

íåîáõiäíîþ ¹ óìîâà íåïåðåðâíîñòi: h(a) = lim
x→a

f(x) = f(a), òîáòî,
lim

x→a−
h(x) = g(a).

ßêùî ∆x > 0, òî
f(a + ∆x)− f(a)

∆x
=

g(a + ∆x)− g(a)

∆x
;

ïðè ∆x < 0

f(a + ∆x)− f(a)

∆x
=

h(a + ∆x)− h(a)

∆x
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi f(x) â òî÷öi a íåîáõiäíî
òà äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ðiâíîñòi

g(a) = h(a) é g′+(a) = h′−(a),

îñêiëüêè
f ′+(a) = lim

∆x→0+

g(a + ∆x)− g(a)

∆x
i

f ′−(a) = lim
∆x→0−

h(a + ∆x)− h(a)

∆x
. ¥
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3.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. Êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié øèðøèé çà êëàñ äèôåðåíöiéîâíèõ
ôóíêöié.

2. Ïîõiäíà íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ â ñâîþ ÷åðãó ¹ ôóíêöiÿ íåïåðåðâ-
íà.

3. ßêùî ñêií÷åííà ïîõiäíà äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ f(x) iñíó¹ â
äåÿêîìó ïðîìiæêó, òî â êîæíié òî÷öi öüîãî ïðîìiæêó ôóíêöiÿ
f ′(x) àáî íåïåðåðâíà, àáî ìà¹ ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó.

3.9. Çíàéòè ïðàâó òà ëiâó ïîõiäíi çàäàíî¨ ôóíêöi¨:
à) y = x2 − 7|x|+ 6; á) y = | ln |x||, x 6= 0;

â) y =

{
x + 1, x ≤ 2;

−2x + 1, x > 2;
ã) y = cos π

x .

3.10. ×è áóäå äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöiÿ f(x) â òî÷öi x0?

à) f(x) = 3
√

x− 1, x0 = 1; á) f(x) =

{
x + 2, x < −2;

(x + 2)2, x ≥ −2;

x0 = −2;

â) y = e
1

x+3 , x0 = −3; ã) y = arctg 1
x , x0 = 2/π.

3.11. Äîñëiäèòè íà äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöiþ:
à) f(x) = x|x|;
á) f(x) = e|x|;

â) f(x) =

{
x sin 1

x + x2 cos 1
x , x 6= 0;

0, x = 0;

ã) f(x) =

{
x arccos 1

x , x 6= 0;

π, x = 0;
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ä) f(x) =

{
1, x ∈ Q;

0, x ∈ I;
å) y = tg x

x2−3x (x 6= 0).

3.12. Ïîáóäóâàòè íå òàêó, ÿê ó ïðèêëàäi 3.7 íåïåðåðâíó ôóíêöiþ,
ÿêà íå ìà¹ ïîõiäíî¨ â òî÷êàõ x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.

3.13. ∗ Ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ, ÿêà äèôåðåíöiéîâíà â òî÷êàõ x1 = 1,

x2 = 2, x3 = 3, àëå ðîçðèâíà â óñiõ iíøèõ òî÷êàõ.



ÇÀÍßÒÒß 4

Çàñòîñóâàííÿ ïîõiäíî¨

4.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè êðèâî¨, íà-
çèâà¹òüñÿ ñi÷íîþ.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Ïðÿìà M0T, ÿêà ¹ ãðàíè÷íèì ïîëîæåííÿì ñi÷íî¨
M0M, êîëè òî÷êà M âçäîâæ êðèâî¨ AB íàáëèæà¹òüñÿ äî òî÷êè
M0, íàçèâà¹òüñÿ äîòè÷íîþ äî êðèâî¨ AB â òî÷öi M0.

Íåõàé êðèâà AB çàäàíà çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ y = f (x) ,

x ∈ (a; b), äå f (x) � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó (a; b).

Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ M0T â òî÷öi M0 (x0, y0) äî êðèâî¨ AB ìà¹
âèä:

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0)

Îçíà÷åííÿ 4.3. Ïðÿìà, ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äîòè÷íié äî êðèâî¨
y = f (x)â òî÷öi (x0, f (x0)) , íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëëþ äî öi¹¨ êðèâî¨
â òî÷öi (x0, f (x0)) . Ðiâíÿííÿ íîðìàëi:

y − f (x0) = − 1

f ′ (x0)
(x− x0) .

41
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4.2 Çàñòîñóâàííÿ ïîõiäíî¨ äî çàäà÷ ãåîìåòði¨

4.1. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî çàäàíî¨ êðèâî¨
y = x4 + 3x2 − 16 â òî÷êàõ ¨¨ ïåðåòèíó ç ïàðàáîëîþ y = 3x2.

¤ Âiäøóêà¹ìî òî÷êè ïåðåòèíó çàäàíèõ êðèâèõ
{

y = x4 + 3x2 − 16

y = 3x2
⇒

{
x1 = −2; y1 = 12;

x2 = 2; y2 = 12.

Çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ y′ = 4x3+6x â òî÷êàõ x1 òà x2 : y′(−2) = −44,

y′(2) = 44. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ äîòè÷íèõ ìàþòü âèãëÿä:

y − 12 = −44(x + 2) àáî y + 44x + 76 = 0;

y − 12 = 44(x− 2) àáî y − 44x + 76 = 0.

Âiäïîâiäíî, øóêàíi ðiâíÿííÿ íîðìàëåé:

y − 12 = 1
44(x + 2) àáî y − 1

44x− 12 1
22 = 0;

y − 12 = −1
44 (x− 2) àáî y + 1

44x− 12 1
22 = 0.

¥

4.2. Ó ÿêié òî÷öi äîòè÷íà äî ïàðàáîëè y = −x2 + 2x− 3 íàõèëåíà
äî âiñi àáñöèñ ïiä êóòîì 0◦, 45◦?

¤ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x1 i x2 òî÷êè, â ÿêèõ äîòè÷íà äî ïàðàáîëè
íàõèëåíà äî âiñi àáñöèñ ïiä êóòîì 0◦ i 45◦. Âiäïîâiäíî äî ãåîìåò-
ðè÷íîãî çìiñòó ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi, y′(x0) = tg α, äå α i ¹
êóò ìiæ äîòè÷íîþ äî êðèâî¨ â òî÷öi x0 òà äîäàòíiì íàïðÿìîì âiñi
àáñöèñ.

Ïîõiäíà çàäàíî¨ êðèâî¨

y′ = −2x + 2 = 2(1− x).

Â ñèëó óìîâè, y′(x1) = tg 0◦ àáî 2(1−x1) = tg 0◦, çâiäêè x1 = 1.

Àíàëîãi÷íî 2(1− x2) = tg 45◦, òîìó x2 = 1
2 . ¥

4.3. Íà êðèâié y = x3 − 3x + 5 çíàéòè òî÷êè, ó ÿêèõ äîòè÷íà:
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à) ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¨ y = −x;

á) ïàðàëåëüíà ïðÿìié y = 1
2x + 99.

¤ Çðîçóìiëî, ùî y′ = 3x2 − 3.

à) Íåõàé êîîðäèíàòè øóêàíî¨ òî÷êè (x0, y0). Òîäi êóòîâèé êîåôi-
öi¹íò k äîòè÷íî¨ ìà¹ âèãëÿä k = y′(x0) = 3x2

0−3. Îñêiëüêè äîòè÷íà
çà óìîâîþ ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¨ y = −x, òî ¨õ êóòîâi êîåôi-
öi¹íòè k òà k1 = −1 (äå k1 � êóòîâèé êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ y = −x )
ïîâ'ÿçàíi âiäîìèì ñïiââiäíîøåííÿì: k · k1 = −1, îòæå, ïðèõîäèìî
äî ðiâíÿííÿ

(3x2
0 − 3)(−1) = −1 ⇒ x0 = ± 2√

3
.

Òàêèì ÷èíîì, ìè çíàéøëè äâi òî÷êè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âó çàäà÷i. Öi òî÷êè ìàþòü òàêi êîîðäèíàòè:

(
2√
3
; 8√

27
− 6√

3
+ 5

)
,(

−2√
3
; −8√

27
+ 6√

3
+ 5

)
.

á) Îñêiëüêè äîòè÷íà çà óìîâîþ ïîâèííà áóòè ïàðàëåëüíà äî ïðÿ-
ìî¨ y = 1

2x+99, òî ¨õ êóòîâi êîåôiöi¹íòè ñïiâïàäàþòü, à îòæå ìà¹ìî
ðiâíÿííÿ

3x2
0 − 3 =

1

2
⇒ x0 = ±

√
7

6
.

Òîìó øóêàíi òî÷êè ìàþòü òàêi êîîðäèíàòè:
(√

7
6 ;

7
6

√
7
6 − 3

√
7
6 + 5

)

i
(
−

√
7
6 ;−7

6

√
7
6 + 3

√
7
6 + 5

)
. ¥

4.4. Çíàéòè êóò, ïiä ÿêèì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi y = sin x òà
y = cos x, x ∈ [0, π].

¤ Êóòîì φ ìiæ äâîìà êðèâèìè â òî÷öi ¨õ ïåðåòèíó íàçèâà¹òüñÿ
êóò ìiæ äîòè÷íèìè äî êðèâèõ, ïðîâåäåíèõ ó öié òî÷öi. Ç ãåîìåòðè÷-
íèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî øóêàíèé êóò φ ¹ ðiçíèöåþ êóòiâ β i
α ïiä ÿêèìè íàõèëåíi çãàäàíi äîòè÷íi äî âiñi àáñöèñ (äèâ. ðèñ. 4.1).
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Ðèñ. 4.1: êóò ìiæ äâîìà êðèâèìè

Òàêèì ÷èíîì,

tg φ = tg(β − α) =
tg β − tg α

tg β tg α + 1
=

k2 − k1

k1k2 + 1
,

äå k1 = tg α, k2 = tg β.

Çíàéäåìî êîîðäèíàòè òî÷êè ïåðåòèíó çàäàíèõ êðèâèõ íà ïðîìiæ-
êó [0, π] : {

y = sin x

y = cos x
⇒ sin x− cos x = 0 ⇒

⇒ sin x− sin
(π

2
− x

)
= 0 ⇒ 2 sin

(
x− π

4

)
cos

π

4
= 0 ⇒

⇒ 2 sin
(
x− π

4

)
= 0 ⇒ x =

π

4
.

Äàëi îá÷èñëèìî êóòîâi êîåôiöi¹íòè äîòè÷íèõ, ïðîâåäåíèõ äî êðè-
âèõ y = sin x òà y = cos x ó òî÷öi x = π

4 :

k1 = (sin x)′x=π
4

=

√
2

2
, k2 = (cos x)′x=π

4
= −

√
2

2
.
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Îòæå,

tg ϕ =
−√2

2 −
√

2
2

−2
4 + 1

= −2
√

2

i
ϕ = − arctg 2

√
2. ¥

4.3 Çàñòîñóâàííÿ ïîõiäíî¨ äî çàäà÷ ôiçèêè

4.5. Çíàéòè øâèäêiñòü òî÷êè íàïðèêiíöi 5 òà 10 ñåêóíä âiä ïî÷à-
òêó ðóõó, ÿêùî çàêîí ðóõó âèçíà÷åíî ðiâíÿííÿì S = t3− 9t2 + 24t

.
¤ Îñêiëüêè øâèäêiñòü v ìîæå áóòè çíàéäåíà çà ôîðìóëîþ

v = S ′t = (t3 − 9t2 + 24t)′t = 3t2 − 18t + 24,

òî v(5) = 3 · 52 − 18 · 5 + 24 = 9 ì/ñ, v(10) = 144 ì/ñ. ¥
4.6. Êîëåñî, ùî çóïèíÿ¹òüñÿ ãàëüìàìè, çà t ñåêóíä ïîâåðòà¹òüñÿ
íà êóò ϕ = 8t− 0,5t2. Çíàéòè êóòîâó øâèäêiñòü ó ìîìåíò ÷àñó
t òà â ìîìåíò ÷àñó t = 3 ñåêóíäè. Âèçíà÷èòè ìîìåíò ÷àñó, êîëè
îáåðòàííÿ êîëåñà ïðèïèíèòüñÿ.

¤ Çðîçóìiëî, ùî êóò ϕ ïîâîðîòó êîëåñà ¹ ôóíêöi¹þ âiä ÷àñó
t, òîáòî ϕ = ϕ(t). ßêùî çà ïðîìiæîê ÷àñó âiä ìîìåíòó ÷àñó t äî
ìîìåíòó t+∆t êîëåñî ïîâåðíóëîñÿ íà êóò ∆ϕ = ϕ(t+∆t)−ϕ(t), òî
âiäíîøåííÿ ïðèðîñòó êóòà ∆ϕ äî ïðèðîñòó ÷àñó ∆t ïðèðîäíüî íàç-
âàòè ñåðåäíüîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ îáåðòàííÿ êîëåñà çà ïðîìiæîê
÷àñó ∆t.

Ïîçíà÷èìî êóòîâó øâèäêiñòü ëiòåðîþ ω, òîäi ωñð = ∆ϕ
∆t . Êóòîâà

øâèäêiñòü ω ó ìîìåíò ÷àñó t âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ ñåðåäíüî¨
êóòîâî¨ øâèäêîñòi çà ïðîìiæîê ÷àñó âiä ìîìåíòó t äî ìîìåíòó t+∆t
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ïðè ∆t → 0, òîáòî ÿê ïîõiäíà êóòà ïîâîðîòó ϕ çà ÷àñîì t :

ω = lim
∆t→0

ωñð = lim
∆t→0

∆ϕ

∆t
= ϕ′t.

Òîìó
ω = (8t− 0,5t2)′t = 8− t ðàä/ñåê.

Ïðè t = 3 ñåê. îäåðæèìî ω(3) = (8− 3) = 5 ðàä/ñåê.
Îáåðòàííÿ çóïèíèòüñÿ â ìîìåíò, êîëè êóòîâà øâèäêiñòü áóäå äî-

ðiâíþâàòè íóëþ:

ω(t) = 0 ⇔ 8− t = 0 ⇔ t = 8,

òîáòî çà 8 ñåêóíä. ¥

Çàóâàæåííÿ 4.1. Íåõàé äîâiëüíà ôóíêöiÿ y = f(x), íåçâàæàþ÷è
íà ôiçè÷íèé ñåíñ çìiííèõ x òà y, îïèñó¹ ïðîöåñ çìiíè âåëè÷èíè
y â çàëåæíîñòi âiä çìiíè âåëè÷èíè x. Äëÿ çíàõîäæåííÿ çàêîíó
øâèäêîñòi çìiíè äåÿêî¨ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè y çà âiäîìèì çàêîíîì
çàëåæíîñòi f(x) òðåáà ïðîäèôåðåíöiþâàòè ôóíêöiþ y = f(x).

Ïðîiëþñòðó¹ìî âèùå ñêàçàíå íà ïðèêëàäi.
4.7. Çàëåæíiñòü ìiæ êiëüêiñòþ ðå÷îâèíè x, ùî îäåðæó¹òüñÿ ïiä
÷àñ äåÿêî¨ õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨ òà ÷àñîì ðåàêöi¨ t çàäàíî ðiâíÿííÿì
x = A(1 − e−kt), äå A i k � äåÿêi êîíñòàíòè. Âèçíà÷èòè øâèä-
êiñòü ïðîòiêàííÿ õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨.

¤ Ïîçíà÷èìî øóêàíó øâèäêiñòü ðåàêöi¨ ëiòåðîþ v. Òîäi

v = x′t = (A(1− e−kt))′t = Ake−kt. ¥

4.8. Äîâæèíà âåðòèêàëüíî ðîçòàøîâàíî¨ äðàáèíè ñêëàäà¹ 5 ìåò-
ðiâ. Íèæíié êiíåöü äðàáèíè ïî÷èíà¹ âiäñóâàòèñÿ âiä ñòiíè çi ñòà-
ëîþ øâèäêiñòþ 2 ì/ñåê. Ç ÿêîþ øâèäêiñòþ ïàäà¹ â ìîìåíò ÷àñó
t âåðõíié êiíåöü äðàáèíè?
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Ðèñ. 4.2: ñõåìà äî çàäà÷i 4.8

¤ Îñêiëüêè íèæíÿ ÷àñòèíà äðàáèíè ðóõà¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ 2
ì/ñåê, òî çà ÷àñ t âîíà ïåðåñóíåòüñÿ íà 2t ìåòðiâ. Çà òåîðåìîþ
Ïiôàãîðà (äèâ. ðèñ. 4.2) âåðõíÿ ÷àñòèíà äðàáèíè ïðè öüîìó áóäå
çíàõîäèòèñÿ íà âèñîòi h =

√
25− 4t2.

Òîìó âiäñòàíü S, ÿêó ïîäîëà¹ âåðõíÿ ÷àñòèíà äðàáèíè, äîðiâ-
íþ¹ 5 − h, òîáòî S = 5 − h = 5 − √25− 4t2. Âiäïîâiäíî, øóêàíà
øâèäêiñòü ïàäiííÿ âåðõíüî¨ ÷àñòèíè äðàáèíè

v = S ′t = (5−
√

25− 4t2)′t =
4t√

25− 4t2
. ¥

4.9. Òiëî ìàñîþ 10 êã ðóõà¹òüñÿ ïðÿìîëiíiéíî çà çàêîíîì S = 2t2+

+ 3t + 1. Çíàéòè êiíåòè÷íó åíåðãiþ òiëà ÷åðåç 10 ñåêóíä ïiñëÿ
ïî÷àòêó ðóõó.

¤ Çíàéäåìî øâèäêiñòü ðóõó òiëà: v = S ′t = 4t + 3, òîäi øâèä-
êiñòü òiëà íàïðèêiíöi 10 ñåêóíäè ðóõó äîðiâíþ¹ v(10) = 43 ì/ñåê à
êiíåòè÷íà åíåðãiÿ E = mv2

2 = 10·432

2 = 9245 Äæ. ¥
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4.4 Çàñòîñóâàííÿ ïîõiäíî¨ äî çàäà÷ àëãåáðè

4.10. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

lim
x→2

xx − 4x + 4

x− 2
= ln 16.

¤ Îñêiëüêè
xx − 4x + 4

x− 2
=

xx − 22

x− 2
− 4,

òî, çà îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨, ìà¹ìî

lim
x→2

xx − 4x + 4

x− 2
= lim

x→2

xx − 22

x− 2
− 4 = (xx)′x=2 − 4.

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (2.4) îñòàòî÷íî îäåðæèìî

(xx)′x=2 − 4 = (xx(ln x + 1))x=2 − 4 = 22(ln 2 + 1)− 4 = ln 16. ¥

4.11. Çíàéòè ôîðìóëè äëÿ íàñòóïíèõ ñóì:
à) 1 + 2x + 3x2 + . . . + nxn−1, |x| < 1.

¤ Çà ôîðìóëîþ ñóìè ñêií÷åíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ ìà¹ìî

1 + x + x2 + . . . + xn =
xn+1 − 1

x− 1
.

Äèôåðåíöiþþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îäåðæèìî

1 + 2x + 3x2 + . . . + nxn−1 =

=
(n + 1)xn(x− 1)− xn+1 + 1

(x− 1)2 =
nxn

x− 1
.

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

1 + 2x + 3x2 + . . . + nxn−1 =
nxn

x− 1
, |x| < 1. ¥ (4.1)

á) 12 + 22x + 32x2 + . . . + n2xn−1, |x| < 1.
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¤ Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ôîðìóëè (4.1) íà x òà ïðîäèôå-
ðåíöþ¹ìî îäåðæàíó ðiâíiñòü. Ó ðåçóëüòàòi äiñòàíåìî òàêó ôîðìóëó

12 + 22x + 32x2 + . . . + n2xn−1 =

=
n(n + 1)xn(x− 1)− nxn+1

(x− 1)2 =
nxn(nx− n− 1)

(x− 1)2 , |x| < 1. ¥

â) Sn(x) = sin x + sin 2x + . . . + sin nx, n ∈ N.

¤ Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè çàäàíî¨ ðiâíîñòi íà sin x
2 òà ñêî-

ðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ 2 sin α sin β = cos(α− β)− cos(α + β). Îäåð-
æèìî

Sn(x) sin
x

2
=

1

2

[(
cos

x

2
− cos

3x

2

)
+

(
cos

3x

2
− cos

5x

2

)
+

+

(
cos

5x

2
− cos

7x

2

)
+ . . . +

+

(
cos

2n− 1

2
x− cos

2n + 1

2
x

)]
=

1

2

[
cos

x

2
− cos

2n + 1

2
x

]
.

Çâiäñè ïðèõîäèìî äî îñòàòî÷íî¨ ôîðìóëè

Sn(x) =
cos x

2 − cos 2n+1
2 x

2 sin x
2

, sin
x

2
6= 0. ¥

4.5 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. ßêùî ïîõiäíà ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 äîðiâíþ¹ íóëþ, òî äî-
òè÷íà äî ãðàôiêà ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 ïàðàëåëüíà äî âiñi
àáñöèñ.

2. ßêùî äîòè÷íà äî ãðàôiêà ôóíêöi¨ y = f(x) â òî÷öi x0 ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà äî âiñi Ox, òî f(x) íå äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi
x0.
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3. ßêùî f ′(x1) = g′(x2) (x1 6= x2), òî äîòè÷íi äî êðèâèõ y = f(x)

i y = g(x), ïðîâåäåíi â òî÷êàõ x1 i x2 âiäïîâiäíî, âçà¹ìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíi.

4.12. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî çàäàíî¨ êðèâî¨
y = x3 + 2x2 − 1 â òî÷öi ¨¨ ïåðåòèíó ç ïàðàáîëîþ y = 2x2.

4.13. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
A(2;−1) i äîòèêà¹òüñÿ äî ïàðàáîëè y = x2 − 4.

4.14. ∗ Çíàéòè òî÷êè, â ÿêèõ äîòè÷íi äî êðèâèõ f(x) = x3− x− 1

i ϕ(x) = 3x2 − 4x + 1 ïàðàëåëüíi.
4.15. ßêèé êóò óòâîðþ¹ â òî÷öi x = 2 çàäàíà êðèâà ç âiññþ àáñ-
öèñ? Îðäèíàò?

à) y = ex; á) y = ln x.

4.16. Äîâåñòè, ùî ãiïåðáîëè xy = 6 é x2−y2 = 12 ïåðåòèíàþòüñÿ
ïiä ïðÿìèì êóòîì.
4.17. Ïiä ÿêèì êóòîì ñèíóñî¨äà ïåðåòèíà¹ ïðÿìó y = 1

2?

4.18. Ó ÿêié òî÷öi äîòè÷íà äî êðèâî¨ y = ln x ïàðàëåëüíà ïðÿìié
y = x− 1? Ïåðïåíäèêóëÿðíà öié æå ïðÿìié?
4.19. Òiëî ìàñîþ 6 ã ðóõà¹òüñÿ ïðÿìîëiíiéíî, çà çàêîíîì

S = −1 + ln(t + 1) + (t + 1)3

(âiäñòàíü S âèðàæåíà ó ñàíòèìåòðàõ, ÷àñ t � ó ñåêóíäàõ). Îá-
÷èñëèòè êiíåòè÷íó åíåðãiþ ÷åðåç 1 ñåêóíäó òà ÷åðåç 1 õâèëèíó
ïiñëÿ ïî÷àòêó ðóõó.
4.20. ßêó ìàñó ïîâèííî ìàòè òiëî, ùî ðóõà¹òüñÿ ïðÿìîëiíiéíî çà
çàêîíîì S = et+1 + t2 äëÿ òîãî, ùîá ÷åðåç 10 ñåêóíä âiä ïî÷àòêó
ðóõó âîíî ìàëî êiíåòè÷íó åíåðãiþ 100 Äæ?
4.21. ∗ Äîâåñòè, ùî äëÿ òiëà, ÿêå ðóõà¹òüñÿ çà çàêîíîì S = aet +

+ be−t, a > 0, b > 0 ïðèñêîðåííÿ ÷èñåëüíî äîðiâíþ¹ ïðîéäåíîìó
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øëÿõó.
4.22. ∗ Ïëiò ïiäòÿãóþòü äî áåðåãà çà äîïîìîãîþ êàíàòà, ÿêèé íà-
ìîòóþòü íà âîðîòîê çi øâèäêiñòþ 3 ì/õâ. Çíàéòè øâèäêiñòü
ðóõó ïëîòó â òîé ÷àñ, êîëè éîãî âiäñòàíü âiä áåðåãà áóäå äîðiâíþ-
âàòè 25 ì, ÿêùî âîðîòîê ðîçòàøîâàíî íà áåðåçi âèùå ðiâíÿ âîäè
íà 4 ì.
4.23. f(x) = 3x5− 15x3 +5x− 7. Ó ÿêié òî÷öi x øâèäêiñòü çìiíè
ôóíêöi¨ íàéìåíøà?
4.24. Çíàéòè ôîðìóëè äëÿ íàñòóïíèõ ñóì (ñêîðèñòàéòåñÿ ðåçóëü-
òàòîì ïðèêëàäà 4.11. â)):

à) cos x + 2 cos 2x + . . . + n cos nx;

á) sin x + 22 sin 2x + . . . + n2 sin nx;

â) 1
2 + cos x + cos 2x + . . . + cos nx;

ã) sin x + 2 sin 2x + . . . + n sin nx.
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Äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨

5.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Îçíà÷åííÿ 5.1. Ôóíêöiÿ f(x), âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè
x0, íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi x0, ÿêùî ïðèðiñò öi¹¨
ôóíêöi¨ â òî÷öi x0 ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

∆f (x0) = A (x0) ∆x + α (x0; ∆x) ∆x, (5.1)

äå
lim

∆x→x0

α(x0; ∆x) = 0,

à ÷èñëî A = A (x0) íå çàëåæèòü âiä ∆x.

Òåîðåìà 5.1. Îçíà÷åííÿ 2.1 òà 5.1 åêâiâàëåíòíi.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Ãîëîâíà ÷àñòèíà ïðèðîñòó ôóíêöi¨ f (x) â òî÷öi
x (òîáòî, ïåðøèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (5.1)), ëiíiéíà
âiäíîñíî ∆x, íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëîì ôóíêöi¨ f (x) â òî÷öi x

i ïîçíà÷à¹òüñÿ df (x) . Òàêèì ÷èíîì,

df (x) = f ′ (x) ∆x. (5.2)

52
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Îçíà÷åííÿ 5.3. Äèôåðåíöiàëîì íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ x íàçèâàþòü
ïðèðiñò öi¹¨ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ i ïîçíà÷àþòü dx. Òàêèì ÷èíîì,
dx = ∆x.

Âiäïîâiäíî, ôîðìóëó (5.2) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

df (x) = f ′ (x) dx.

Çâiäñè
f ′ (x) =

df (x)

dx
,

òîáòî, ïîõiäíà ôóíêöi¨ â òî÷öi x äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ äèôåðåíöi-
àëà öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x äî äèôåðåíöiàëó àðãóìåíòà.

Îçíà÷åííÿ 5.4. Îïåðàöiþ çíàõîäæåííÿ äèôåðåíöiàëà ôóíêöi¨,
òàê ñàìî ÿê i îïåðàöiÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨, íàçèâàþòü
äèôåðåíöiþâàííÿì öi¹¨ ôóíêöi¨.

Ïðè äîñèòü ìàëîìó ∆x ìà¹ ìiñöå íàáëèæåíà ðiâíiñòü

f (x0 + ∆x) ≈ f (x0) + f ′ (x0) ∆x. (5.3)

Ôîðìóëó (5.3) çàçâè÷àé çàñòîñîâóþòü äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëå-
ííÿ çíà÷åííÿ f (x0 + ∆x) çà óìîâè f ′ (x0) 6= 0. Çðîçóìiëî, ùî ôîð-
ìóëîþ (5.3) çðó÷íî êîðèñòóâàòèñü òîäi, êîëè âiäîìî çíà÷åííÿ f (x0)

i òðåáà çíàéòè çíà÷åííÿ f (x0 + ∆x) , äå ∆x ¹ äîñòàòíüî ìàëèì.
5.1. Äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = x3 − 2x + 1 çíàéòè ïðèðiñò òà äèôå-
ðåíöiàë ó òî÷öi x = 1. Ïîðiâíÿòè ¨õ, ÿêùî ∆x = 1, ∆x = 0,1,

∆x = 0,01.

¤ Çíàéäåìî ïðèðiñò ∆f(x) â òî÷öi x = 1 :

∆f(1) = f(1+∆x)−f(1) = (1+∆x)3−2(1+∆x)+1−(13−2·1+1) =

= ∆x + 3(∆x)2 + (∆x)3. (5.4)
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Ãîëîâíà ÷àñòèíà ïðèðîñòó ôóíêöi¨ f(x), ÿêà ¹ ëiíiéíîþ âiäíîñíî
∆x i ¹ øóêàíèì äèôåðåíöiàëîì çàäàíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x = 1 :

df(1) = 1 ·∆x. (5.5)

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëàìè (5.4) i (5.5) ñêëàäåìî òàáëèöþ:

∆x = 1 ∆x = 0,1 ∆x = 0,01

∆f(1) 5 0,131 0,010301
df(1) 1 0,1 0,01

. ¥

5.2. Çíàéòè äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ f(x) = x2 − 4x â òî÷öi x = 3,

êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì.
¤ Âiäøóêà¹ìî ïðèðiñò ôóíêöi¨ â òî÷öi x = 3 :

∆f(3) = f(3 + ∆x)− f(3) = (3 + ∆x)2 − 4(3 + ∆x)− (32 − 4 · 3) =

= 2∆x + (∆x)2.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, äèôåðåíöiàëîì ôóíêöi¨ â çàäàíié òî÷öi áóäå
ãîëîâíà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, ëiíiéíà âiäíîñíî ïðèðîñòó àðãó-
ìåíòó, à ñàìå 2∆x, òîáòî, df(3) = 2∆x = 2dx. ¥
5.3. Âiäîìî, ùî ïðèðiñò àðãóìåíòó ∆x â òî÷öi x0 äåÿêî¨ ôóí-
êöi¨ f(x) äîðiâíþ¹ 0,4, à äèôåðåíöiàë öi¹¨ æ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ 0,8.

×îìó äîðiâíþ¹ ïîõiäíà ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0?

¤ Îñêiëüêè df(x0) = f ′(x0)dx i dx = ∆x = 0,4, òî

0,8 = f ′(x0) · 0,4 ⇒ f ′(x0) = 2. ¥

5.4. Çíàéòè äèôåðåíöiàë çàäàíî¨ ôóíêöi¨:
à) y = x

√
x2 − 1 + ln(x +

√
x2 − 1).
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¤ Áåçïîñåðåäíüî âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè äèôåðåíöiþâàííÿ,
îäåðæèìî

dy = d(x
√

x2 − 1 + ln(x +
√

x2 − 1)) =

= d(x) ·
√

x2 − 1 + x · d(
√

x2 − 1) + d(ln(x +
√

x2 − 1)) =

=
√

x2 − 1 · dx + x · d(x2 − 1)

2
√

x2 − 1
+

1

x +
√

x2 − 1
d(x +

√
x2 − 1) =

=
√

x2 − 1 · dx +
x2dx√
x2 − 1

+
1

x +
√

x2 − 1

(
dx +

xdx√
x2 − 1

)
. ¥

á) y = arcctg x
ln x .

¤ Öåé ïðèêëàä ðîçâ'ÿæåìî iíøèì ìåòîäîì.
Îñêiëüêè dy = y′dx, òî ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîõiäíó çàäàíî¨ ôóíê-

öi¨:
y′ =

−1

1 + ( x
ln x)2 ·

1 · ln x− x · 1
x

(ln x)2 =
1− ln x

ln2 x + x2
.

Âiäïîâiäíî,
dy = y′dx =

1− ln x

ln2 x + x2
dx. ¥

5.5. Îá÷èñëèòè íàáëèæåíî:
à) 3

√
8,02.

¤ ×èñëî 8,02 ïðåäñòàâèìî ÿê ñóìó 8 + 0,02 i ïîêëàäåìî x0 = 8,

∆x = 0,02. Â ÿêîñòi x0 ìè âçÿëè ÷èñëî, íàéáiëüø áëèçüêå äî 8,02,

àëå ùîá áóâ âiäîìèé 3
√

x0, ïðè öüîìó ∆x ìà¹ áóòè äîñòàòíüî ìàëèì.
Òîáòî, íàïðèêëàä, íå ìîæíà ïîêëàñòè x0 = 1, ∆x = 7,02.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ y = 3
√

x. �¨ ïîõiäíà â òî÷öi x = 8

y′(8) =

(
1

3
3
√

x2

)

x=8
=

1

12
.

Çà ôîðìóëîþ (5.3) (ôîðìóëîþ ìàëèõ ïðèðîñòiâ)

3
√

8 + 0,02 ≈ 3
√

8 +
1

12
· 0,02 = 3,001(6). ¥
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á) sin 29◦.

¤ Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = sin x,

(sin x)′x=30◦ = cos 30◦ =

√
3

2
.

Òîìó

sin 29◦ = sin(30◦ − 1◦) ≈ sin 30◦ +

√
3

2
·
(
− π

180

)
=

=
1

2
− π

√
3

2 · 180
≈ 0,484885. ¥

5.6. Äîâåñòè íàáëèæåííó ôîðìóëó

n
√

an + x ≈ a + x
nan−1

¤ Âiäçíà÷èìî, ùî

n
√

an + x = a n

√
1 +

x

an
.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(t) = n
√

t i îá÷èñëèìî ¨¨ ïîõiäíó â òî÷öi
t = 1 : f ′t(1) = 1

n . Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (5.3), îäåðæèìî

n
√

1 + ∆x ≈ 1 +
∆x

n
.

Ïîêëàäåìî ∆x = x
an , òîäi

n

√
1 +

x

an
≈ 1 +

x

nan
⇒ a n

√
1 +

x

an
≈ a +

x

nan−1 ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ¥

Çàóâàæåííÿ 5.1. ßêùî a (a 6= 0 ) � öå òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè,
ÿêà âèìiðþ¹òüñÿ, à x � íàáëèæåíå çíà÷åííÿ öi¹¨ æ âåëè÷èíè,
òî âåëè÷èíà ∆a = |x − a| íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ, à
δa = |∆a|

|a| � âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ âåëè÷èíè, ÿêà âèìiðþ¹òüñÿ.
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5.7. Ç ÿêîþ âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ íåîáõiäíî âèìiðþâàòè ðàäióñ R

êóëi äëÿ òîãî, ùîá ¨¨ îá'¹ì ìîæíà áóëî á âèçíà÷èòè ç òî÷íiñòþ
äî îäíîãî âiäñîòêà?

¤ Îá'¹ì êóëi V = 4
3πR3. Íåõàé ∆R � àáñîëþòíà ïîõèáêà âèìi-

ðþâàííÿ ðàäióñà êóëi. Òîäi

∆V =
4

3
π((R + ∆R)3 −R3) =

4

3
π(3R2∆R + 3R∆R2 + ∆R3);

àëå çà óìîâîþ |∆V
V | ≤ 0,01, òîìó ìà¹ìî íåðiâíiñòü
∣∣∣∣ 3

∆R

R
+ 3

∆R2

R2 +
∆R3

R3

∣∣∣∣ ≤ 0,01.

Ïîçíà÷èìî âiäíîñíó ïîõèáêó âèìiðþâàííÿ ðàäióñà êóëi |∆R
R | ÷å-

ðåç δR, òîäi
∣∣∣∣ 3

∆R

R
+ 3

∆R2

R2 +
∆R3

R3

∣∣∣∣ ≤ 3

∣∣∣∣
∆R

R

∣∣∣∣ + 3

∣∣∣∣
∆R2

R2

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∆R3

R3

∣∣∣∣ ≤

≤ 3δR + 3δ2
R + δ3

R ≤ 0,01.

Âiäçíà÷èìî, ùî 0 ≤ δR < 1 i òîìó âåëè÷èíè δ2
R é δ3

R íà-
áàãàòî ìåíøi íiæ δR. Âiäêèäàþ÷è äîäàíêè δ2

R òà δ3
R, îòðèìà¹ìî

δR ≤ 0,0033, òîáòî, δR íå ïåðåâèùó¹ 0,33 âiäñîòêà. ¥

5.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. Äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ çàâæäè ìà¹ äèôåðåíöiàë.

2. Äëÿ äîñèòü ìàëèõ ïðèðîñòiâ àðãóìåíòà dy = ∆y.

3. Ó ðiâíîñòi dy = y′x∆x âåëè÷èíà ∆x íå îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííà
áóòè íåñêií÷åííî ìàëîþ.
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4. ßêùî ∆f(x0) = 0, òî ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ äèôåðåíöiàë ó òî÷öi
x0.

5. Çà óìîâè, ùî x � íåçàëåæíà çìiííà, dx = ∆x.

6. Íåõàé x = x(t), òîäi dx 6= ∆x.

5.8. Çíàéòè ïðèðiñò òà äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ y = 3x3 +x−1 â òî-
÷öi x = 1 ïðè ∆x = 0,1. Çíàéòè àáñîëþòíó òà âiäíîñíó ïîõèáêè,
ÿêi âèíèêàþòü ïðè çàìiíi ïðèðîñòó ôóíêöi¨ ¨¨ äèôåðåíöiàëîì.
5.9. Çíàéòè íàáëèæåíî ïðèðiñò ôóíêöi¨ y = x3−7x2+8 ïðè çìiíi
çíà÷åííÿ x âiä 5 äî 5,01.

5.10. Ó ÿêié òî÷öi äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ y = x2 +4 äîðiâíþ¹ −0,12,

ÿêùî ∆x = 0,03?

5.11. Çíàéòè çà îçíà÷åííÿì äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ y â òî÷öi x0 :
à) y =

√
x3 − 2x, x0 = 1; á) y = cos(2x + 1), x0 = α.

5.12. Äâîìà ìåòîäàìè çíàéòè äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨:
à) y = sinx+cos x

sinx−cos x ; á) y =
√

arccos 4x + a−x2

ln(x2 + 4);

â) y = 5arctg x2 · cos
√

x3

2x3+π2 .
5.13. Îá÷èñëèòè íàáëèæåíî:

à) tg 46◦; á) lg 10,21;

â) 5

√
2−0,02
2+0,02 ; ã) arctg

√
2.

5.14. Ìiäíèé êóá, ðåáðî ÿêîãî äîðiâíþ¹ 5 ñì, áóëî âiäøëiôîâàíî ç
óñiõ ñòîðií. Ïðè öüîìó éîãî âàãà çìåíøèëàñÿ íà 0,96 ã. Âèçíà÷è-
òè, íà ñêiëüêè ñêîðîòèëîñÿ ðåáðî êóáà. Ïèòîìà âàãà ìiäi äîðiâíþ¹
8.
5.15. ∗ Çíàéòè ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ àáñîëþòíî¨ ïîõèá-
êè ôóíêöié ÷åðåç ïîõèáêè ¨õ àðãóìåíòiâ:

à) y = ln x; á) y = sin x (0 < x < π/2).
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Ïîõiäíà òà äèôåðåíöiàë âèùèõ
ïîðÿäêiâ

6.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Îçíà÷åííÿ 6.1. Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi
(a; b) . Òîäi íà öüîìó iíòåðâàëi áóäå âèçíà÷åíîþ é ôóíêöiÿ f ′ (x) .

ßêùî f ′ (x) , ÿê ôóíêöiÿ âiä x, ó äåÿêié òî÷öi x0 ∈ (a; b) (à ìîæå
íàâiòü i â óñiõ òî÷êàõ öüîãî iíòåðâàëó) ìà¹ ïîõiäíó, òî ¨¨ íàçèâà-
þòü ïîõiäíîþ äðóãîãî ïîðÿäêó àáî äðóãîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f (x) ó
òî÷öi x0 i ïîçíà÷àþòü f ′′ (x0) àáî f (2) (x0) .

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì f ′′ (x) = [f ′ (x)]′ .

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ïîõiäíi òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî òà âèùèõ
ïîðÿäêiâ:

f (n) (x) =
[
f (n−1) (x)

]′
, n ∈ N, n ≥ 2.

Ôîðìóëà Ëåéáíiöÿ. ßêùî U òà V n -ðàç äèôåðåíöiéîâíi
ôóíêöi¨, òî

(UV )(n) = U (n)V + nU (n−1)V ′ +
n(n− 1)

1 · 2 U (n−2)V ′′ + . . . + UV (n) =

59
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=
n∑

k=0

Ck
nU (n−k)V (k),

äå U (0) = U, V (0) = V, Ck
n = n!

k!(n−k)! .

Îçíà÷åííÿ 6.2. Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi
(a; b) . Òîäi iñíó¹ äèôåðåíöiàë öi¹¨ ôóíêöi¨, ïðè÷îìó

dy = df (x) = f ′ (x) dx, ∀x ∈ (a; b) .

Äàëi áóäåìî íàçèâàòè dy äèôåðåíöiàëîì ïåðøîãî ïîðÿäêó àáî ïåð-
øèì äèôåðåíöiàëîì ôóíêöi¨ f (x) . ßêùî ïðè ôiêñîâàíîìó ∆x äè-
ôåðåíöiàë df (x) , ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ôóíêöiÿ âiä x, ¹ ôóíêöi¹þ,
äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi x0 ∈ (a; b) , òî ìîæíà ãîâîðèòè ïðî äè-
ôåðåíöiàë öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x0.

Äèôåðåíöiàëîì äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f (x) àáî äðóãèì äèôå-
ðåíöiàëîì öi¹¨ ôóíêöi¨, íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàë âiä äèôåðåíöiàëà
ôóíêöi¨ f (x) .

Òàêèì ÷èíîì,

d2f (x) = d (df (x)) , x ∈ (a; b) .

Àáî
d2f (x) = f ′′ (x) dx2

(
dx2 df

= dx · dx

)
.

Àíàëîãi÷íî îçíà÷àþòüñÿ äèôåðåíöiàëè òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî i ií.
ïîðÿäêiâ. Çîêðåìà,

dn (f (x)) = d
(
dn−1f (x)

)
.

Çâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëà n -ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f (x) ç ïîõiäíîþ òî-
ãî æ ïîðÿäêó âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

dn (f (x)) = f (n) (x) (dx)n df
= f (n) (x) dxn.
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Çâiäñè,
f (n) (x) =

dnf (x)

dxn
,

òîáòî, ïîõiäíó n -ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f (x) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
÷àñòêó, çíàéäåíó âiä äiëåííÿ äèôåðåíöiàëà n -ãî ïîðÿäêó öi¹¨ ôóíê-
öi¨ íà n -òó ñòåïiíü äèôåðåíöiàëà íåçàëåæíî¨ çìiííî¨.

ßêùî y = f (x) ìà¹ äèôåðåíöiàë äðóãîãî ïîðÿäêó íà iíòåðâàëi
(a; b) i x � íåçàëåæíà çìiííà, òî

d2y = f ′′ (x) dx2. (6.1)

Íåõàé ôóíêöiÿ y = f (x) ìà¹ äèôåðåíöiàë äðóãîãî ïîðÿäêó íà ií-
òåðâàëi (a; b) , à ôóíêöiÿ x = ϕ (t) ìà¹ äèôåðåíöiàë äðóãîãî ïîðÿä-
êó íà iíòåðâàëi (α; β) , ïðè÷îìó, ∀t ∈ (α; β) òî÷êà x = ϕ (t) ∈ (a; b) .

Òîäi ñêëàäåíà ôóíêöiÿ y = f (ϕ (t)) áóäå ìàòè äèôåðåíöiàë äðóãîãî
ïîðÿäêó íà iíòåðâàëi (α; β) .

d2y = f ′′ (x) dx2 + f ′ (x) d2 (x) . (6.2)

Ñïiâñòàâëÿþ÷è ôîðìóëè (6.1) i (6.2), áà÷èìî, ùî ôîðìè äèôåðåí-
öiàëà äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f (x) ó âèïàäêàõ, êîëè x � íåçàëåæ-
íà çìiííà i ÿêùî x ¹ ôóíêöi¹þ âiä t, âiäðiçíÿþòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì
ôîðìà äèôåðåíöiàëà äðóãîãî ïîðÿäêó (à òèì áiëüøå ïîðÿäêó âèùî-
ãî äâîõ) íå ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî íåëiíiéíî¨ çàìiíè êîîðäèíàò.
6.1. Çíàéòè ïîõiäíi âêàçàíîãî ïîðÿäêó:

à) y = x4 + 2x3 − x2 + 4, y′′′ � ?
¤ Ïîñëiäîâíî äèôåðåíöiþþ÷è, çíàõîäèìî

y′ = 4x3 + 6x2 − 2x, y′′ = 12x2 + 12x− 2, y′′′ = 24x + 12 ¥.

á) y = x2 ln x, yIV � ?
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¤ Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó äâîõ
ôóíêöié, ìà¹ìî

y′ = 2x ln x + x, y′′ = 2 ln x + 3, y′′′ =
2

x
, yIV =

−2

x2 . ¥

â) y = f(ex), äå f � òðè÷i äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, y′′′ � ?
¤ Òðè÷i äèôåðåíöiþþ÷è çàäàíó ñêëàäåíó ôóíêöiþ, îäåðæèìî

y′ = exf ′, y′′ = f ′ex + e2xf ′′, y′′′ = (exf ′ + exf ′′ex)+

+(2e2xf ′′ + e2xf ′′′ex) = exf ′ + 3e2xf ′′ + e3xf ′′′. ¥

6.2. Çíàéòè ïîõiäíi ïîðÿäêó n äëÿ çàäàíèõ ôóíêöié:
à) y = akx.

¤ ßê i ðàíiøå, íåâàæêî çíàéòè íàñòóïíi ïîõiäíi:

y′ = k ln a · akx, y′′ = (k ln a)2akx, y′′′ = (k ln a)3akx, . . . .

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ n = s ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

y(s) = (k ln a)sakx. (6.3)

Äàëi, ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (6.3), îäåðæèìî

y(s+1) = (k ln a)(s+1)akx.

Çãiäíî ç ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ïðèõîäèìî äî øóêàíî¨
ôîðìóëè

(akx)(n) = (k ln a)nakx ∀n ∈ N. (6.4)

¥
á) y = sin x.

¤ Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë çâåäåííÿ ìà¹ìî

y′ = cos x = sin
(
x +

π

2

)
, y′′ = cos

(
x +

π

2

)
= sin

(
x + 2

π

2

)
, . . . .
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Ïðèïóñòèìî, ùî y(s) = sin(x + sπ
2 ). Áåçïîñåðåäíiì äèôåðåíöiþ-

âàííÿì ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi ðiâíîñòi

y(s+1) = (y(s))′ = cos
(
x + s

π

2

)
= sin

(
x + (s + 1)

π

2

)
.

Òîìó, çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨

(sin x)(n) = sin(x + nπ
2 ) ∀n ∈ N. (6.5)

¥

Çàóâàæåííÿ 6.1. Àíàëîãi÷íî ìîæíà âñòàíîâèòè íàñòóïíi êîðèñ-
íi ôîðìóëè:

(sin ax)(n) = an sin(ax + nπ
2 ) ∀n ∈ N. (6.6)

(cos ax)(n) = an cos(ax + nπ
2 ) ∀n ∈ N. (6.7)

6.3. Çíàéòè äèôåðåíöiàë âêàçàíîãî ïîðÿäêó, ÿêùî x íåçàëåæíèé
àðãóìåíò.

à) y = x5, d5y � ?
¤ Îñêiëüêè x � íåçàëåæíèé àðãóìåíò, òî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîð-

ìóëîþ dny = f (n)dxn :

y′ = 5x4, y′′ = 20x3, . . . , yV = 120.

Òîìó
d5y = 120dx5.

Öåé æå ïðèêëàä òàêîæ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè øëÿõîì áåçïîñåðåäíüî-
ãî âiäøóêàííÿ äèôåðåíöiàëó çàäàíî¨ ôóíêöi¨:

dy = d(x5) = 5x4dx,

d2y = d(5x4dx) = 5d(x4)dx = 20x3dx · dx = 20x3dx2,
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d3y = d(20x3dx2) = 60x2dx2 · dx = 60x2dx3, . . . , d5y = 120dx5. ¥

á) y =
√

1 + 2x2, d2y � ?
¤

dy = d(
√

1 + 2x2) =
2xdx√
1 + 2x2

,

Çà ïðàâèëîì çíàõîäæåííÿ äèôåðåíöiàëó ÷àñòêè òà äîáóòêó

d2y = d

(
2xdx√
1 + 2x2

)
= 2

d(xdx)
√

1 + 2x2 − xdx · d(
√

1 + 2x2)

1 + 2x2 =

= 2
dx2

√
1 + 2x2 − xdx 2xdx√

1+2x2

1 + 2x2 =
2dx2

√
(1 + 2x2)5

. ¥

6.4.Çíàéòè d2y äëÿ ôóíêöi¨ y = ex, ÿêùî x : 1) � íåçàëåæíèé
àðãóìåíò, 2) � äåÿêà ôóíêöiÿ âiä iíøîãî àðãóìåíòó.

¤ 1) dy = d(ex) = exdx, d2y = d(exdx) = exdx2.

2) dy = d(ex) = exdx,

d2y = d(exdx) = d(ex)dx + exd(dx) =

= exdx2 + exd2x. ¥

6.5. Çíàéòè äèôåðåíöiàë âêàçàíîãî ïîðÿäêó ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨:
y = ln u, u = u(x), d3y � ?

¤ Âèêîðèñòîâóþ÷è iíâàðiàíòíiñòü ôîðìè äèôåðåíöiàëà ïåðøîãî
ïîðÿäêó, íåâàæêî çíàéòè, ùî dy = du

u . Äàëi,

d2y = d

(
du

u

)
=

d(du)u− du · du

u2 =
ud2u− du2

u2 ;

d3y =
u2d(ud2u− du2)− 2udu(u2d2u− du2)

u4 =

=
1

u3

[
u(dud2u + ud3u− 2d2udu)− 2u2dud2u + 2du3

]
=
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=
1

u3

[
u2d3u− 2u2dud2u− udud2u + 2du3

]
. ¥

6.6. Çíàéòè ïîõiäíó ïîðÿäêó n çàäàíî¨ ôóíêöi¨ :
à) y = 2x+1

x2+x−2 .

¤ Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü çàïèøåìî çàäàíó
ôóíêöiþ ó òàêîìó âèãëÿäi

y =
2x + 1

x2 + x− 2
=

(x + 2) + (x− 1)

(x− 1)(x + 2)
=

1

x− 1
+

1

x + 2
.

Äàëi, çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äiéäåìî äî
ôîðìóë:

( 1
x−1

)′
= 1 · (x− 1)−1,

( 1
x+2

)′
= 1 · (x + 2)−1,( 1

x−1

)′′
= −1 · (x− 1)−2,

( 1
x+2

)′′
= −1 · (x + 2)−2,( 1

x−1

)′′′
= 1 · 2(x− 1)−3,

( 1
x+2

)′′′
= 1 · 2(x + 2)−3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,( 1
x−1

)(n)
= (−1)n−1(n−1)!

(x−1)n ;
( 1

x+2

)(n)
= (−1)n−1(n−1)!

(x+2)n .

Îñêiëüêè

(C1U + C2V )(n) = C1U
(n) + C2V

(n), (6.8)

äå C1, C2 � êîíñòàíòè, òî

y(n) = (−1)n−1(n− 1)!

(
1

(x− 1)n
+

1

(x + 2)n

)
. ¥

á) y = sin 5x cos 2x.

¤ Çðîçóìiëî, ùî

y =
1

2
(sin 7x + sin 3x).

Çàñòîñîâóþ÷è äî ïåðåòâîðåíî¨ ôóíêöi¨ y ñïiââiäíîøåííÿ (6.6) òà
(6.8), îäåðæèìî

y(n) =
1

2

(
7n sin

(
7x +

πn

2

)
+ 3n sin

(
3x +

πn

2

))
. ¥
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6.7. ∗
à) Çíàéòè ïîõiäíó y(30) ôóíêöi¨ y = x2e2x.

¤ Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öüîãî ïðèêëàäó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ
Ëåéáíiöÿ.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: U = x2, V = e2x. Òîäi

U ′ = 2x, U ′′ = 2, U ′′′ = . . . = U (30) = 0;

V ′ = 2e2x, V ′′ = 4e2x, . . . , V (30) = 230e2x.

Îñòàòî÷íî, çà ôîðìóëîþ Ëåéáíiöÿ,

(x2e2x)(30) = 0 · e2x + 30 · 0 · 2e2x +
30(30− 1)

1 · 2 · 0 · 4e2x + . . . +

+
30!

28!(30− 28)!
· 2 · 228e2x +

30!

29!(30− 29)!
· 2x · 229e2x+

+x2 · 230 · e2x = 229e2x(2x2 + 60x + 435). ¥

á) Çíàéòè ïîõiäíó y(25) ôóíêöi¨ y = x2 sin x.

¤ Çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Ëåéáíiöÿ, ìàþ÷è íà óâàçi, ùî

(x2)′′′ = (x2)(IV ) = . . . = (x2)(25) = 0.

Òîìó
y(25) = (sin x · x2)(25) = (sin x)(25)x2+

+25(sin x)(24)(x2)′ +
25 · 24

2
(sin x)(23)(x2)′′.

Çâiäñè, çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (6.5), îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî

y(25) = x2 sin
(
x + 25

π

2

)
+ 50x sin

(
x + 24

π

2

)
+

+600 sin
(
x + 23

π

2

)
= (x2 − 600) cos x + 50x sin x. ¥
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6.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. Êëàñ ôóíêöié, ÿêi ìàþòü ïîõiäíó ïåðøîãî ïîðÿäêó øèðøèé,
íiæ êëàñ n ðàç äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié.

2. dnx = dxn.

3. Áóäü-ÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ìà¹ äèôåðåíöiàë äðóãîãî ïîðÿä-
êó.

4. d(dx) = 0, ÿêùî x � íåçàëåæíèé àðãóìåíò

5. ßêùî f (n)(x) = 0, òî f (n−2) � ëiíiéíà ôóíêöiÿ.

6.8. Çíàéòè ïîõiäíi âêàçàíîãî ïîðÿäêó:
à) y = a0x

n + a1x
n−1 + . . . + an−1x + an, y(n)�?

á) y = x2

1−x , y′′ � ?
â) y = f(x2), y′′′ � ? ã) y = ln x, y(n) � ?
ä) y = xα, y(n) � ? å) y = x

x−1 , y(n) � ?
¹) y = ex(x3 − 2), y(10) � ? æ) y = e−2x sin x, y(6) � ?

6.9. Çíàéòè äèôåðåíöiàë âêàçàíîãî ïîðÿäêó, ÿêùî x

1) íåçàëåæíèé àðãóìåíò,
2) äåÿêà ôóíêöiÿ iíøîãî àðãóìåíòó.
à) y = x3−2x+1

x2 , d3y � ? á) y = tg2 x arctg x2, d3y � ?
â) y =

√
ln2 x− sin x

x , d2y � ? ã) y = ctg 1−x2

1+x2 , d2y � ?



ÇÀÍßÒÒß 7

Äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöié,
çàäàíèõ íåÿâíî i â ïàðàìåòðè÷íié
ôîðìi

7.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Îçíà÷åííÿ 7.1. Çàäàííÿ ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi ìiæ çìií-
íèìè x i y ó âèãëÿäi äâîõ ôóíêöié x = ϕ (t) , y = ψ (t) âiä îäíi¹¨
i òi¹¨ æ äîïîìiæíî¨ çìiííî¨ t ∈ [a; b] íàçèâàþòü ïàðàìåòðè÷íèì
çàäàííÿì ôóíêöi¨. Çìiííó t ïðè öüîìó íàçèâàþòü ïàðàìåòðîì.

Òåîðåìà 7.1. Íåõàé ôóíêöi¨ x = ϕ (t) i y = ψ (t) âèçíà÷åíi â
äåÿêîìó îêîëi òî÷êè t0, ïðè÷îìó ϕ′ (t0) 6= 0.

ßêùî ôóíêöiÿ x = ϕ (t) ñòðîãî ìîíîòîííà â öüîìó îêîëi òî÷-
êè t0, òî ïàðàìåòðè÷íî çàäàíà ôóíêöiÿ y = ψ

(
ϕ−1 (x)

)
â òî÷öi

x0 = ϕ (t0) ìà¹ ïîõiäíó, ïðè÷îìó

y′x (x0) =
ψ′t (t0)
ϕ′t (t0)

.

ßêùî, êðiì òîãî, ôóíêöi¨ ϕ (t) i ψ (t) â òî÷öi t0 ìàþòü ïîõiäíi
äðóãîãî ïîðÿäêó ϕ′′tt (t0) i ψ′′tt (t0) , òî ïàðàìåòðè÷íî çàäàíà ôóíêöiÿ

68
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y = ψ
(
ϕ−1 (x)

)
â òî÷öi x0 = ϕ (t0) ìà¹ ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó,

ïðè÷îìó
y′′tt (x0) =

ψ′′tt (t0) ϕ′t (t0)− ψ′t (t0) ϕ′′tt (t0)

(ϕ′ (t0))
3 . (7.1)

7.2 Ïîõiäíà ôóíêöi¨, ÿêà çàäàíà â ïàðàìåòðè÷íié
ôîðìi

7.1. Çíàéòè y′x, ÿêùî:
à) x = et sin t, y = et cos t.

¤ Îñêiëüêè

x′t = (et sin t)′t = et(sin t + cos t), y′t = (et cos t)′t = et(cos t− sin t),

òî
y′x =

y′t
x′t

=
cos t− sin t

cos t + sin t
. ¥

á) x = 2 ln(ctg t), y = tg t + ctg t

¤ Çðîçóìiëî, ùî

x′t =
2

ctg t
· −1

sin2 t
; y′t =

1

cos2 t
− 1

sin2 t
=

sin2 t− cos2 t

sin2 t cos2 t
.

Òîäi

y′x =
sin2 t−cos2 t
sin2 t cos2 t

−2
ctg t sin2 t

= ctg 2t. ¥

7.2. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨ ρ = a(1+cos ϕ), ÿêà çàäàíà â ïîëÿðíié
ñèñòåìi êîîðäèíàò, a > 0.

¤ Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë ïåðåõîäó âiä ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò äî
äåêàðòîâèõ

x = ρ cos ϕ, y = ρ sin ϕ
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ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÍIÉ ÔÎÐÌI
îäåðæó¹ìî

x = a(1 + cos ϕ) cos ϕ = a cos ϕ + a cos2 ϕ;

y = a(1 + cos ϕ) sin ϕ = a sin ϕ +
1

2
a sin 2ϕ.

Òîìó

x′ϕ = −a sin ϕ− 2a cos ϕ sin ϕ, y′ϕ = a cos ϕ + a cos 2ϕ.

À îòæå,

y′x =
a cos ϕ + a cos 2ϕ

−a sin ϕ− 2a cos ϕ sin ϕ
=

cos ϕ + cos 2ϕ

− sin ϕ− sin 2ϕ
. ¥

7.3. Çíàéòè y′′xx, ÿêùî:
à) x = a cos3 t, y = b sin3 t.

¤ Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî

x′t = −3a cos2 t sin t, y′t = 3b sin2 t cos t ⇒ y′x =
−b

a
tg t.

Çà îçíà÷åííÿì
y′′xx =

(y′x)
′
t

x′t
,

òîäi

y′′xx =

(−b
a tg t

)′
t

−3a cos2 t sin t
=

−b
a cos2 t

−3a cos2 t sin t
=

b

3a2 cos4 t sin t
.

Öåé ïðèêëàä ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè òðîõè iíàêøå, âèêîðèñòîâóþ÷è
ôîðìóëó (7.1). Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî

x′′tt = 3a cos t(2 sin2 t− cos2 t); y′′tt = 3b sin t(2 cos2 t− sin2 t).

Äàëi

y′′tt =
ψ′′ttϕ

′
t − ψ′tϕ

′′
tt

(ϕ′)3 =
(
3b sin t(2 cos2 t− sin2 t)(−3a cos2 t sin t)−



7.3. ÏÎÕIÄÍÀ ÍÅßÂÍÎ ÇÀÄÀÍÎ� ÔÓÍÊÖI� 71

−3b sin2 t cos t · 3a cos t(2 sin2 t− cos2 t)
)

: (−3a cos2 t sin t)3 =

=
b

3a2 cos4 t sin t
. ¥

á) x = et cos t, y = et sin t.

¤ Ìà¹ìî

x′t = et cos t− et sin t, y′t = et sin t + et cos t ⇒ y′x =
cos t + sin t

cos t− sin t
;

y′′xx =

(cos t+sin t
cos t−sin t

)′
t

et(cos t− sin t)
=

2

et(cos t− sin t)3 . ¥

7.4. Çíàéòè y′′′xxx, ÿêùî x = e−t, y = t3.

¤ Îñêiëüêè

x′t = −e−t, y′t = 3t2, y′x =
3t2

−e−t
= −3ett2,

òî
y′′xx =

(−3ett2)′t
−e−t

=
−(3ett2 + 6tet)

−e−t
= 3e2t(t2 + 2t)

i
y′′′xxx =

(3e2t(t2 + 2t))′t
−e−t

=
3e2t(2(t2 + 2t) + 2t + 2)

−e−t
=

= −6e3t(t2 + 3t + 1). ¥

7.3 Ïîõiäíà íåÿâíî çàäàíî¨ ôóíêöi¨

7.5. Çíàéòè ïîõiäíó y′x ôóíêöi¨, ùî çàäàíà íåÿâíî:
à) ln x + e

−y
x = π.

¤ Çíàéäåìî ïîõiäíó ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ÷àñòèí çàäàíî¨ ôóíêöi¨, ìà-
þ÷è íà óâàçi, ùî y � ôóíêöiÿ âiä àðãóìåíòó x. Äàëi îäåðæèìî
øóêàíó ïîõiäíó y′x ÿê íåâiäîìå ç ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ:

(ln x+e
−y
x )′x = (π)′x ⇒ (ln x)′x+(e

−y
x )′x = 0 ⇒ 1

x
+e

−y
x

(−y

x

)′

x

= 0 ⇒
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ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÍIÉ ÔÎÐÌI

⇒ 1

x
+ e

−y
x · −y′x · x + y

x2 = 0 ⇒

⇒ y′x ·
e
−y
x

x
=

e
−y
x · y
x2 +

1

x
⇒ y′x =

y + xe
y
x

x
. ¥

á) x +
√

xy + y = 2 ln
√

x2 + y2.

¤
(x +

√
xy + y)′x = (2 ln

√
x2 + y2)′x ⇒

⇒ 1 +
y + xy′x
2
√

xy
+ y′x =

2√
x2 + y2

2x + 2yy′x
2
√

x2 + y2

àáî
1 +

y

2
√

xy
+ y′x

(
x

2
√

xy
+ 1

)
=

2x + 2yy′x
x2 + y2 ⇒

⇒ y′x =

2x

x2 + y2 −
y

2
√

xy
− 1

x

2
√

xy
− 2y

x2 + y2 + 1
=

2
√

xy(2x− x2 + y2)− x2y − y3

2
√

xy(x2 + y2 − 2y) + x3 + xy2 .¥

7.6. Çíàéòè y′′xx, ÿêùî:
à) ex − ey = y − x.

¤ Çíàéäåìî ïîõiäíó ïåðøîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ y ùîäî àðãóìåíòó
x

ex − eyy′x = y′x − 1, (7.2)

y′x =
1 + ex

1 + ey
. (7.3)

Ïîäàëüøå ðîçâ'ÿçàííÿ ìîæíà çäiéñíþâàòè äâîìà øëÿõàìè.
Ïåðøèé âàðiàíò: îñêiëüêè y′x ¹ ÿâíî çàäàíîþ ôóíêöi¹þ âiä àðãó-

ìåíòó x, òî êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëîì äèôåðåíöiþâàííÿ ÷àñòêè äâîõ
ôóíêöié, çãiäíî çi ñïiââiäíîøåííÿì (7.3), ìà¹ìî

y′′xx =
(1 + ex)′(1 + ey)− (1 + ex)(1 + ey)′

(1 + ey)2 =
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=
ex(1 + ey)− (1 + ex)eyy′x

(1 + ey)2 =
ex(1 + ey)− ey(1 + ex)1+ex

1+ey

(1 + ey)2 =

=
ex(1 + ey)2 − ey(1 + ex)2

(1 + ey)3 .

Äðóãèé âàðiàíò: äèôåðåíöiþþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (7.2),
îäåðæèìî

ex − (ey(y′x)
2 + eyy′′xx) = y′′xx ⇒ y′′xx =

ex − ey(y′x)
2

1 + ey
.

Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (7.3) ïðèõîäèìî äî øóêàíî¨ ïîõiä-
íî¨

y′′xx =
ex(1 + ey)2 − ey(1 + ex)2

(1 + ey)3 . ¥

á) ∗ sin(xy) + cos(x + y) = y.

¤ Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îáèäâi ÷àñòèíè çàäàíî¨ íåÿâíî¨ ôóíêöi¨,
îäåðæèìî

cos(xy)(y + xy′)− sin(x + y)(1 + y′) = y′ ⇒ (7.4)

⇒ y′ =
sin(x + y)− y cos(xy)

x cos(xy)− sin(x + y)− 1
. (7.5)

Ó öüîìó âèïàäêó áiëüø äîöiëüíî ñêîðèñòàòèñÿ äðóãèì âàðiàíòîì
ïîäàëüøîãî ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíîâó ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ëiâó òà ïðàâó
÷àñòèíè ðiâíîñòi (7.4), îòðèìà¹ìî

y′ cos(xy) + y(− sin(xy))(y + xy′) + cos(xy)y′+

+x(− sin(xy))(y + xy′)y′ + x cos(xy)y′′ − cos(x + y)(1 + y′)−
− cos(x + y)(1 + y′)− sin(x + y)y′′ = y′′.

Çãðóïóâàâøè äîäàíêè, äiñòàíåìî

y′[cos(xy)− 2xy sin(xy) + cos(xy)− cos(x + y)]− x2 sin(xy)(y′)2−
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ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÍIÉ ÔÎÐÌI

−y2 sin(xy)− 2 cos(x + y) = [sin(x + y)− x cos(xy) + 1]y′′.

Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (7.5), îñòàòî÷íî ìà¹ìî

y′′ =
( sin(x + y)− y cos(xy)

x cos(xy)− sin(x + y)− 1
·
(
cos(xy)− 2xy sin(xy)+

+ cos(xy)− cos(x + y)
)
− x2 sin(xy)

(
sin(x + y)− y cos(xy)

x cos(xy)− sin(x + y)− 1

)2

−

−y2 sin(xy)− 2 cos(x + y)
)
·
(
sin(x + y)− x cos(xy) + 1

)−1
. ¥

7.4 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. Áóäü-ÿêó ÿâíî çàäàíó ôóíêöiþ ìîæíà çàïèñàòè â ïàðàìåòðè÷-
íié ôîðìi.

2. Íåõàé ôóíêöi¨ x = ϕ(t) i y = ψ(t) âèçíà÷åíi â äåÿêîìó îêîëi
òî÷êè t0, ïðè÷îìó ϕ′(t0) 6= 0. ßêùî ôóíêöiÿ x = ϕ(t) íåïå-
ðåðâíà â öüîìó îêîëi òî÷êè t0, òî ïàðàìåòðè÷íî çàäàíà ôóíê-
öiÿ y = ψ(ϕ−1(x)) â òî÷öi x0 = ϕ(t0) ìà¹ ïîõiäíó.

7.7. Çíàéòè y′x, ÿêùî:
à) x = a(ϕ− sin ϕ), y = a(1− cos ϕ), a > 0;

á) x = ln(1 + t2), y = t− arctg t;

â) ρ = aϕ, a > 0, ρ òà ϕ � ïîëÿðíi êîîðäèíàòè;
ã) ρ = aemϕ, m > 0.

7.8. Çíàéòè y′′xx, ÿêùî:
à) x = arcsin t, y =

√
1− t2;

á) x = t3 + 3t + 1, y = t3 − 3t + 1;

â) x = 1 + 1
2 sin t, y = sin3 t;

ã) ∗ x = tt, y = t2−t
cos t .
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7.9. Çíàéòè y′′′xxx, ÿêùî:
à) x = ln t, y = et; á) x = t5 − 4t3 + 2t2 − 1, y =

√
t2 + 2;

â) x = sin t, y = cos t; ã) ρ = 2 cos 3ϕ,

ρ òà ϕ � ïîëÿðíi êîîðäèíàòè.
7.10. Çíàéòè y′x, ÿêùî:

à) ey + xy = e á) ex sin y − e−y cos x = 0

â) arctg y
x = ln(xy) ã)∗ sin y+

√
xy

ln2(x+y)
= 3

√
y2 + x2 − 2xy

7.11. ∗Çíàéòè y′′′xxx, ÿêùî:
à) x2 + y2 = 25; á) sin x + cos y = (x + y)2;

â) ln2(x + y)− xy
x+y = 100π; ã) arctg(x + y) +

√
x2 + y2 = 0.



ÇÀÍßÒÒß 8

Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹

8.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Òåîðåìà 8.1. (Ôåðìà). Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà äåÿêî-
ìó ïðîìiæêó é ó âíóòðiøíié òî÷öi x0 öüîãî ïðîìiæêó ìà¹ íàé-
áiëüøå àáî íàéìåíøå çíà÷åííÿ.

ßêùî â òî÷öi x0 iñíó¹ ïîõiäíà f ′(x0), òî f ′(x0) = 0.

Òåîðåìà 8.2. (Ðîëëÿ). Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì:
1. f (x) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b];

2. f (x) äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b);

3. f(a) = f (b) .

Òîäi iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà c ∈ (a; b) òàêà, ùî f ′ (c) = 0.

Òåîðåìà 8.3. (Ëàãðàíæà). ßêùî ôóíêöiÿ f (x) íåïåðåðâíà íà
âiäðiçêó [a; b] i äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b) , òî iñíó¹ ïðè-
íàéìíi îäíà òî÷êà c ∈ (a; b) òàêà, ùî

f (b)− f (a)

b− a
= f ′ (c) .

Íàñëiäîê 8.1. (íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà ñòàëîñòi ôóí-
êöi¨ íà ïðîìiæêó). Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) íåïåðåðâíà íà ïðîìiæ-

76
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êó 〈a; b〉 i äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b) . Äëÿ òîãî, ùîá ôóí-
êöiÿ áóëà ñòàëîþ íà ïðîìiæêó 〈a; b〉 , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
f ′ (x) = 0, ∀x ∈ (a; b) .

Òåîðåìà 8.4. (Êîøi). Íåõàé äëÿ ôóíêöié f (x) i ϕ (x) âèêîíó-
þòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. f (x) i ϕ (x) íåïåðåðâíi íà âiäðiçêó [a; b] ;
2. f (x) i ϕ (x) äèôåðåíöiéîâíi â iíòåðâàëi (a; b) ;
3. ïðè÷îìó ϕ′ (x) 6= 0, ∀x ∈ (a; b) .

Òîäi iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà c ∈ (a; b) òàêà, ùî
f (b)− f (a)

ϕ (b)− ϕ (a)
=

f ′ (c)
ϕ′ (c)

.

8.1. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü òåîðåìè Ôåðìà äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨:
à) f(x) = 3x2 − 1, x ∈ [1, 2].

¤ Öÿ ôóíêöiÿ ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà âiäðiçêó [1, 2] i òîìó ïðè-
éìà¹ ñâî¹ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ â òî÷öi x = 2, à íàéìåíøå â òî÷öi
x = 1, òîáòî, íå ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ âiäðiçêà. Îòæå, òåîðåìà Ôåðìà
íå ¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = 3x2 − 1 íà âiäðiçêó [1, 2]. ¥

á) y = | ln x|, íà iíòåðâàëi (0, 2).

Ðèñ. 8.1: ãðàôiê ôóíêöi¨ y = | ln x|

¤ Ãðàôiê çàäàíî¨ ôóíêöi¨ çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.1. Áà÷èìî, ùî
ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ íà iíòåðâàëi (0, 2) ïðè x = 1.
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Àëå, ÿê áóëî ïîêàçàíî â ïðèêëàäi 3.2 â), ôóíêöiÿ y = | ln x| íå
äèôåðåíöiîâíà â òî÷öi x = 1, òîìó òåîðåìà Ôåðìà çíîâó íå ¹ ïðà-
âèëüíîþ. ¥
8.2. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëíiñòü òåîðåìè Ðîëëÿ äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨:

à) f(x) = 1− 3
√

x2 íà âiäðiçêó [−1, 1].

¤ Ïåðøà óìîâà âèêîíàíà: ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà çàäàíîìó âiä-
ðiçêó (i âçàãàëi íà âñié äiéñíié îñi). Äðóãà óìîâà òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ:
f(1) = f(−1) = 0. Òðåòÿ óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ: f ′(x) = −2

3 3
√

x
íå

iñíó¹ â òî÷öi x = 0. ¥
á) f(x) = 4x3 − 5x2 + x− 2, x ∈ [0, 1].

¤ Ïåðøà óìîâà âèêîíàíà: ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà âñié äiéñíié
îñi. Äðóãà óìîâà âèêîíàíà: f(0) = f(1) = 0. Òðåòÿ óìîâà òàêîæ
âèêîíó¹òüñÿ: f ′(x) = 12x2 − 10x + 1 iñíó¹ â óñiõ òî÷êàõ x. ¥
8.3. Çíàéòè çíà÷åííÿ ñòàëî¨ c ç òåîðåìè Ðîëëÿ äëÿ ôóíêöi¨

f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3).

¤ Ïåðøà óìîâà âèêîíàíà: ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà âñié äiéñíié
îñi. Äðóãà óìîâà: f(1) = f(2) = f(3) = 0. Òðåòÿ óìîâà òàêîæ âè-
êîíó¹òüñÿ: f ′(x) = 3x2 − 12x + 11 iñíó¹ â óñiõ òî÷êàõ. Áà÷èìî, ùî
çàäàíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ âñiì óìîâàì òåîðåìè Ðîëëÿ íà âiäðiç-
êàõ [1, 2] i [2, 3]. Ç ðiâíÿííÿ 3x2 − 12x + 11 = 0 îäåðæó¹ìî øóêàíi
òî÷êè c1 = 2− 1√

3
òà c2 = 2+ 1√

3
. Ïðè öüîìó 1 < c1 < 2, 2 < c2 < 3.

¥
8.4. ×è çàäîâîëüíÿ¹ çàäàíà ôóíêöiÿ óìîâàì òåîðåìè Ëàãðàíæà?
ßêùî òàê, òî çíàéòè òî÷êó c, ÿêà ôiãóðó¹ â öié òåîðåìi:

à) f(x) = 3x2 − 5 íà âiäðiçêó [−2, 0].

¤ Ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà çàäàíîìó âiäðiçêó � ïåðøó óìîâó òå-
îðåìè Ëàãðàíæà âèêîíàíî. Ïîõiäíà f ′(x) = 6x ñêií÷åííà â óñiõ
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òî÷êàõ âiäðiçêà [−2, 0]. Îòæå, iñíó¹ òàêà òî÷êà c (−2 < c < 0 ),
äëÿ ÿêî¨ ¹ ñïðàâåäëèâîþ ðiâíiñòü

f ′(c) =
f(0)− f(−2)

0− (−2)

àáî
6c =

(3 · 02 − 5)− (3 · (−2)2 − 5)

2
⇒ c = −1. ¥

á) f(x) = ln x íà âiäðiçêó [1, e].

¤ Íà âêàçàíîìó âiäðiçêó ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà, à ¨¨ ïîõiäíà
f ′(x) = 1

x iñíó¹ â óñiõ òî÷êàõ âiäðiçêà [1, e]. Çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà

1

c
=

ln e− ln 1

e− 1
⇒ c = e− 1. ¥

8.5. Ïåðåâiðèòè, ÷è çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì òåîðåìè Êîøi çàäà-
íi ôóíêöi¨. ßêùî òåîðåìà ìà¹ ñèëó, çíàéòè âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ
òî÷êè c.

à) f(x) = x2 − 2x + 3, g(x) = x3 − 7x2 íà âiäðiçêó [1, 4].

¤ 1. Çàçíà÷åíi ôóíêöi¨ íåïåðåðâíi íà âiäðiçêó [1, 4].

2. Íà âñié äiéñíié îñi iñíóþòü ñêií÷åííi ïîõiäíi

f ′(x) = 2x− 2 òà g′(x) = 3x2 − 14x.

3. g′(x) 6= 0 ∀x ∈ [1, 4].

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çàäàíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [1, 4] òåîðåìà
Êîøi ñïðàâåäëèâà. Çíàéäåìî òî÷êó c, ïðî ÿêó éäåòüñÿ â òåîðåìi:

f(4)− f(1)

g(4)− g(1)
=

f ′(c)
g′(c)

, 1 < c < 4;

11− 2

−48 + 6
=

2c− 2

3c2 − 14c
⇒ c1 =

7

9
− 1

9

√
301, c2 =

7

9
+

1

9

√
301.

Áà÷èìî, ùî c2 ∈ (1, 4). ¥
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á) f(x) = ex, g(x) = x2

1+x2 íà âiäðiçêó [−3, 3].

¤ Çàäàíi ôóíêöi¨ íåïåðåðâíi íà âñié îñi, ¨õ ïîõiäíi f ′(x) = ex i
g′(x) = 2x

(1+x2)2 òàêîæ iñíóþòü âñþäè. Àëå g′(0) = 0, òîìó òåîðåìà
Êîøi íå áóäå ïðàâèëüíîþ äëÿ ôóíêöié f(x) òà g(x) íà âiäðiçêó
[−3, 3]. ¥
8.6. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ 3x5+15x−8 = 0 ìà¹ ëèøå îäèí äiéñíèé
êîðiíü.

¤ Îñêiëüêè çàäàíèé ïîëiíîì 3x5 + 15x − 8 íåïàðíîãî ñòåïåíÿ,
òî âií ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí äiéñíèé êîðiíü. Äîâåäåìî, ùî öåé êîðiíü
áóäå ¹äèíèì.

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî:
iñíó¹ äâà êîðåíi x1 òà x2 i, íàïðèêëàä, x1 < x2. Òîäi íà âiäðiçêó
[x1, x2] ôóíêöiÿ f(x) = 3x5 + 15x− 8 çàäîâîëüíÿ¹ âñiì óìîâàì òåî-
ðåìè Ðîëëÿ (âîíà íåïåðåðâíà íà öüîìó âiäðiçêó, f(x1) = f(x2) = 0

òà iñíó¹ ñêií÷åííà ïîõiäíà f ′(x) = 15x4 + 15 ). À îòæå, iñíó¹ òà-
êà òî÷êà c ∈ [x1, x2], ùî f ′(c) = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñóïåðå÷èòü
åëåìåíòàðíié íåðiâíîñòi f ′(x) = 15x4 + 15 > 0 ∀x ∈ R.

Òàêèì ÷èíîì, âèñëîâëåíå ïðèïóùåííÿ õèáíå, i ðiâíÿííÿ

3x5 + 15x− 8 = 0

ìà¹ ëèøå îäèí äiéñíèé êîðiíü. ¥
8.7. Íà êðèâié y = x3 çíàéòè òî÷êó, â ÿêié äîòè÷íà ïàðàëåëüíà
äî õîðäè, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êó A(−1,−1) ç òî÷êîþ B(2, 8).

¤ Ç ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ òåîðåìè Ëàãðàíæà âèïëèâà¹, ùî
íà äóçi AB iñíó¹ õî÷à á îäíà òî÷êà M, ó ÿêié äîòè÷íà ïàðàëåëüíà
äî õîðäè AB. Çàñòîñó¹ìî çãàäàíó òåîðåìó äî ôóíêöi¨ f(x) = x3 :

f(2)−f(−1) = f ′(c)(2− (−1)) ⇔ 8+1 = 9c2 ⇒ c1 = −1, c2 = 1.
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Çíàéäåíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó c ¹ àáñöèñàìè øóêàíèõ òî÷îê, ¨ì
âiäïîâiäàþòü îðäèíàòè: y1 = c3

1 = −1, y2 = c3
2 = 1.

Òàêèì ÷èíîì, ìè çíàéøëè äâi òî÷êè M1(1, 1) é M2(−1,−1), àëå
ëèøå M1 ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ äóãè AB. Ñàìå âîíà i ¹ øóêàíîþ
òî÷êîþ. ¥
8.8. Âiäîìî, ùî (ex)′ = ex. ×è iñíóþòü iíøi ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ
f ′(x) = f(x)?

¤ Íåõàé iñíó¹ ôóíêöiÿ f(x) òàêà, ùî f ′(x) = f(x). Ðîçãëÿíåìî
ôóíêöiþ ϕ(x) = f(x)

ex òà çíàéäåìî ¨¨ ïîõiäíó, ìàþ÷è íà óâàçi, ùî
f ′(x) = f(x).

ϕ′(x) = f ′(x)e−x − e−xf(x) = f(x)e−x − f(x)e−x ≡ 0.

Çãiäíî ç íàñëiäêîì 8.1, ϕ(x) = const, à îòæå, f(x) = Cex, äå C

� äåÿêà ñòàëà.
Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ f ′(x) = f(x) ñêëàäà-

¹òüñÿ ëèøå ç ôóíêöié âèäó Cex. ¥
8.9. ∗ Äîâåñòè òîòîæíîñòi:

à) sin2 x = 1−cos 2x
2 .

¤ Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêöiþ f(x) = sin2 x+1
2 cos 2x. Îáëàñòü

âèçíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ � ìíîæèíà R. Çíàéäåìî ïîõiäíó ôóíêöi¨
f(x) :

f ′(x) = 2 sin x cos x− sin 2x ≡ 0.

Çãiäíî ç íàñëiäêîì iç òåîðåìè Ëàãðàíæà (íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ
óìîâà ñòàëîñòi ôóíêöi¨ íà ïðîìiæêó), f(x) = C. Çíàéäåìî íåâiäîìó
ñòàëó C.

Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî x = 0, òîäi sin2 0+ 1
2 cos 2·0 = C ⇒ C = 1

2 .

Îñòàòî÷íî îäåðæèìî sin2 x + 1
2 cos 2x = 1

2 , ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
¥
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á) arccos 1−x2

1+x2 = 2 arctg x, 0 ≤ x < ∞.

¤ Íåõàé
f(x) = arccos

1− x2

1 + x2 − 2 arctg x.

Öÿ ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà íà âñié îñi, îñêiëüêè |1−x2

1+x2 | ≤ 1 ∀x ∈ R.

f ′(x) =
−1√

1− (1−x2

1+x2 )2
· −4x

(1 + x2)2 −
2

1 + x2 =

=
4x

2x(1 + x2)
− 2

1 + x2 ≡ 0 ∀x > 0.

Çà íàñëiäêîì iç òåîðåìè Ëàãðàíæà

arccos
1− x2

1 + x2 − 2 arctg x = C.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè íåâiäîìó ñòàëó C, ïîêëàäåìî x = 1. Òîäi

arccos 0− 2 arctg 1 = 0,

îòæå C = 0. ßêùî x = 0, òî arccos 1 − 2 arctg 0 = 0. Òîòîæíiñòü
äîâåäåíî. ¥
8.10. Äîâåñòè íåðiâíiñòü arctg x2 − arctg x1 < x2 − x1, x2 > x1.

¤ Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêöiÿ f(x) = arctg x çàäîâîëü-
íÿ¹ âñiì óìîâàì òåîðåìè Ëàãðàíæà íà âiäðiçêó [x1, x2]. Çàñòîñîâó-
þ÷è öþ òåîðåìó, îäåðæèìî

arctg x2 − arctg x1 =
1

1 + c2 (x2 − x1),

äå x1 < c < x2. Îñêiëüêè 0 < 1
1+c2 < 1 òà x2 − x1 > 0, òî

arctg x2 − arctg x1 < x2 − x1. ¥
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8.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [a; b] i

max
x∈[a;b]

f(x) = f(a),

òî ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî f ′(a) = 0.

2. Òåîðåìà Ôåðìà áóäå ñïðàâåäëèâîþ i äëÿ òî÷êè, ÿêà íå ¹ âíóò-
ðiøíüîþ.

3. Ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðèêëàä ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨, äëÿ ÿêî¨ ñïðà-
âåäëèâèé âèñíîâîê iç òåîðåìè Ðîëëÿ.

4. Ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðèêëàä ôóíêöi¨, ÿêà íå ìà¹ ñêií÷åííî¨ ïî-
õiäíî¨ â iíòåðâàëi (a; b), àëå äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ ñïðàâåäëèâèé âèñ-
íîâîê iç òåîðåìè Ëàãðàíæà.

5. ßêùî äëÿ ôóíêöié f(x) òà g(x) â ïðîìiæêó [a; b] âèêîíàíi âñi
óìîâè òåîðåìè Êîøi, òî g(b) 6= g(a); f ′(c) 6= 0 ∀c ∈ (a; b).

6. Íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b] i äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b)

ôóíêöiÿ f(x) çàäîâîëüíÿ¹ âñiì óìîâàì òåîðåìè Ðîëëÿ.

7. Äëÿ ñòðîãî ìîíîòîííèõ íà âiäðiçêó [a; b] ôóíêöié f(x) òà g(x),

ÿêi äèôåðåíöiéîâíi â iíòåðâàëi (a; b) i g′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a; b)

ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Êîøi.

8.11. Íà ÿêîìó âiäðiçêó ôóíêöiÿ f(x) = 3x2−1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì
òåîðåìè Ôåðìà?
8.12. Ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè Ôåðìà äëÿ ôóíêöi¨:

à) f(x) = ex íà âiäðiçêó [−3, 3];
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á) f(x) = e|x| íà âiäðiçêó [−3, 3];

â) f(x) = |x|
x íà âiäðiçêó [−1, 1].

8.13. Ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè Ðîëëÿ äëÿ ôóíêöi¨
à) f(x) = 2− |2x| íà âiäðiçêó [−1, 1];

á) f(x) = cos x íà âiäðiçêó [−π
2 ,

π
2 ].

8.14. Ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöi¨
à) f(x) = 2x íà âiäðiçêó [0, 2];

á) f(x) = (|x| − x)0 arcsin |x|
x íà âiäðiçêó [−1, 1].

8.15. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ
à) 2x + sin x = 0;

á) x5 + x3 + 5x− 7 = 0

8.16. Äîâåñòè, ùî âñi íóëi ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨

f(x) = (x + 1)(x− 1)(x− 2)(x− 3)

äiéñíi òà âêàçàòè ìåæi, ó ÿêèõ âîíè çíàõîäÿòüñÿ.
8.17. ∗ Äîâåñòè òîòîæíîñòi:

à) arcsin x + arccos x = π
2 , x ∈ [0, 1];

á) arctg x + arctg 1
x =

{
π
2 , x > 0;

−π
2 , x < 0.

8.18. ∗ Äîâåñòè íåðiâíîñòi:
à) | sin x2 − sin x1| ≤ |x2 − x1|;
á) | ln x2 − ln x1| < |x2−x1|

a , x1, x2 ∈ [a, +∞), a > 0.



ÇÀÍßÒÒß 9

Ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ

9.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Îçíà÷åííÿ 9.1. Íåõàé ôóíêöi¨ f (x) i ϕ (x) âèçíà÷åíi â iíòåð-
âàëi (x0 − δ; x0 + δ) , δ > 0, çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, ñàìî¨ òî÷êè
x0. Ðîçêðèòè íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ”0

0” (àáî ”∞∞” ) � öå îçíà÷à¹
çíàéòè ãðàíèöþ lim

x→x0

f(x)
ϕ(x) çà óìîâè, ùî lim

x→x0

f (x) = lim
x→x0

ϕ (x) = 0

(àáî çà óìîâè, ùî lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

ϕ (x) = ∞ ).

Òåîðåìà 9.1. (ïåðøå ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ). Íåõàé ôóíêöi¨ f (x)

i ϕ (x) äèôåðåíöiéîâíi â iíòåðâàëàõ (x0 − δ; x0) , (x0; x0 + δ) ,

δ > 0.

ßêùî:
1) lim

x→x0

f (x) = 0 ; lim
x→x0

ϕ (x) = 0;

2) ϕ′ (x) 6= 0, ∀x ∈ (x0 − δ; x0) ∪ (x0; x0 + δ) ;
3) iñíó¹ ãðàíèöÿ lim

x→x0

f ′(x)
ϕ′(x) , ñêií÷åííà ÷è íåñêií÷åííà, òî

lim
x→x0

f (x)

ϕ (x)
= lim

x→x0

f ′ (x)

ϕ′ (x)
.

Òåîðåìà 9.2. (äðóãå ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ). Íåõàé ôóíêöi¨ f (x)

i ϕ (x) äèôåðåíöiéîâíi â iíòåðâàëàõ (x0 − δ; x0) i (x0; x0 + δ) .

85
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ßêùî:
1) lim

x→x0

f (x) = ∞ ; lim
x→x0

ϕ (x) = ∞ ;
2) ϕ′ (x) 6= 0, ∀x ∈ (x0 − δ; x0) ∪ (x0; x0 + δ) ;
3) iñíó¹ ãðàíèöÿ lim

x→x0

f ′(x)
ϕ′(x) , ñêií÷åííà ÷è íåñêií÷åííà, òî

lim
x→x0

f (x)

ϕ (x)
= lim

x→x0

f ′ (x)

ϕ′ (x)
.

Çàóâàæåííÿ 9.1. Òåîðåìè 9.1 i 9.2 ¹ âiðíèìè é òîäi, êîëè x →∞.

9.1.1 Íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ¾ 0
0 ¿

9.1. Çíàéòè íàñòóïíi ãðàíèöi:
à) lim

x→1
xx−x

ln x−x+1 .

¤ Ìè ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü âèãëÿäó ”0
0”. Çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî

Ëîïiòàëÿ, îäåðæèìî

lim
x→1

xx − x

ln x− x + 1
= lim

x→1

(xx − x)′

(ln x− x + 1)′
=

= lim
x→1

xx ln x + xx − 1
1
x − 1

= lim
x→1

xx+1(ln x + 1)− x

1− x
.

Áà÷èìî, ùî çíîâó ìà¹ ìiñöå íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ”0
0”. Òîìó, ñïî÷à-

òêó ñïðîñòèâøè îäåðæàíó ãðàíèöþ, çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðàâèëîì
Ëîïiòàëÿ.

lim
x→1

xx+1(ln x + 1)− x

1− x
= lim

x→1
x · lim

x→1

xx(ln x + 1)− 1

1− x
=

= lim
x→1

(xx ln x + xx)(ln x + 1) + xx−1

−1
= −2. ¥

á) lim
x→0

sin 3x2

ln cos(2x2−x)

¤ Øóêàíà ãðàíèöÿ ¹ íåâèçíà÷åíiñòþ âèäó ”0
0”, äëÿ ¨¨ ðîçêðèòòÿ

çàñòîñó¹ìî ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ:

lim
x→0

sin 3x2

ln cos(2x2 − x)
= lim

x→0

6x cos 3x2

1
cos(2x2−x)(− sin(2x2 − x))(4x− 1)

=
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= −6 lim
x→0

cos 3x2 cos(2x2 − x)

4x− 1
lim
x→0

x

sin(2x2 − x)
.

Ïåðøó ãðàíèöþ çíàõîäèìî áåçïîñåðåäíüî, à äî äðóãî¨ ãðàíèöi � íå-
âèçíà÷åíîñòi òèïó ”0

0” � çíîâó çàñòîñó¹ìî ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ. Îäåð-
æèìî

−6 lim
x→0

cos 3x2 cos(2x2 − x)

4x− 1
lim
x→0

x

sin(2x2 − x)
=

= −6 · 1 · 1
−1

lim
x→0

1

(4x− 1) cos(2x2 − 6)
=

= 6 · 1

−1 · 1 = −6. ¥

9.1.2 Íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ¾ ∞
∞ ¿

9.2. Çíàéòè íàñòóïíi ãðàíèöi:
à) lim

x→1

tg(πx/2)
ln(1−x) .

¤ Öå � íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ”∞∞”, êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëîì Ëî-
ïiòàëÿ, îäåðæèìî

lim
x→1

tg(πx/2)

ln(1− x)
= lim

x→1

π/2
cos2 x
−1
1−x

=
π

2
lim
x→1

x− 1

cos2 x
= 0. ¥

á) lim
x→∞

xex/2

x+ex .

¤ Â öüîìó âèïàäêó òàêîæ ìà¹ ìiñöå íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ”∞∞”.

Çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ

lim
x→∞

xex/2

x + ex
= lim

x→∞
ex/2(1 + x

2)

1 + ex
=

(∞
∞

)
= lim

x→∞

1
2e

x/2(2 + x
2)

ex
=

=
1

2
lim
x→∞

2 + x
2

ex/2 =
(∞
∞

)
=

1

2
lim
x→∞

1
2

1
2e

x/2
= 0.

Ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ öüîãî ïðèêëàäó ìè òðè÷i ñêîðèñòàëèñÿ ïðà-
âèëîì Ëîïiòàëÿ. ¥
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9.1.3 Íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ¾∞−∞¿

9.3. Çíàéòè íàñòóïíi ãðàíèöi:
à) lim

x→0

( 1
x − 1

ex−1

)
.

¤ Öÿ ãðàíèöÿ ÿâëÿ¹ ñîáîþ íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ”∞−∞”. Ïðåä-
ñòàâèìî ¨¨ ó âèãëÿäi íåâèçíà÷åíîñòi òèïó ”0

0” òà äâi÷i çàñòîñó¹ìî
ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ

lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
= lim

x→0

ex − 1− x

x(ex − 1)
= lim

x→0

ex − 1

ex − 1 + xex
=

(
0

0

)
=

= lim
x→0

ex

ex + ex + xex
=

1

2
. ¥

á) lim
x→0

(
1

ln(x+
√

1+x2)
− 1

ln(1+x)

)
.

¤ Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü çâåäåìî íåâèçíà÷å-
íiñòü âèäó ”∞−∞” äî âèäó ”0

0”. Çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ,
çíàéäåìî

lim
x→0

(
1

ln(x +
√

1 + x2)
− 1

ln(1 + x)

)
= (∞−∞) =

= lim
x→0

ln(1 + x)− ln(x +
√

1 + x2)

ln(x +
√

1 + x2) ln(1 + x)
=

= lim
x→0

ln 1+x
x+
√

1+x2

ln(x +
√

1 + x2) ln(1 + x)
=

(
0

0

)
=

= lim
x→0

x +
√

1 + x2

1 + x
·
x +

√
1 + x2 − (1 + x)(1 + x√

1+x2
)

(x +
√

1 + x2)2

ln(1 + x)

x +
√

1 + x2

(
1 +

2x

2
√

1 + x2

)
+

ln(x +
√

1 + x2)

1 + x

=

= lim
x→0

√
1 + x2 − (1 + x)

(1 + x) ln(1 + x) +
√

1 + x2 ln(x +
√

x2 + 1)
=

(
0

0

)
=

= lim
x→0

(
2x

2
√

1 + x2
− 1

)
:
(
ln(1 + x) +

1 + x

1 + x
+
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+
2x

2
√

1 + x2
ln(x +

√
x2 + 1) +

√
1 + x2

1 + 2x
2
√

x2+1

x +
√

x2 + 1

)
=

= lim
x→0

x−√1 + x2
√

1 + x2(ln(1 + x) + 1) + x ln(x +
√

x2 + 1) +
√

1 + x2
= −1

2
.

Âiäçíà÷èìî, ùî ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ ïðèêëàäiâ, ìè äâi÷i ñêî-
ðèñòàëèñÿ ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ. ¥

9.1.4 Íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ¾0 · ∞¿

9.4. Çíàéòè íàñòóïíi ãðàíèöi:
à) lim

x→0
xn ln x, n > 0.

¤ Öÿ ãðàíèöÿ ÿâëÿ¹ ñîáîþ íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ”0 · ∞”. Çàïè-
øåìî ¨¨ ó âèãëÿäi íåâèçíà÷åíîñòi òèïó ”∞∞” é çàñòîñó¹ìî ïðàâèëî
Ëîïiòàëÿ:

lim
x→0

xn ln x = lim
x→0

ln x

x−n
= lim

x→0

1/x

−nx−n−1 = −1

n
lim
x→0

xn = 0,

îñêiëüêè n > 0. ¥
á) lim

x→0
[ln(1 + sin2 x) ctg ln2(1 + x)].

¤ Çíîâó çâåäåìî íåâèçíà÷åíiñòü ”0 ·∞” äî íåâèçíà÷åíîñòi âèäó
”0

0” òà äâi÷i çàñòîñó¹ìî ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ.

lim
x→0

[ln(1 + sin2 x) ctg ln2(1 + x)] = lim
x→0

ln(1 + sin2 x)

tg ln2(1 + x)
=

(
0

0

)
=

= lim
x→0

1

1 + sin2 x
sin 2x

1

cos2 ln2(1 + x)

2 ln(1 + x)

1 + x

= lim
x→0

sin x

ln(1 + x)
=

(
0

0

)
=

= lim
x→0

cos x

1/(1 + x)
= 1.

Ìè ñêîðèñòàëèñÿ íàñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

lim
x→0

cos x

1 + sin2 x
= 1, lim

x→0

1

(1 + x) cos2 ln2(1 + x)
= 1. ¥
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9.1.5 Íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ¾00¿

9.5. Çíàéòè íàñòóïíi ãðàíèöi:
à) lim

x→1
(x− 1)ln x.

¤ Ïðè x → 1 ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü ”00”. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òîòîæ-
íiñòþ

uv = ev ln u, u > 0, v > 0,

ÿêà â öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

(x− 1)ln x = eln x·ln(x−1),

à òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿì lim
x→x0

ex = ex0.

Äâi÷i çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ, ìà¹ìî

lim
x→1

(x− 1)ln x = lim
x→1

eln x · ln(x− 1) = e
lim
x→1

ln x · ln(1− x)
= (e0·∞) =

= e
lim
x→1

ln(x− 1)

1/ln x = e
lim
x→1

1/(x− 1)

−1/(x ln2 x) = e
− lim

x→1

x ln2 x

x− 1 = (e
0
0 ) =

= e
− lim

x→1

ln2 x + 2x ln x · (1/x)

1 = e
− lim

x→1
(ln2 x + 2 ln x)

= (e0) = 1. ¥

á) lim
x→0+

(xxx − 1).

¤ Ó öüîìó ïðèêëàäi ìè òàêîæ ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ”00”,

òîìó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ uv = ev ln u (u > 0, v > 0 ). Îäåðæè-
ìî

lim
x→0+

(xxx − 1) = lim
x→0+

(ex
x · ln x − 1) = e

lim
x→0+

xx · lim
x→0+

ln x
− 1 =

= e
lim
x→0

ex ln x · lim
x→0+

ln x
− 1 = −1.

Ïðè öüîìó ìè âðàõóâàëè, ùî

lim
x→0+

x ln x = 0, lim
x→0+

ln x = −∞. ¥
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9.1.6 Íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ¾1∞¿

9.6. Çíàéòè íàñòóïíi ãðàíèöi:
à) lim

x→π
4

(tg x)tg 2x.

¤ Ìà¹ ìiñöå íåâèçíà÷åíiñòü òèïó ”1∞”. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè
uv = ev ln u (u > 0, v > 0 ) é ïåðåõîäó äî ãðàíèöi â ïîêàçíèêîâié
ôóíêöi¨ çíàõîäèìî

lim
x→π

4

(tg x)tg 2x = e
lim
x→π

4

ln tg x
ctg 2x

=

(
0

0

)
= e

1
2 lim

x→π
4

− sin2 2x
tg x cos2 x

= e−1. ¥

á) lim
x→0

( sinx
x

) 1
x2 .

¤ Ðîçâ'ÿçóþ÷è öåé ïðèêëàä çà òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî i â ïîïåðå-
äíüîìó ïðèêëàäi, îäåðæèìî

lim
x→0

(
sin x

x

) 1
x2

= e
lim
x→0

1
x2 ln sin x

x = (e∞ · 0) =

= e
lim
x→0

1
2x · x

sinx · x cosx−sin x
x2

= e
1
2 lim

x→0
x cos x−sin x

x3

=

= (e
0
0 ) = e

1
2 lim

x→0
−x sin x

3x2

= e−
1
6 . ¥

9.1.7 Íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ¾∞0¿

9.7. Çíàéòè íàñòóïíi ãðàíèöi:
à) lim

x→π
2−0

(tg x)ctg x.

¤ Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ìà¹ ìiñöå íåâèçíà÷åíiñòü òèïó ”∞0”.

Îñêiëüêè
(tg x)ctg x = ectg x ln tg x

òà

lim
x→π

2−0
ctg x ln tg x = lim

x→π
2−0

ln tg x

tg x
=

(∞
∞

)
= lim

x→π
2−0

1
tg x

1
cos2 x
1

cos2 x

= 0,
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òî
lim

x→π
2−0

(tg x)ctg x = e0 = 1. ¥

á) lim
x→∞

(
tg πx

2x+1

) 1
x .

¤ Ìà¹ ìiñöå íåâèçíà÷åíiñòü âèäó ”∞0”. Âèêîðèñòîâóþ÷è òi æ
ïðèéîìè, ùî é ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäiâ, áóäåìî ìàòè

lim
x→∞

(
tg

πx

2x + 1

) 1
x

= e
lim
x→∞

1
x ln tg πx

2x+1 = (e0·∞) =

= e
lim
x→∞

(tg πx
2x+1)

−1 cos−2 πx
2x+1

π(2x+1)−2πx
(2x+1)2 =

= e
2π lim

x→∞
(sin 2πx

2x+1)
−1(2x + 1)−2

= e2π·0 = 1.

9.8. Äîâåñòè, ùî ïðè x → +∞ ôóíêöiÿ y = e
√

x çðîñòà¹ øâèäøå
áóäü-ÿêî¨ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨.

Çàóâàæåííÿ 9.2. Êàæóòü, ùî ïðè x → +∞ ôóíêöiÿ f(x) çðîñ-
òà¹ øâèäøå ôóíêöi¨ g(x), ÿêùî lim

x→∞
f(x)
g(x) = +∞.

¤ Íåõàé x = t2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî n ìà¹ìî:

lim
x→∞

e
√

x

xn
= lim

t→∞
et

t2n
= lim

t→∞
et

2nt2n−1 = . . . = lim
t→∞

et

(2n)!
= +∞.

Çâiäñè i âèïëèâà¹, ùî ïðè x → +∞ ôóíêöiÿ y = e
√

x çðîñòà¹ øâèä-
øå áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ g = xn. ¥
9.9. Äîâåñòè, ùî çà óìîâè iñíóâàííÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f(x)

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

f ′′(x) = lim
h→0

f(x+h)+f(x−h)−2f(x)
h2 .
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¤ Çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ

lim
h→0

f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)

h2 =

= lim
h→0

(f(x + h) + f(x− h)− 2f(x))′h
(h2)′h

=

= lim
h→0

f ′(x + h) + f ′(x− h)

2h
=

=
1

2
lim
h→0

(
f ′(x + h)− f ′(x)

h
− f ′(x)− f ′(x− h)

h

)
=

=
1

2
(f ′′(x) + f ′′(x)) = f ′′(x). ¥

9.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. ßêùî ôóíêöi¨ f(x) òà g(x) çàäîâîëüíÿþòü óñiì óìîâàì òåî-
ðåì Ëîïiòàëÿ (òåîðåì 9.1, 9.2), òî âîíè íåïåðåðâíi íà äåÿêîìó
âiäðiçêó.

Çíàéòè íàñòóïíi ãðàíèöi:
9.10.

à) lim
x→a

ln(x−a)
ln(ex−ea) ; á) lim

x→0
ln x

1+2 ln sin 2x ; â) lim
x→1

tg(πx
2 )

ln(1−x) .

9.11.
à) lim

x→1
x3−3x2+2
x3−4x2+3 ; á) lim

x→∞
π−2 arctg x

e3/x−1 ; â) lim
x→0

sin 3x−3xex+3x2

arctg x−sin x−x3/6 .

9.12.
à) lim

x→1

( 1
x−1 − 1

ln x

)
; á) lim

x→0

( 1
x2 − ctg x

)
;

â) lim
x→1

(
p

1−xp − q
1−xq

)
, p > 0, q > 0.

9.13.
à) lim

x→0
(sin x · ctg πx);
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á) lim
x→0

(ln3(1 + ctg x)
√

1− cos3 x)

â) lim
x→0

( arcsin2 x · (sin x−
√

ln(1 + x2) )).

9.14.
à) lim

x→π/2
(π − 2x)cos x;

á) lim
x→2

(ex−2 − log2 x)sin(x−2
2 );

â) lim
x→0+

xxx−1.

9.15.
à) lim

x→0

(
5

2+
√

9+x

) 1

sin2 x
; á) lim

x→0

( tg x
x

) 1

sin2 x ; â) lim
x→1

x
1

1−x .

9.16.
à) lim

x→0+
(ln ctg x)tg x; á) lim

x→∞
(x + 2x)

1
x2 ; â) lim

x→0

(
ax−x ln a
bx−x ln b

) 1
x ,

a > 0, b > 0.

9.17. Ïîðiâíÿòè ôóíêöi¨ f(x) = loga x i ϕ(x) = ax (a > 0, a 6= 0 )
çà óìîâè, ùî x →∞.

9.18. Äîñëiäèòè ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ ïðàâèë Ëîïiòàëÿ äî
íàñòóïíèõ ãðàíèöü:

à) lim
x→0

x2 sin 1
x

sin x ; á) lim
x→∞

x−sin x
x+sinx ; â) lim

x→∞
1+x+sinx cos x

(x+sin x cosx)esin x .
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Ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨. Òî÷êè
åêñòðåìóìó. Íàéáiëüøå òà
íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà
ìíîæèíi

10.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Òåîðåìà 10.1. (íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà ìîíîòîííîñòi
ôóíêöi¨ íà ïðîìiæêó).

Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó 〈a; b〉 i äèôåðåí-
öiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b) . Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f (x) íå ñïàäà-
ëà (íå çðîñòàëà) íà ïðîìiæêó 〈a; b〉 , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
f ′ (x) ≥ 0 (f ′ (x) ≤ 0) äëÿ âñiõ x ∈ (a; b) .

Òåîðåìà 10.2. (íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà çðîñòàííÿ i
ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ íà ïðîìiæêó).

Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó 〈a; b〉 i äèôå-
ðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b) . Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f (x) çðî-
ñòàëà (ñïàäàëà) íà ïðîìiæêó 〈a; b〉 , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
f ′ (x) ≥ 0 (f ′ (x) ≤ 0) äëÿ âñiõ x ∈ (a; b) , ïðè÷îìó òi òî÷êè

95
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x ∈ (a; b) , â ÿêèõ f ′ (x) = 0, íå óòâîðþâàëè á íiÿêîãî âiäðiçêà.

Íàñëiäîê 10.1. (äîñòàòíÿ óìîâà çðîñòàííÿ i ñïàäàííÿ
ôóíêöi¨ íà ïðîìiæêó).

ßêùî f ′ (x) > 0, ∀x ∈ (a; b) , òî â iíòåðâàëi (a; b) ôóíêöiÿ
f (x) çðîñòà¹.

ßêùî f ′ (x) < 0, ∀x ∈ (a; b) , òî â iíòåðâàëi (a; b) ôóíêöiÿ
f (x) ñïàäà¹.

Îçíà÷åííÿ 10.1. Ââàæàþòü, ùî ôóíêöiÿ f (x) â òî÷öi x0 ìà¹
ìàêñèìóì (ìiíiìóì), ÿêùî iñíó¹ îêië (x0 − δ; x0 + δ) öi¹¨ òî÷êè
òàêèé, ùî äëÿ âñiõ x ∈ (x0 − δ; x0 + δ) , x 6= x0, ¹ âiðíîþ íåðiâ-
íiñòü f (x) < f (x0) (f (x) > f (x0)) .

Îçíà÷åííÿ 10.2. Ìàêñèìóì i ìiíiìóì ôóíêöi¨ â òî÷öi íàçèâà-
¹òüñÿ åêñòðåìóìîì (ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì) öi¹¨ ôóíêöi¨ â öié
òî÷öi.

Îçíà÷åííÿ 10.3. Òî÷êó x0 iç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f (x)

íàçèâàþòü òî÷êîþ åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ f (x) , ÿêùî â öié òî÷öi
ôóíêöiÿ f (x) ìà¹ åêñòðåìóì.

Òåîðåìà 10.3. (íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ åêñòðåìóìó
ôóíêöi¨ â òî÷öi).

ßêùî ôóíêöiÿ f (x) ìà¹ â òî÷öi åêñòðåìóì i ÿêùî â öié òî÷öi
iñíó¹ ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨, òî öÿ ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëþ.

Îçíà÷åííÿ 10.4. ßêùî ôóíêöiÿ f (x) ìà¹ åêñòðåìóì ó òî÷öi x0,

òî òî÷êó x0 íàçèâàþòü òî÷êîþ åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ f (x) .

Îçíà÷åííÿ 10.5. Òî÷êó x0, â ÿêié f ′ (x0) = 0, íàçèâàþòü ñòàöiî-
íàðíîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f (x) .
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Îçíà÷åííÿ 10.6. Ñòàöiîíàðíi òî÷êè ôóíêöi¨ i òî÷êè, â ÿêèõ ïî-
õiäíà ôóíêöi¨ íå iñíó¹, íàçèâàþòüñÿ êðèòè÷íèìè òî÷êàìè öi¹¨
ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 10.7. Ââàæàþòü ùî ôóíêöiÿ f (x) çìiíþ¹ çíàê ïðè
ïåðåõîäi òî÷êè x ÷åðåç òî÷êó x0, ÿêùî iñíó¹ îêië (x0 − δ; x0 + δ)

òî÷êè x0 òàêèé, ùî f (x) < 0, ∀x ∈ (x0 − δ; x0) i f (x) > 0,

∀x ∈ (x0; x0 + δ) , àáî íàâïàêè.

Òåîðåìà 10.4. (äîñòàòíÿ óìîâà iñíóâàííÿ åêñòðåìóìó
ôóíêöi¨ â òî÷öi).

Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) äèôåðåíöiéîâíà â îêîëi òî÷êè x0, çà âè-
íÿòêîì, ìîæëèâî, ñàìî¨ òî÷êè x0, â ÿêié ôóíêöiÿ f (x) íåïå-
ðåðâíà. ßêùî ïðè ïåðåõîäi òî÷êè x ÷åðåç òî÷êó x0 ïîõiäíà f ′ (x)

çìiíþ¹ çíàê, òî â öié òî÷öi x0 iñíó¹ åêñòðåìóì ôóíêöi¨, ïðè÷î-
ìó ìàêñèìóì, ÿêùî ïîõiäíà f ′ (x) çìiíþ¹ çíàê ç ïëþñà íà ìiíóñ,
i ìiíiìóì, ÿêùî ïîõiäíà çìiíþ¹ çíàê ç ìiíóñà íà ïëþñ.

Òåîðåìà 10.5. (äîñòàòíÿ óìîâà iñíóâàííÿ åêñòðåìóìó
ôóíêöi¨ â òî÷öi).

Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) äèôåðåíöiéîâíà â îêîëi ñâî¹¨ ñòàöiîíàðíî¨
òî÷êè x0, à â ñàìié òî÷öi x0 ìà¹ ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó.

ßêùî f ′′ (x0) > 0, òî ôóíêöiÿ f (x) â òî÷öi x0 ìà¹ ìiíiìóì.
ßêùî f ′′ (x0) < 0, òî ôóíêöiÿ f (x) â òî÷öi x0 ìà¹ ìàêñèìóì.

10.2 Ìîíîòîííiñòü. Òî÷êè åêñòðåìóìó

10.2.1 Ïåðøèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ òî÷îê åêñòðåìóìó
ôóíêöi¨

1. Çíàéòè ïîõiäíó äàíî¨ ôóíêöi¨ f(x).
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2. Ïðèðiâíÿòè ïîõiäíó äî íóëÿ. Çíàéòè êîðåíi îäåðæàíîãî ðiâíÿí-
íÿ f ′(x) = 0 � ñòàöiîíàðíi òî÷êè.

3. Çíàéòè òî÷êè, ó ÿêèõ ïîõiäíà íå iñíó¹.

4. Äîñëiäèòè çíàê ïîõiäíî¨ â îêîëi êîæíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè (çíàé-
äåíèõ â ïóíêòàõ 2 � 3).

5. Âèçíà÷èòè òî÷êè åêñòðåìóìó òà îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â
òî÷êàõ åêñòðåìóìó.

Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìà íà ïðèêëàäàõ.
10.1. Âñòàíîâèòè iíòåðâàëè ìîíîòîííîñòi òà òî÷êè åêñòðåìó-
ìó ôóíêöi¨:

à) f(x) = 3
4x

4 − x3 − 9x2 + 7.

¤ 1) f ′(x) = 3x3 − 3x2 − 18x = 3x(x + 2)(x− 3);

2) 3x(x+2)(x−3) = 0, ñòàöiîíàðíi òî÷êè x1 = −2, x2 = 0, x3 = 3;

3) f ′(x) iñíó¹ íà âñié äiéñíié îñi.
4) çíàê ïîõiäíî¨ â îêîëàõ êðèòè÷íèõ òî÷îê çîáðàæåíî íà ðèñóíêó
10.1.

Ðèñ. 10.1: çíàêè ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f(x) = 3
4
x4 − x3 − 9x2 + 7

Áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ ñïàäà¹ íà ïðîìiæêàõ (−∞,−2) i (0, 3);

çðîñòà¹ íà ïðîìiæêàõ (−2, 0) i (3, +∞).

5) Ïðè öüîìó x1 = −2 òà x3 = 3 � öå òî÷êè ìiíiìóìó, à x2 = 0 �
òî÷êà ìàêñèìóìó. Åêñòðåìàëüíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x) (òîáòî, çíà-
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÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷êàõ åêñòðåìóìó) íàñòóïíi: fmin1 = f(x1) = −9,

fmax = f(x2) = 7, fmin2 = f(x3) = −40,25. ¥
á) f(x) = ex + e−x.

¤ 1) f ′(x) = ex − e−x; 2) f ′(x) = 0 ⇔ x0 = 0; 3) ïîõiäíà
iñíó¹ â óñiõ äiéñíèõ òî÷êàõ; 4) ìåòîäîì ïðîáíèõ òî÷îê çíàõîäèìî
çíàê ïîõiäíî¨ ó âiäïîâiäíèõ iíòåðâàëàõ:

Ðèñ. 10.2: çíàêè ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f(x) = ex + e−x

Ôóíêöiÿ ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó (−∞, 0) òà çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó
(0, +∞). 5) x0 = 0 � òî÷êà ìiíiìóìó, fmin = f(0) = 2. ¥

â)
f(x) =

14

x4 − 5x2 + 6
.

¤ 1) f ′(x) = −28x(2x2−5)
((x2−2)(x2−3))2 ;

2) f ′(x) = 0 ⇔ x1 = 0, x2 =
√

5
2 , x3 = −

√
5
2 ;

3) ïîõiäíà íå iñíó¹ â òî÷êàõ x4,5 = ±√2 òà x6,7 = ±√3.

Ðèñ. 10.3: çíàêè ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f(x) = 14
x4−5x2+6

4) ôóíêöiÿ ñïàäà¹ íà iíòåðâàëàõ
(
−

√
5
2 ,−

√
2
)

, (−√2, 0),(√
5
2 ,
√

3
)

, (3, +∞);

çðîñòà¹ ∀x ∈ (−∞,−√3) ∪
(
−√3,−

√
5
2

)
∪ (0,

√
2) ∪

(√
2,

√
5
2

)
.
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5) x1 = 0 � òî÷êà ìiíiìóìó, ïðè öüîìó fmin = f(0) = 7
3 . Òî÷êè

ìàêñèìóìó: x2,3 = ±
√

5
2 i fmax = f

(
±

√
5
2

)
= −56. ¥

10.2.2 Äðóãèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ òî÷îê åêñòðåìóìó
ôóíêöi¨

1. Çíàéòè ïîõiäíó äàíî¨ ôóíêöi¨ f(x).

2. Ïðèðiâíÿòè ïîõiäíó äî íóëÿ. Çíàéòè êîðåíi îäåðæàíîãî ðiâíÿí-
íÿ f ′(x) = 0 � ñòàöiîíàðíi òî÷êè.

3. Çíàéòè òî÷êè, â ÿêèõ ïîõiäíà íå iñíó¹.

4. Çíàéòè äðóãó ïîõiäíó çàäàíî¨ ôóíêöi¨.

5. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨ â êðèòè÷íèõ òî÷êàõ.

6. Âñòàíîâèòè òèï òî÷îê åêñòðåìóìó òà îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóí-
êöi¨ â öèõ òî÷êàõ.

Çíîâó ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.
10.2. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóì çàäàíó ôóíêöiþ:

à) f(x) = x2 ln x.

¤ 1) f ′(x) = x(2 ln x + 1);

2) f ′(x) = 0 ÿêùî x0 = 1√
e
;

3) f ′(x) iñíó¹ íà âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x) (òîáòî, íà
ïðîìiæêó (0, +∞) );
4) f ′′(x) = 2 ln x + 3;

5) � 6) f ′′(x0) = 2 ln e−
1
2 + 3 = 2 > 0 òîìó x0 = e−

1
2 � òî÷êà

ìiíiìóìó, fmin = f(e−
1
2 ) = − 1

2e . ¥
á) f(x) = 2 sin x + cos 2x.
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¤ Îñêiëüêè ïåðiîä çàäàíî¨ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ 2π, òî ïðè ðîçâ'ÿ-
çàííi îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì âiäðiçêà [0, 2π].

1) f ′(x) = 2 cos x− 2 sin 2x = 2 cos x(1− 2 sin x);

2) f ′(x) = 0 ⇔ x1 = π
6 , x2 = π

2 , x3 = 5π
6 , x4 = 3π

2 ;

3) Ïîõiäíà iñíó¹ â óñiõ òî÷êàõ âiäðiçêó [0, 2π];

4) f ′′(x) = −2 sin x− 4 cos 2x;

5) � 6) f ′′(π
6 ) = −3 < 0, òîìó x1 = π

6 � òî÷êà ìàêñèìóìó,
fmax 1 = f(π

6 ) = 3
2 , f ′′(π

2 ) = 2 > 0, òîìó x2 = π
2 � òî÷êà ìiíi-

ìóìó, fmin 1 = f(π
2 ) = 1, f ′′(5π

6 ) = −3 < 0, òîìó x3 = 5π
6 � òî÷êà

ìàêñèìóìó, fmax 2 = f(5π
6 ) = 3

2 , f ′′(3π
2 ) = 6 > 0, òîìó x4 = 3π

2 �
òî÷êà ìiíiìóìó, fmin 2 = f(3π

2 ) = −3. ¥
10.3. Çíàéòè òî÷êè åêñòðåìóìó ôóíêöi¨:

à) y = (1 + x + x2

2! + . . . + xn

n! )e
−x, n ∈ N.

¤ Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïåðøèì àëãîðèòìîì ðîçâ'ÿçàííÿ:
1)

y′ =
(

1 +
2x

2!
+

3x2

3!
. . . +

nxn−1

n!

)
e−x−

−
(

1 + x +
x2

2!
+ . . . +

xn

n!

)
e−x =

=
[(2x

2!
− x

)
+

(
3x2

3!
− x2

2!

)
+ . . . +

+

(
nxn−1

n!
− xn−1

(n− 1)!

)]
=
−xn

n!
e−x.

2) Ïîõiäíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü ïðè x0 = 0.

3) Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ y ¹ ìíîæèíà âñiõ
äiéñíèõ ÷èñåë;
4) ßêùî ÷èñëî n ïàðíå, òî y′ > 0 íà âñié äiéñíié îñi R, ÿêùî æ n

íåïàðíå, òî y′ < 0 ∀x ∈ (−∞, 0) i y′ > 0 ∀x ∈ (0, +∞);
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5) Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó ïàðíîãî n òî÷îê åêñòðåìóìó íåìà¹, äëÿ
n íåïàðíîãî x0 = 0 � òî÷êà ìiíiìóìó, ymin(0) = 1. ¥

á) f(x) =

{
−2x, x < 0;

3x + 5, x ≥ 0.

¤ 1)

f ′(x) =

{
−2, x < 0;

3, x > 0.

2) f ′(x) 6= 0 ∀x 6= 0 ; 3) f ′(x) iñíó¹ â óñiõ òî÷êàõ, çà âèíÿòêîì
x = 0; 4) Áà÷èìî, ùî f ′(x) < 0 ïðè x < 0 òà f ′(x) > 0 ïðè x > 0;

5) Àëå òî÷êà x = 0 íå áóäå òî÷êîþ ìiíiìóìó, îñêiëüêè ôóíêöiÿ ìà¹
ðîçðèâ â öié òî÷öi (äiéñíî, lim

x→0−
f(x) = 0, à lim

x→0+
f(x) = 5 ). ¥

â) f(x) =

{
2x2 + 3 , x 6= 0;

4,5 , x = 0.

¤ 1) f ′(x) =

{
4x, x 6= 0;

0, x = 0;
2) f ′(x) = 0 ïðè x = 0 ; 3) f ′(x)

iñíó¹ â óñiõ òî÷êàõ; 4) Çðîçóìiëî, ùî f ′(x) < 0 ïðè x < 0 òà
f ′(x) > 0 ïðè x > 0; 5) Òî÷êà x = 0 áóäå íå òî÷êîþ ìiíiìóìó, à
ìàêñèìóìó, ùî âèïëèâà¹ ç ãðàôiêà ôóíêöi¨, ÿêèé íåâàæêî ïîáóäó-
âàòè (ðèñ. 10.4). ¥

Ðèñ. 10.4: ãðàôiê ôóíêöi¨ ç ïðèêëàäó 10.3 â)
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10.4. Êðóãëèì äiëîâèì ëiñîì íàçèâàþòü êîëîäè ïðàâèëüíî¨ ôîð-
ìè áåç äåôåêòiâ äåðåâèíè ç âiäíîñíî íåâåëèêîþ ðiçíèöåþ äiàìåòðiâ
òîâñòîãî é òîíêîãî êiíöiâ. Ïðè âèçíà÷åííi îá'¹ìiâ êðóãëîãî äiëî-
âîãî ëiñó çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü ñïðîùåíó ôîðìóëó V = lS, äå
l � äîâæèíà êîëîäè, S � ñåðåäíÿ ïëîùà ¨¨ ïåðåòèíó. Ç'ÿñóéòå,
çàâèøà¹òüñÿ àáî çàíèæó¹òüñÿ ïðè öüîìó ðåàëüíèé îá'¹ì; îöiíèòå
âiäíîñíó ïîãðiøíiñòü.

¤ Ôîðìà êðóãëîãî äiëîâîãî ëiñó áëèçüêà äî óñi÷åíîãî êîíóñà.
Íåõàé R � ðàäióñ áiëüøîãî, r � ìåíøîãî êiíöÿ êîëîäè. �¨ òî÷íèé
îá'¹ì (îá'¹ì óñi÷åíîãî êîíóñà) ìîæíà çíàéòè ïî ôîðìóëi

V =
1

3
πl(r2 + R2 + rR).

Íåõàé V1 � çíà÷åííÿ îá'¹ìó, îá÷èñëåíå ïî ñïðîùåíié ôîðìóëi.
Òîäi

V1 = πl

(
R + r

2

)
.

Ïîçíà÷èìî ∆V = V − V1. Îñêiëüêè ∆V = πl
12(R − r)2 > 0, òî

V > V1 . À îòæå, ñïðîùåíà ôîðìóëà äà¹ çàíèæåííÿ âåëè÷èíè îá'¹ìó.
Ïîêëàäåìî òåïåð R

r = x i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(x) =
∆V

V1
=

1

3

(
x− 1

x + 1

)2

. (10.1)

Ç (10.1) áà÷èìî, ùî âiäíîñíà ïîãðiøíiñòü íå çàëåæèòü âiä äîâ-
æèíè êîëîäè, à âèçíà÷à¹òüñÿ âiäíîøåííÿì R

r . Äîñëiäèìî ôóíêöiþ
f(x) íà ìîíîòîííiñòü çà ïåðøèì àëãîðèòìîì. 1)

f ′(x) = 4
x− 1

(x + 1)3 .

2) f ′(x) = 0 ⇔ x = 1. 3) Ïîõiäíà íå iñíó¹ ïðè x = −1. 4)

f ′(x) > 0 êîëè x ∈ (−∞;−1) ∪ (1;∞); f ′(x) < 0 ïðè x ∈ (−1; 1).
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Îñêiëüêè ôóíêöiÿ çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó [1;∞], òî ∀x ∈ [1; 2] âè-
êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x) < f(2) < 1

27 . Òàêèì ÷èíîì, âiäíîñíà ïî-
ãðiøíiñòü íå ïåðåâåðøó¹ 3,7 âiäñîòêà, ùî â ïðàêòèöi ëiñîçíàâñòâà
ââàæà¹òüñÿ öiëêîì ïðèïóñòèìèì. ¥

10.3 Íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ

10.3.1 Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî òà íàéìåíøî-
ãî çíà÷åíü ôóíêöi¨ íà ïðîìiæêó

1. Çíàéòè òî÷êè åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ íà çàäàíîìó ïðîìiæêó.

2. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷êàõ åêñòðåìóìó òà íà êiíöÿõ
ïðîìiæêó.

3. Îáðàòè ñåðåä çíàéäåíèõ ÷èñåë íàéáiëüøå òà íàéìåíøå.

10.5. Çíàéòè íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âêà-
çàíîìó ïðîìiæêó:

à) f(x) = 2x3 − 3x2 − 12x + 1 íà âiäðiçêó [−2, 5
2 ].

¤ 1)

f ′(x) = 6x2 − 6x− 12; f ′(x) = 0 ⇔ x1 = −1, x2 = 2.

Çðîçóìiëî, ùî x1, x2 ∈ [−2, 5
2 ]. Çíàéäåìî äðóãó ïîõiäíó ôóíêöi¨

f(x) : f ′′(x) = 12x. Îñêiëüêè f ′′(−1) = −12 < 0, òî x1 � òî÷êà
ìàêñèìóìó; f ′′(2) = 24 > 0, îòæå, x2 � òî÷êà ìiíiìóìó.
2) Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷êàõ åêñòðåìóìó òà íà êiíöÿõ
âiäðiçêó: f(−1) = 8, f(2) = −19, f(−2) = −3, f(5

2) = −33
2 .

3) Ôóíêöiÿ f(x) ïðèéìà¹ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ, à ñàìå, 8, íà âiäðiç-
êó [−2, 5

2 ] â òî÷öi x = −1; íàéìåíøå çíà÷åííÿ, ÿêå äîðiâíþ¹ −19,

ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ â òî÷öi x = 2. ¥
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á) f(x) = xe−x íà ïðîìiæêó [0, +∞).

¤ 1) f ′(x) = e−x − xe−x; f ′(x) = 0 ïðè x0 = 1. f ′(x) > 0 íà
ïðîìiæêó (−∞, 1) i f ′(x) < 0 íà ïðîìiæêó (1, +∞). Òàêèì ÷èíîì,
x0 = 1 � òî÷êà ìàêñèìóìó.
2) Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi ìàêñèìóìó òà íà êiíöÿõ çà-
äàíîãî ïðîìiæêó:

f(0) = 0, f(1) =
1

e
, lim

x→∞
f(x) = lim

x→∞
x

ex
=

(∞
∞

)
= lim

x→∞
1

ex
= 0.

3) Çàäàíà ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ, ÿêå äîðiâíþ¹ 0, â
òî÷öi x = 0 òà ïðè x →∞ ; íàéáiëüøå çíà÷åííÿ, ÿêå äîðiâíþ¹ 1

e �
â òî÷öi x = 1. ¥

â) f(x) = sin x sin 2x íà ïðîìiæêó (−∞, +∞).

¤ Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî

f(x) = sin x sin 2x =
1

2
(cos x− cos 3x).

Îñêiëüêè çàäàíà ôóíêöiÿ ïàðíà òà ¨¨ ïåðiîä äîðiâíþ¹ 2π, òî ïðè
ðîçâ'ÿçàííi îáìåæèìîñÿ âiäðiçêîì [0, π].

1) f ′(x) = 1
2(3 sin 3x − sin x). Ïîõiäíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü ó

òî÷êàõ x1 = 0, x2 = arccos −1√
3
, x3 = arccos 1√

3
, x4 = π.

Ç'ÿñó¹ìî, ÷è áóäóòü òî÷êè x2, x3 åêñòðåìàëüíèìè. Äëÿ öüîãî
ñêîðèñòà¹ìîñÿ äðóãèì àëãîðèòìîì.

f ′′(x) =
1

2
(9 cos 3x− cos x),

f ′′(x2) = f ′′
(

arccos
−1√

3

)
=

4√
3

> 0,

âiäïîâiäíî, x2 � òî÷êà ìiíiìóìó;

f ′′(x3) = f ′′
(

arccos
1√
3

)
=
−4√

3
< 0,
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òîìó x3 � òî÷êà ìàêñèìóìó. Òî÷êè x1 òà x4 � êiíöi âiäðiçêó, îòæå
âîíè íå ìîæóòü áóòè òî÷êàìè åêñòðåìóìó.

2) f(0) = f(π) = 0, f
(
arccos

(
± 1√

3

))
= ± 4

3
√

3
.

3) Íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ â òî÷öi x2 = arccos −1√
3
,

íàéáiëüøå � â òî÷öi x3 = arccos 1√
3
.

Îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî, ùî íàéìåíøå çíà÷åííÿ çàäàíà ôóíêöiÿ
ïðèéìà¹ â òî÷êàõ arccos −1√

3
+ 2πk i 2π − arccos −1√

3
+ 2πk, k ∈ Z,

à íàéáiëüøå � â òî÷êàõ arccos 1√
3

+ 2πk òà 2π − arccos 1√
3

+ 2πk,

k ∈ Z. ¥

10.4 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà â iíòåðâàëi (a; b), ìà¹ ñêií÷åííó
ïîõiäíó â öüîìó iíòåðâàëi i ∃c ∈ (a; b) : f(c) = 0, òî çà óìîâè
f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ (a; b) ôóíêöiÿ f(x) çðîñòà¹ íà (a; b).

2. Áóäü-ÿêà ñòàöiîíàðíà òî÷êà äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ¹ òî÷êîþ åêñòðåìó-
ìó öi¹¨ ôóíêöi¨.

3. ßêùî x0 � òî÷êà åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ f(x), òî f ′(x0) = 0 àáî
f ′(x0) → ±∞.

4. Êëàñ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ çàñòîñîâíà ïåðøà äîñòàòíÿ óìîâà iñíó-
âàííÿ åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ â òî÷öi (òåîðåìà 10.4), âóæ÷å çà êëàñ
ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ çàñòîñîâíà äðóãà äîñòàòíÿ óìîâà iñíóâàííÿ
åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ â òî÷öi (òåîðåìà 10.5).

5. Áóäü-ÿêà äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b) ôóíêöiÿ f(x), äëÿ
ÿêî¨ f ′(x) ≥ 0 â óñiõ òî÷êàõ iíòåðâàëó íå ñïàäà¹ íà iíòåðâàëi



10.4. ÇÀÂÄÀÍÍß ÄËß ÑÀÌÎÑÒIÉÍÎ� ÐÎÁÎÒÈ 107

(a; b).

6. Ïîõiäíà ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ ìîæå ïåðåòâîðþâàòèñÿ â íóëü â
îêðåìèõ òî÷êàõ.

7. Íå äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b) ôóíêöiÿ ìîæå áóòè ìîíî-
òîííà â iíòåðâàëi (a; b).

8. Òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöi¨ íå ìîæóòü áóòè òî÷êàìè åêñòðåìóìó
öi¹¨ æ ôóíêöi¨.

9. Ó êîæíié êðèòè÷íié òî÷öi ôóíêöiÿ ìà¹ åêñòðåìóì.

10. Çà óìîâè f ′′(x0) = 0 ôóíêöiÿ f(x) â òî÷öi x0 ìà¹ ìàêñèìóì.

10.6.Äîñëiäèòè ôóíêöiþ íà ìîíîòîííiñòü òà òî÷êè åêñòðåìóìó:
à) f(x) = −x2 5

√
(x− 2)2; á) y = x2−3x+2

x2−7x+12 ;

â) f(x) = cos 2x− 2 sin x; ã) f(x) = tg x− x;

ä) y = x4e−x2

; å) f(x) = ln x + 1
x ;

¹) f(x) =

{
−2x, x < 0,

3x + 5, x ≥ 0;

æ) y = cos x− 1 + x2

2! − x3

3! .
10.7. ∗ Çíàéòè òî÷êè åêñòðåìóìó ôóíêöi¨:

à) f(x) = |x2 − 3x + 2|; á) f(x) =

{
e−

1
x , x 6= 0,

0, x = 0;
10.8. Çíàéòè íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âêàçà-
íîìó ïðîìiæêó:

à) y = x4 − 8x2 + 3 íà âiäðiçêó [−2, 2];

á) y =
√

4− x2 íà âiäðiçêó [−2, 2];

â) y = x + 2
√

x íà âiäðiçêó [0, 4];

ã) y = x− 2 ln x íà ïðîìiæêó (1, e);

ä) y = arctg x− 1
2 ln x íà ïðîìiæêó [1, e4);
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å) ∗ y = xx íà ïðîìiæêó [1, +∞);

¹) ∗ y = e−x2

cos x2 íà ïðîìiæêó (−∞, +∞);

æ) ∗ y =

{
2x2 + 2

x2 , x 6= 0,

1, x = 0;
íà âiäðiçêó [−3, 3].

10.9. ∗ Äîâåñòè, ùî ∀ a, b, c, d ôóíêöiÿ f(x) = ax+b
cx+d íå ìà¹ òî÷îê

åêñòðåìóìó.



ÇÀÍßÒÒß 11

Çàäà÷i íà íàéáiëüøå (íàéìåíøå)
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

11.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

11.1. Äîâåäiòü, ùî ïðè α, β ≥ 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

sin(α + β) ≤ sin α + β.

¤ Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x − sin x, âèçíà÷åíó íà âñié
îñi, òà äîñëiäèìî ¨¨ íà ìiíiìóì íà ïðîìiæêó [0,∞). Îñêiëüêè
f ′(x) = 1 − cos x ≥ 0 íà öüîìó ïðîìiæêó é äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè
x = 2πk, k ∈ Z, òî ôóíêöiÿ f(x) çðîñòà¹ òà ïðèéìà¹ íàéìåíøå
çíà÷åííÿ, ÿêå äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè x = 0.

Òîìó, äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ β ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ

f(α) ≤ f(α + β)

àáî
α− sin α ≤ α + β − sin(α + β) ⇒

⇒ sin(α + β) ≤ sin α + β.

109
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Ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå ïðè α ∈ [0,∞), β = 0. ¥
11.2. ∗ Äîâåäiòü íåðiâíiñòü

2x

x + 2
≤ ln(x + 1) ≤ x(x2 + 8x + 8)

4(x + 1)(x + 2)
, x ≥ 0.

¤ Ðîçãëÿíåìî äâi ôóíêöi¨:

f(x) = ln(x + 1)− 2x

x + 2
òà g(x) =

x(x2 + 8x + 8)

4(x + 1)(x + 2)
− ln(x + 2).

�õ ïîõiäíi

f ′(x) =
x2

(x + 1)(x + 2)2 òà g′(x) =
x4 + 2x3 + 6x2 + 12x + 8

4(x + 1)2(x + 2)2

ïðè x ≥ 0 íåâiä'¹ìíi, òîìó ôóíêöi¨ ìîíîòîííî çðîñòàþòü. Ïðè öüî-
ìó íàéìåíøå çíà÷åííÿ êîæíà ç íèõ ïðèéìà¹ ÿêùî x = 0, òîáòî

f(x) ≥ f(0) = 0, ln(x + 1)− 2x

x + 2
≥ 0

é
g(x) ≥ g(0) = 0,

x(x2 + 8x + 8)

4(x + 1)(x + 2)
− ln(x + 2) ≥ 0.

Òàêèì ÷èíîì
2x

x + 2
≤ ln(x + 1) ≤ x(x2 + 8x + 8)

4(x + 1)(x + 2)
, x ≥ 0.

Ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ïðè x = 0. ¥
11.3. ∗ Ùî áiëüøå: ab ÷è ba, ÿêùî à) 0 < a < b < e ;

á) e < a < b?
¤ Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x

1
x òà ç'ÿñó¹ìî ïèòàííÿ ¨¨ ìîíî-

òîííîñòi.

ln f(x) =
ln x

x
, (ln f(x))′ =

(
ln x

x

)′
,

f ′(x)

f(x)
=

1− ln x

x2 ,

f ′(x) = (1− ln x)x
1
x−2.
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Çâiäñè çíàõîäèìî, ùî ïðè x ∈ (0, e) f ′(x) > 0, òîáòî f(x) �
ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, à ïðè x ∈ (e,∞) f ′(x) < 0, òîáòî
f(x) � ìîíîòîííî ñïàäíà ôóíêöiÿ. Òàêèì ÷èíîì, ïðè 0 < a < b < e

ab < ba, à ïðè e < a < b ab > ba. ¥
11.4. Çíàéòè ÷èñëî, ÿêå, äîäàíå äî ñâîãî êâàäðàòà, äà¹ íàéìåíøó
ñóìó.

¤ Íåõàé øóêàíå ÷èñëî x. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ:

f(x) = x + x2.

Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ � âñi äiéñíi ÷èñëà.
Äîñëiäèìî ôóíêöiþ f(x) = x + x2 íà íàéìåíøå çíà÷åííÿ ïðè

x ∈ R.

f ′(x) = 2x + 1, x = −1
2 � ñòàöiîíàðíà òî÷êà. Ïðè öüîìó

f ′′(x) = 2 > 0 äëÿ âñiõ x, òîìó â òî÷öi x = −1
2 ôóíêöiÿ ìà¹

ìiíiìóì, fmin = −1
4 .

ßêùî x → ±∞, òî f(x) → +∞. Òàêèì ÷èíîì, íàéìåíøå
çíà÷åííÿ ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ ïðè x = −1

2 . Øóêàíå ÷èñëî � öå −1
2 .

¥
11.5. Ïiä ÷àñ n âèìiðþâàíü íåâiäîìî¨ âåëè÷èíè A áóëè îäåð-
æàíi ÷èñëà x1, x2, . . . , xn. Â ÿêîñòi çíà÷åííÿ A ïðèéìàþòü òà-
êå çíà÷åííÿ x, äëÿ ÿêîãî ñóìà êâàäðàòiâ éîãî âiäõèëåíü âiä ÷èñåë
x1, x2, . . . , xn íàéìåíøà. Çíàéòè çíà÷åííÿ x.

¤ Íàì òðåáà äîñëiäèòè ôóíêöiþ

f(x) = (x− x1)
2 + (x− x2)

2 + . . . + (x− xn)
2, x ∈ R

íà íàéìåíøå çíà÷åííÿ.

f ′(x) = 2((x− x1) + (x− x2) + . . . + (x− xn)).

f ′(x) = 0 ⇔ x =
x1 + x2 + . . . + xn

n
.



112
ÇÀÍßÒÒß 11. ÇÀÄÀ×I ÍÀ ÍÀÉÁIËÜØÅ (ÍÀÉÌÅÍØÅ) ÇÍÀ×ÅÍÍß

ÔÓÍÊÖI�

f ′′(x) = 2n > 0, òîìó f(x) ìà¹ ìiíiìóì ó òî÷öi x = x1+x2+...+xn

n .

Iíøèõ òî÷îê åêñòðåìóìó ôóíêöiÿ íå ìà¹. Îñêiëüêè

f(x) → +∞ ïðè x → ±∞,

òî ñâî¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ â çíàéäåíié òî÷öi
x = x1+x2+...+xn

n .

Òàêèì ÷èíîì, íàéêðàùèì, ç òî÷êè çîðó ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàä-
ðàòiâ, íàáëèæåíèì çíà÷åííÿì íåâiäîìî¨ âåëè÷èíè A ¹ ñåðåäí¹ àðèô-
ìåòè÷íå çíà÷åíü x1, x2, . . . , xn. ¥
11.6. Ó äàíó ñôåðó âïèñàòè öèëiíäð, ÿêèé ìà¹ íàéáiëüøó ái÷íó
ïîâåðõíþ.

¤ Íåõàé R � ðàäióñ ñôåðè, r � ðàäióñ îñíîâè öèëiíäðà. Òîäi
âèñîòà öèëiíäðà h ìîæå áóòè çíàéäåíà çà ôîðìóëîþ h = 2

√
R2 − r2

(äèâ. ðèñ. 11.1), à ïëîùà ái÷íî¨ ïîâåðõíi S = 2πrh. Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

S(r) = 4πr
√

R2 − r2, r ∈ [0, R].

Ðèñ. 11.1: äî çàäà÷i 11.6

Äàëi äîñëiäèìî ôóíêöiþ S(r) íà íàéáiëüøå çíà÷åííÿ â ïðîìiæêó
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[0, R].

S ′(r) = 4π
√

R2 − r2 − 4πr2
√

R2 − r2
= 4π

R2 − 2r2
√

R2 − r2
.

S ′(r) = 0 çà óìîâè, ùî r = R√
2
. Ïîõiäíà íå iñíó¹ ïðè r ≥ R.

S ′(r) > 0 ÿêùî r ∈ [0, R√
2
) i S ′(r) < 0 çà óìîâè r ∈ ( R√

2
, R). Òîìó

r = R√
2
� òî÷êà ìàêñèìóìó.

S(r) → 0 ïðè r → 0; S(r) → 0 ïðè r → R; S( R√
2
) = 2πR2.

Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ðàäióñ øóêàíîãî öèëiíäðà äîðiâíþ¹
R√
2
, âèñîòà � R

√
2. ¥

11.7. ßêi ðîçìiðè ïîâèííà ìàòè êîíñåðâíà áàíêà, ùî ìà¹ íàéáiëü-
øèé îá'¹ì ïðè çàäàíié ïëîùi ïîâåðõíi?

Ðèñ. 11.2: äî çàäà÷i 11.7

¤ Íåõàé âèñîòà öèëiíäðà H, à ðàäióñ îñíîâè � R. Âiäîìî, ùî
ïîâíà ïëîùà ïîâåðõíi öèëiíäðà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S = 2πRH + 2πR2.

Òîìó
H =

S − 2πR2

2πR
.

Âiäïîâiäíî, îá'¹ì öèëiíäðà

V = πR2H = πR2 · S − 2πR2

2πR
=

1

2
R(S − 2πR2).
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Äàëi âñòàíîâèìî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ V = V (R). Çðî-
çóìiëî, ùî R > 0. Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè V > 0, òî S − 2πR2 > 0

çâiäêè R <
√

S
2π . Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨

V (R) ¹ iíòåðâàë
(
0,

√
S
2π

)
.

Äîñëiäèìî ôóíêöiþ V (R) íà íàéáiëüøå çíà÷åííÿ çà óìîâè
R ∈

(
0,

√
S
2π

)
.

V ′ =
1

2
(S − 2πR2)− 1

2
4πR2 =

1

2
(S − 6πR2).

Ïîõiäíà iñíó¹ äëÿ âñiõ R çi âêàçàíîãî ïðîìiæêó, òîìó çíàéäåìî
ëèøå ñòàöiîíàðíi òî÷êè:

V ′ = 0 ⇔ R =

√
S

6π
.

Ïðè öüîìó

V ′′ = −6πR i V ′′
(√

S

6π

)
= −

√
6πS < 0,

òîáòî, òî÷êà R =
√

S
6π ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó ôóíêöi¨ V íà iíòåðâàëi

(0,
√

S
2π).

Îñêiëüêè V → 0 ïðè R → 0 òà R →
√

S
2π , òî íàéáiëüøå çíà÷åí-

íÿ íà ïðîìiæêó (0,
√

S
2π) ôóíêöiÿ V ïðèéìà¹ â òî÷öi R =

√
S
6π .

Âèñîòà áàíêè H ïîâèííà äîðiâíþâàòè 2R, òîáòî,
√

2S
3π . ¥

11.8. Íà ÿêié âèñîòi íàä öåíòðîì êðóãëîãî ñòîëà ðàäióñó a íå-
îáõiäíî ïîâiñèòè åëåêòðè÷íó ëàìïó, âèõîäÿ÷è ç óìîâè íàéáiëüøî¨
îñâiòëåíîñòi êðàþ ñòîëà?

¤ Îñâiòëåíiñòü I âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ I = k sin ϕ
r2 , äå

k = const, r � âiäñòàíü âiä äæåðåëà ñâiòëà äî òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ,
êóò ϕ çîáðàæåíî íà ðèñóíêó 11.3.
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Ðèñ. 11.3: äî çàäà÷i 11.8

Ïîçíà÷èìî øóêàíó âèñîòó ÷åðåç x. Çðîçóìiëî, ùî x ∈ [0, +∞).

Ç âiäïîâiäíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ìà¹ìî

r =
√

a2 + x2, sin ϕ =
x

r
=

x√
a2 + x2

.

Òîìó
I(x) = k

x

(a2 + x2)
3
2

.

Äàëi äîñëiäèìî îäåðæàíó ôóíêöiþ I(x) íà íàéáiëüøå çíà÷åííÿ
êîëè x ∈ [0, +∞).

I ′(x) = k
(a2 + x2)

3
2 − 3

2x(a2 + x2)
1
22x

(a2 + x2)3 = k
a2 − 2x2

(a2 + x2)
5
2

.

Ïðè x = a√
2
ïîõiäíà ôóíêöi¨ I(x) äîðiâíþ¹ íóëþ. Íà iíòåðâàëi

(0, a√
2
) ôóíêöiÿ I(x) çðîñòà¹, à íà ïðîìiæêó ( a√

2
, +∞) � ñïàäà¹.

Îòæå, x = a√
2
� òî÷êà ìàêñèìóìó.

Îñêiëüêè I(0) = 0 òà I(x) → 0 ïðè x → +∞, òî íàéáiëüøå
çíà÷åííÿ ôóíêöiÿ I(x) ïðèéìà¹ â òî÷öi x = a√

2
. ¥

11.9. ∗ Äî ði÷êè (ç ïàðàëåëüíèìè áåðåãàìè) øèðèíîþ a ìåòðiâ ïî-
áóäîâàíî ïiä ïðÿìèì êóòîì êàíàë øèðèíîþ b ìåòðiâ. ßêî¨ ìàêñè-
ìàëüíî¨ äîâæèíè êîðàáëi ìîæóòü âõîäèòè â öåé êàíàë?
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¤ Íåõàé α � êóò, ïiä ÿêèì êîðàáåëü âõîäèòü ó êàíàë,
α ∈ [0◦, 90◦]. Äîâæèíó êîðàáëÿ ïîçíà÷èìî ëiòåðîþ l. Ñïèðàþ÷èñü
íà âëàñòèâîñòi ïðÿìîêóòíèõ òðèêóòíèêiâ (ðèñ. 11.4), äàëi ìà¹ìî

l = l(α) =
b

sin α
+

a

sin(90◦ − α)
=

b

sin α
+

a

cos α
.

l′(α) =
−b cos α

sin2 α
+

a sin α

cos2 α
=

a sin3 α− b cos3 α

sin2 α cos2 α
.

l′(α) = 0 ⇔ tg3 α =
b

a
, àáî α = arctg

3

√
b

a
.

Ðèñ. 11.4: äî çàäà÷i 11.9

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî â òî÷öi α = arctg 3

√
b
a ôóíêöiÿ l(α)

äîñÿãà¹ íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ íà ïðîìiæêó [0◦, 90◦], îñêiëüêè íà êií-
öÿõ öüîãî ïðîìiæêó l(α) → +∞.

Øóêàíà äîâæèíà êîðàáëÿ ñêëàäà¹ l

(
arctg 3

√
b
a

)
= (a

2
3 + b

2
3 )

3
2

ìåòðiâ. ¥
11.10. Òðè ðåçèñòîðè ç îïîðîì R1, R2, R3 ç'¹äíàíi ïàðàëåëüíî.
Îïið R1 â 9 ðàçiâ áiëüøå îïîðó R2. ßêùî âñi òðè ðåçèñòîðè ç'¹ä-
íàòè ïîñëiäîâíî, òî îïið ëàíöþãà äîðiâíþâàòèìå R. Âèçíà÷èòè
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îïið êîæíîãî ç ðåçèñòîðiâ ïðè ÿêèõ îïið ïàðàëåëüíîãî ëàíöþãà áó-
äå íàéáiëüøèì.

¤ Ïðè ïàðàëåëüíîìó ç'¹äíàííi ðåçèñòîðiâ åêâiâàëåíòíèé îïið
çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

1/Råêâ = 1/R1 + 1/R2 + 1/R3.

Çãiäíî óìîâè R1 = 9R2, R = R1 + R2 + R3 (ðåçèñòîðè ç'¹äíàíi
ïîñëiäîâíî), òîìó R3 = R−R1 −R2 = R− 10R2. Îòæå

1/Råêâ =
10R− 91R2

9R2(R− 10R2)
⇒ Råêâ =

9R2(R− 10R2)

10R− 91R2
.

Çà ôiçè÷íèì çìiñòîì Råêâ > 0, ùî ïðèâîäèòü íàñ äî ñèñòåìè
íåðiâíîñòåé





R2 > 0

R− 10R2 > 0

10R− 91R2 > 0

⇔ R2 ∈ (0; R/10).

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à çâåäåíà äî çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî çíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ Råêâ = Råêâ(R2) â iíòåðâàëi (0; R/10). Âiçüìåìî
ïîõiäíó âiä Råêâ ïî R2 :

R′åêâ =
10(91R2

2 − 20RR2 + 10R2)

(10R− 91R2)2 .

Êðèòè÷íèìè òî÷êàìè ôóíêöi¨ ¹ òàêi çíà÷åííÿ R2 : 10
91R, R/7,

R/13. Â iíòåðâàëi (0; R/10) ìiñòèòüñÿ òiëüêè îäíà êðèòè÷íà òî÷êà
R2 = R/13. Ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç öþ òî÷êó ïîõiäíà R′åêâ ìiíÿ¹ çíàê
ç äîäàòíîãî íà âiä'¹ìíèé. Òîìó ïðè R2 = R/13 äîñÿãà¹òüñÿ ìàê-
ñèìóì ôóíêöi¨ Råêâ. Îñêiëüêè çà óìîâ R2 → 0 àáî R2 → R/10

Råêâ → 0, òî íàéáiëüøèé îïið ëàíöþãà ç ïàðàëåëüíî ç'¹äíàíèìè
ðåçèñòîðàìè áóäå ïðè R1 = 9R/13, R2 = R/13, R3 = 3R/13;
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Råêâ íàéáiëüøå = 9R/169. ¥
11.11. ∗ Ïiäïðè¹ìñòâî D íåîáõiäíî ç'¹äíàòè øîñåéíîþ äîðîãîþ ç
ïðÿìîëiíiéíîþ çàëiçíè÷íîþ êîëi¹þ íà ÿêié ðîçòàøîâàíî ìiñòî A.

Âiäñòàíü DB äî çàëiçíè÷íî¨ êîëi¨ a êì, âiäñòàíü AB çàëiçíè÷-
íîþ êîëi¹þ äîðiâíþ¹ l êì. Âàðòiñòü ïåðåâåçåíü ïî øîñå â m ðàç
äîðîæ÷å âàðòîñòi ïåðåâåçåíü çàëiçíèöåþ (m > 1 ).

ßêèì ÷èíîì ïðîâåñòè øîñå DP äî çàëiçíè÷íî¨ êîëi¨ çà óìîâè
ìiíiìiçàöi¨ çàãàëüíî¨ âàðòîñòi ïåðåâåçåíü?

¤ Çðîçóìiëî, ùî øîñå áóäå ïðÿìîëiíiéíèì. Òî÷êà P (ìiñöå ç'¹ä-
íàííÿ øîñå òà çàëiçíèöi) ïîâèííà ìiñòèòèñÿ ìiæ òî÷êàìè A òà B.

Íåõàé x � âiäñòàíü AP, x ∈ [0, l].

Ðèñ. 11.5: äî çàäà÷i 11.10

Çãiäíî ç óìîâàìè çàäà÷i òà íà îñíîâi åëåìåíòàðíèõ ãåîìåòðè÷íèõ
ìiðêóâàíü ìà¹ìî PB = l− x, DB = a, DP =

√
a2 + (l − x)2 (ðèñ.

11.5).
Íåõàé âàðòiñòü ïåðåâåçåíü ïî çàëiçíèöi äîðiâíþ¹ k ãðîøîâèõ îäè-

íèöü. Òîäi âàðòiñòü ïåðåâåçåíü ïî øîñå ñòàíîâèòü km ãðîøîâèõ
îäèíèöü. Çàãàëüíà âàðòiñòü V ïåðåâåçåíü ç ïóíêòó D äî ïóíêòó
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A ñêëàäà¹
V = V (x) = kx + km

√
a2 + (l − x)2,

ïðè öüîìó x ∈ [0, l].

V ′(x) = k

(
1 +

m(x− l)√
a2 + (x− l)2

)
.

Áà÷èìî, ùî ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè

x0 = l − a√
m2 − 1

.

Iíøèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê íåìà¹.
Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî x0 ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó ôóíêöi¨ V (x). Äëÿ

öüîãî çíàéäåìî çíà÷åííÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨ çãàäàíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi
x0 :

V ′′(x) =
a2km

(a2 + (x− l)2)
3
2

;

V ′′
(

l − a√
m2 − 1

)
=

k(m2 − 1)
3
2

am2 > 0,

îñêiëüêè çà óìîâîþ m > 1. Íà âiäðiçêó [0, l] ôóíêöiÿ V (x) ìà¹ ëè-
øå îäíó òî÷êó ìiíiìóìó, òîìó çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨
V (x) íà êiíöÿõ öüîãî âiäðiçêó òà â òî÷öi ìiíiìóìó.

V (0) = km
√

a2 + l2, V (l) = kl + kma, dV (x0) = kl + ka
√

m2 − 1.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî V (l) > V (x0). Â çàëåæíîñòi âiä
êîíêðåòíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ a, l òà m ìîæëèâi íåðiâíîñòi ÿê
V (0) > V (x0) òàê i V (0) < V (x0).

Â ïåðøîìó âèïàäêó íàéìåíøà çàãàëüíà âàðòiñòü ïåðåâåçåíü áóäå
äîñÿãíóòà çà óìîâè, ùî òî÷êà P ç'¹äíàííÿ çàëiçíèöi òà øîñå ðîçòà-
øîâàíà íà âiäñòàíi l − a√

m2−1
êì âiä ìiñòà A. Ó äðóãîìó âèïàäêó

íàéìåíøà âàðòiñòü ïåðåâåçåíü äîñÿãà¹òüñÿ çà óìîâè x0 = 0, òîáòî
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çàëiçíè÷íó êîëiþ íåîáõiäíî ïðîêëàñòè äî ìiñòà A. ¥
11.12. ∗ Ðîáîòà äåÿêîãî ìàãàçèíó õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàñòóïíèìè
âèìîãàìè: iíòåíñèâíiñòü ñïîæèâàííÿ ¹ àïðiîðíî âiäîìîþ òà ïî-
ñòiéíîþ âåëè÷èíîþ; çàìîâëåííÿ äîñòàâëÿ¹òüñÿ çi ñêëàäó, íà ÿêî-
ìó çáåðiãà¹òüñÿ ðàíiøå âèðîáëåíèé òîâàð; ÷àñ ïîñòà÷àííÿ çàìîâ-
ëåííÿ ¹ âiäîìîþ òà ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ; êîæíå çàìîâëåííÿ ïî-
ñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi îäíi¹¨ ïàðòi¨; âèòðàòè íà çäiéñíåííÿ çà-
ìîâëåíü íå çàëåæàòü âiä éîãî ðîçìiðó; âèòðàòè íà çáåðåæåííÿ
çàïàñó òîâàðó ïðîïîðöiéíi ðîçìiðó çàïàñó; âiäñóòíiñòü çàïàñó (äå-
ôiöèò) ¹ íåïðèéíÿòíèì.

Ïîáóäóâàòè ìîäåëü, ÿêà îïèñó¹ âèòðàòè, ïîâ'ÿçàíi ç íàÿâíiñòþ
ïåâíèõ çàïàñiâ çà âåñü ïåðiîä ¨õ çáåðiãàííÿ. Òðèâàëiñòü öüîãî ïåði-
îäó çíà÷åííÿ íå ìà¹: öå ìîæå áóòè îäèí äåíü, ìiñÿöü, ðiê i ò.ä. Ó
äàíîìó âèïàäêó ìè âèáåðåìî ïåðiîä, ÿêèé äîðiâíþ¹ îäíîìó ðîêó.

¤ Óâåäåìî íàñòóïíó ñèñòåìó ïîçíà÷åíü: D � îáñÿã ùîði÷íîãî
ïîïèòó íà çàïàñ ïðîäóêöi¨; C0 � âàðòiñòü ïîäà÷i îäíîãî çàìîâëåííÿ
(ãðí./çàìîâëåííÿ); Ch � âàðòiñòü çáåðåæåííÿ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ â
çàïàñi (ãðí. íà îäèíèöþ ïðîäóêöi¨ â ðiê); q � îáñÿã çàìîâëåííÿ
(îäèíèöü ïðîäóêöi¨/çàìîâëåííÿ).

Ó ïðèéíÿòèõ çà óìîâîþ ïðèïóùåííÿõ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü
Çàãàëüíà âàðòiñòü çàïàñiâ ó ðiê = çàãàëüíà âàðòiñòü ïîäà÷i
çàìîâëåíü ó ðiê + çàãàëüíà âàðòiñòü çáåðiãàííÿ çàïàñiâ ó
ðiê.

Ó ñâîþ ÷åðãó,
Çàãàëüíà âàðòiñòü ïîäà÷i çàìîâëåíü ó ðiê = âàðòiñòü ïîäà÷i
îäíîãî çàìîâëåííÿ × êiëüêiñòü çàìîâëåíü ó ðiê = C0(D/q).

Çà ïðèïóùåííÿìè, ðiâåíü çàïàñiâ çìiíþ¹òüñÿ ëiíiéíî i íàëåæèòü
ïðîìiæêó âiä q äî íóëÿ, îòæå, ñåðåäíié ðiâåíü çàïàñiâ äîðiâíþ¹ q/2.
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Òîìó,
Çàãàëüíà âàðòiñòü çáåðiãàííÿ çàïàñiâ ó ðiê = âàðòiñòü çáåðå-
æåííÿ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ â ðiê × ñåðåäíié ðîçìið çàïàñó=
= Ch(q/2).

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî çàãàëüíà âàðòiñòü V = V (q) çàïàñó ïðîäóê-
öi¨ â ðiê âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

V =
C0D

q
+

Chq

2
(ãðí. ó ðiê).

Îäåðæàíå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì çàãàëüíî¨ âàðòîñòi
îñíîâíî¨ ìîäåëi êåðóâàííÿ çàïàñàìè (ìîäåëü Óiëñîíà).

Ìè ïîâèííi çíàéòè çíà÷åííÿ q, ïðè ÿêîìó áóäóòü äîñÿãàòèñÿ ìi-
íiìàëüíi âèòðàòè. Äëÿ öüîãî äîñëiäèìî ôóíêöiþ V (q) íà åêñòðåìóì.

V ′(q) =
−C0D

q2 +
Ch

2
, V ′′(q) =

2C0D

q3 .

V ′(q) = 0 ïðè q∗ =
√

2C0D
Ch

. Ïîõiäíà íå iñíó¹ ïðè q = 0, àëå îáñÿã
çàìîâëåííÿ ó íóëü îäèíèöü òîâàðó íå ìà¹ ñåíñó. Òîìó ç'ÿñó¹ìî, ÷è
áóäå òî÷êà q∗ åêñòðåìàëüíîþ.

V ′′(q∗) = 2C0D

(√
2C0D

Ch

)−3

> 0,

òàêèì ÷èíîì, â òî÷öi q∗ ôóíêöiÿ V (q) ìà¹ ìiíiìóì. Îñêiëüêè
V (q) → ∞ ïðè q → ∞, òî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ ôóíêöiÿ âàð-
òîñòi çàïàñiâ íàáóâà¹ ïðè q =

√
2C0D
Ch

.

Îòðèìàíèé îáñÿã çàìîâëåííÿ

q∗ =
√

2C0D
Ch

íàçèâàþòü åêîíîìi÷íèì ðîçìiðîì çàìîâëåííÿ. ßêùî ïðîòÿãîì ðî-
êó ç ðiâíèìè iíòåðâàëàìè çàìîâëÿòè äàíó êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨, òî
ði÷íà âàðòiñòü çáåðåæåííÿ çàïàñiâ áóäå ìiíiìàëüíîþ. ¥
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11.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

11.13. Äîâåäiòü, ùî ïðè α ≥ 0, β ≥ 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

cos(α + β) ≥ cos α− β.

11.14. Çíàéòè íàéáiëüøèé ÷ëåí ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi

an =
n2

n3 + 200
, n = 1, 2, . . . .

11.15. Çíàéòè äîäàòíå ÷èñëî, ÿêå â ñóìi ç îáåðíåíèì éîìó ÷èñëîì
äà¹

à) íàéìåíøó ñóìó,
á) íàéáiëüøó ñóìó (ÿêùî öå ìîæëèâî).

11.16.ßêå iç äåñÿòè ÷èñåë

110, 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92, 101

íàéáiëüøå?
11.17. Íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè âiäêðèòèé öèëiíäðè÷íèé ðåçåðâóàð,
ùî âìiùó¹ V0 ëiòðiâ. Òîâùèíà ñòiíîê é äíà äîðiâíþ¹ d. ßêèìè
ïîâèííi áóòè ðîçìiðè ðåçåðâóàðà, âèõîäÿ÷è ç ìiíiìiçàöi¨ âèêîðè-
ñòàíîãî ìàòåðiàëó?
11.18. Âèçíà÷èòè íàéáiëüøó ïëîùó ïðÿìîêóòíèêà, ÿêèé âïèñàíî
â ïiâêîëî ðàäióñà a.

11.19. Çíàéòè âiäíîøåííÿ âèñîòè êîíi÷íîãî øàòðà äî ðàäióñà
îñíîâè çà óìîâè, ùî éîãî ái÷íà ïîâåðõíÿ íàéìåíøà ïðè çàäàíié
ìiñòêîñòi.
11.21. Ó äàíó ñôåðó âïèñàòè êîíóñ íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.
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11.22. Íà ñòîðiíöi êíèãè òåêñò ïîâèíåí çàéìàòè S ñì 2. Âåðõ-
íié òà íèæíié áåðåãè ïîâèííi áóòè ïî b ñì, à ïðàâèé òà ëiâié �
ïî a ñì. ßêùî âçÿòè äî óâàãè ëèøå åêîíîìiþ ïàïåðó, òî ÿêèìè
ïîâèííi áóòè ðîçìiðè ñòîðiíêè?
11.23. ∗ Âàðòiñòü ïëàâàííÿ ñóäíà ïðîòÿãîì îäíi¹¨ ãîäèíè âèðàæå-
íî åìïiðè÷íîþ ôîðìóëîþ âèãëÿäó a + bv3, äå a i b � ñòàëi äëÿ
äàíîãî ñóäíà, v � øâèäêiñòü. Ó íàâåäåíié ôîðìóëi ñòàëà ÷àñòèíà
âèòðàò a âiäíîñèòüñÿ äî àìîðòèçàöi¨ òà óòðèìàííÿ êîìàíäè, à
äðóãèé ÷ëåí bv3 � äî âàðòîñòi ïàëüíîãî. Ç ÿêîþ øâèäêiñòþ ñóäíî
ïðîïëèâå çàäàíó âiäñòàíü ç íàéìåíøèìè âèòðàòàìè? (Òàêà øâèä-
êiñòü íàçèâà¹òüñÿ êðåéñåðñüêîþ).
11.24. Òðè ïóíêòè A, B i C ðîçòàøîâàíi íå íà îäíié ïðÿìié;
∠ABC = 60◦. Ç òî÷êè A âè¨æäæà¹ àâòîìîáiëü. Îäíî÷àñíî ç
òî÷êè B âè¨æäæà¹ ïîòÿã. Àâòîìîáiëü ðóõà¹òüñÿ äî ïóíêòó B

çi øâèäêiñòþ 80 êì/ãîä, ïîòÿã � ó íàïðÿìêó äî C çi øâèäêiñòþ
50 êì/ãîä.Ó ÿêèé ìîìåíò ÷àñó (âiä ïî÷àòêó ðóõó) âiäñòàíü ìiæ
ïîòÿãîì òà àâòîìîáiëåì áóäå íàéìåíøîþ, ÿêùî AB = 200 êì?



ÇÀÍßÒÒß 12

Iíòåðâàëè îïóêëîñòi ãðàôiêà
ôóíêöi¨. Àñèìïòîòè

12.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Îçíà÷åííÿ 12.1. Ââàæàþòü, ùî êðèâà y = f (x) , x ∈ (a; b) îáåð-
íåíà îïóêëiñòþ âãîðó (âíèç) â iíòåðâàëi (a; b) , ÿêùî âîíà ëåæèòü
íèæ÷å (âèùå), íiæ áóäü-ÿêà äîòè÷íà, ïðîâåäåíà â äîâiëüíié òî÷-
öi öi¹¨ êðèâî¨ (âèêëþ÷àþ÷è, ïðèðîäíüî, ñàìó òî÷êó äîòèêó, ÿêà
ëåæèòü íà êðèâié).

Òåîðåìà 12.1. (äîñòàòíÿ óìîâà îïóêëîñòi âãîðó (âíèç)
êðèâî¨). Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) â iíòåðâàëi (a; b) ìà¹ ïîõiäíó äðó-
ãîãî ïîðÿäêó. ßêùî f ′′ (x) > 0 (f ′′ (x) < 0) , ∀x ∈ (a; b) , òî êðèâà
y = f (x) â iíòåðâàëi (a; b) îáåðíåíà îïóêëiñòþ âíèç (âãîðó).

Íàñëiäîê 12.1. Íåõàé â îêîëi òî÷êè c ôóíêöiÿ f (x) ìà¹ äðóãó
ïîõiäíó, íåïåðåðâíó â òî÷öi c. ßêùî f ′′ (c) > 0 (f ′′ (c) < 0) , òî â
äîñèòü ìàëîìó îêîëi òî÷êè c êðèâà y = f (x) îáåðíåíà îïóêëiñòþ
âíèç (âãîðó).

124
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Îçíà÷åííÿ 12.2. Iíòåðâàë (a; b) , ó ÿêîìó êðèâà y = f (x) îáåð-
íåíà îïóêëiñòþ âãîðó (âíèç), íàçèâà¹òüñÿ iíòåðâàëîì îïóêëîñòi
âãîðó (âíèç) äëÿ öi¹¨ êðèâî¨.

Îçíà÷åííÿ 12.3. Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi
(a; b) , çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, òî÷êè c ∈ (a; b) , ó ÿêié f (x) íå-
ïåðåðâíà, i íåõàé ó òî÷öi (c; f (c)) iñíó¹ äîòè÷íà. Òî÷êà (c; f (c))

íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ïåðåãèíó êðèâî¨ y = f (x) , ÿêùî iñíó¹ òàêèé
îêië òî÷êè c, ùî êðèâà y = f (x) îáåðíåíà îïóêëiñòþ âíèç (âãîðó)
â iíòåðâàëi (c; c + δ) i öÿ êðèâà îáåðíåíà îïóêëiñòþ âãîðó (âíèç)
â iíòåðâàëi (c− δ; c) .

Òåîðåìà 12.2. (íåîáõiäíà óìîâà äëÿ òî÷êè ïåðåãèíó).
Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) â îêîëi òî÷êè c ìà¹ ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿä-

êó, íåïåðåðâíó â òî÷öi c. ßêùî òî÷êà (c; f (c)) ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó
êðèâî¨ y = f (x) , òî f ′′ (c) = 0.

Òî÷êè ïåðåãèíó êðèâî¨ y = f (x) òðåáà øóêàòè ñåðåä òèõ òî÷îê,
ó ÿêèõ ïîõiäíà f ′′ (x) äîðiâíþ¹ íóëþ àáî íå iñíó¹. Òàêi òî÷êè áóäåìî
íàçèâàòè êðèòè÷íèìè íà ïåðåãèí.

Òåîðåìà 12.3. (äîñòàòíÿ óìîâà iñíóâàííÿ ó êðèâî¨ òî÷êè
ïåðåãèíó).

Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) ìà¹ äðóãó ïîõiäíó f ′′ (x) â äåÿêîìó îêîëi
(x0 − δ; x0 + δ) òî÷êè x0, çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, òî÷êè x0, ó
ÿêié ôóíêöiÿ f (x) íåïåðåðâíà, ïðè÷îìó êðèâà y = f (x) ìà¹ â òî÷-
öi (x0; f (x0)) äîòè÷íó. ßêùî f ′′ (x) ïðè ïåðåõîäi òî÷êè x ÷åðåç
òî÷êó x0 çìiíþ¹ çíàê, òî (x0; f (x0)) ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó êðèâî¨
y = f (x) .

Íåõàé êðèâà çàäàíà ðiâíÿííÿì y = f (x) , x ∈ [a; b] , äå f (x) �
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà âiäðiçêó [a; b] . Òîäi çà òåîðåìîþ Âåé¹ð-
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Ðèñ. 12.1: ãðàôiê îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨

øòðàññà f (x) îáìåæåíà íà âiäðiçêó [a; b] , òîáòî iñíó¹ ÷èñëî M > 0

òàêå, ùî |f (x)| ≤ M, ∀x ∈ [a; b] . Âíàñëiäîê öüîãî âñi òî÷êè êðè-
âî¨ y = f (x) , x ∈ [a; b] , ëåæàòü ó ïðÿìîêóòíèêó, ÿêèé îáìåæåíèé
ïðÿìèìè: x = a, x = b, y = −M, y = M (äèâ. ðèñ. 12.1). ßêùî
æ f (x) âèçíà÷åíà íà íåñêií÷åííîìó iíòåðâàëi ÷è íà ñêií÷åííîìó,
ÿêèé ìiñòèòü òî÷êè ðîçðèâó äðóãîãî ðîäó ôóíêöi¨ f (x) , òî êðè-
âó y = f (x) íå çàâæäè ìîæíà ðîçìiñòèòè â ïðÿìîêóòíèêó. Òàêà
êðèâà àáî ¨¨ ÷àñòèíè ìîæóòü óõîäèòè â íåñêií÷åííiñòü. Ïðè öüîìó
êðèâà íà íåñêií÷åííîñòi ìîæå íàáëèæàòèñÿ äî äåÿêî¨ ïðÿìî¨, ÿêó
íàçèâàþòü àñèìïòîòîþ öi¹¨ êðèâî¨.

Îçíà÷åííÿ 12.4. Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) âèçíà÷åíà íà iíòåðâàëi
(a; +∞) (àáî íà iíòåðâàëi (−∞; a) ). Ïðÿìó y = kx+b íàçèâàþòü
àñèìïòîòîþ (ïîõèëîþ àñèìïòîòîþ) êðèâî¨ y = f (x) , (a; +∞) ,

ÿêùî âiäñòàíü òî÷êè M (x; f (x)) öi¹¨ êðèâî¨ äî âêàçàíî¨ ïðÿìî¨
ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè x →∞ àáî x → −∞ (äèâ. ðèñ. 12.2).
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Ðèñ. 12.2: àñèìïòîòà êðèâî¨

Òåîðåìà 12.4. Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) âèçíà÷åíà â iíòåðâàëi
(a; +∞) . Äëÿ òîãî, ùîá ïðÿìà y = kx+b áóëà àñèìïòîòîþ êðèâî¨
y = f (x) , x ∈ (a; +∞) , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ
óìîâè:

k = lim
x→+∞

f (x)

x
; b = lim

x→+∞
(f (x)− kx) .

Òåîðåìà 12.5. Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) âèçíà÷åíà â iíòåðâàëi
(−∞; a) . Äëÿ òîãî, ùîá ïðÿìà y = kx+b áóëà àñèìïòîòîþ êðèâî¨
y = f (x) , x ∈ (−∞; a) , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ
óìîâè:

k = lim
x→−∞

f (x)

x
, b = lim

x→−∞
(f (x)− kx) .

Îçíà÷åííÿ 12.5. Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) âèçíà÷åíà â iíòåðâàëi
(x0 − δ; x0 + δ) , δ > 0, çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, òî÷êè x0. ßêùî

lim
x→x0+0

f (x) = ±∞ (12.1)
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ

àáî
lim

x→x0−0
f (x) = ±∞, (12.2)

àáî ñïiââiäíîøåííÿ (12.1) i (12.2) âèêîíóþòüñÿ âîäíî÷àñ, òî ïðÿìó
x = x0 íàçèâàþòü âåðòèêàëüíîþ àñèìïòîòîþ êðèâî¨ y = f (x) .

Çàóâàæåííÿ 12.1. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ âåðòèêàëüíi àñèì-
ïòîòè, ÿêùî f (x) âèçíà÷åíà â iíòåðâàëi (x0; x0 + δ) , δ > 0, àáî
â iíòåðâàëi (x0 − δ; x0) , δ > 0.

12.2 Îïóêëiñòü êðèâî¨. Òî÷êè ïåðåãèíó

12.1. Çíàéòè iíòåðâàëè îïóêëîñòi äîãîðè òà äîíèçó, òî÷êè ïåðå-
ãèíó ãðàôiêiâ òàêèõ ôóíêöié:

à) y = x4(12 ln x− 7).

¤ Çíàéäåìî ïîõiäíi ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó çàäàíî¨ ôóíêöi¨:

y′ = 12x3 + 4x3(12 ln x− 7) = 12x3 + 48x3 ln x− 28x3 =

= 48x3 ln x− 16x3;

y′′ = 48x2 + 144x2 ln x− 48x2 = 144x2 ln x.

Äàëi çíàéäåìî êðèòè÷íi íà ïåðåãií òî÷êè (òî÷êè, â ÿêèõ äðóãà
ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëþ àáî íå iñíó¹).

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ ϕ(x) = y′′ íåïåðåðâíà íà âñié îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ y (öå ïðîìiæîê (0, +∞) ) òà

y′′ = 0 ⇔ x1 = 1.

Ïðîìiæîê (0, +∞) ðîçáèâà¹òüñÿ òî÷êîþ x1 íà äâà iíòåðâàëè.
Ìåòîäîì ïðîáíèõ òî÷îê âñòàíîâëþ¹ìî çíàê äðóãî¨ ïîõiäíî¨ íà

êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ i ðîáèìî âèñíîâîê ïðî íàïðÿìîê îïóêëîñòi
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ãðàôiêà ôóíêöi¨. Ðåçóëüòàòè çàíåñåìî â íàñòóïíó òàáëèöþ:

x (0, 1) (1,∞)

y′′ − +

Âèñíîâîê îïóêëèé äîãîðè îïóêëèé äîíèçó
Îñêiëüêè ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x1 = 1 çìiíþ¹òüñÿ íàïðÿìîê

îïóêëîñòi ãðàôiêà ôóíêöi¨, òî öÿ òî÷êà ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó. ¥
á) y =

3
√

x5.

¤
y′ =

5

3
x

2
3 , y′′ =

10

9
x−

1
3 =

10

9 3
√

x
.

y′′ 6= 0 äëÿ âñiõ x. Ó òî÷öi x = 0 äðóãà ïîõiäíà íå iñíó¹. Àëå,
îñêiëüêè y′′ < 0 ïðè x < 0 i y′′ > 0 ïðè x > 0, òî â òî÷öi x = 0

ãðàôiê ôóíêöi¨ ìà¹ òî÷êó ïåðåãèíó (òàêó òî÷êó ïåðåãèíó íàçèâà-
þòü êóòîâîþ). Ãðàôiê ôóíêöi¨ ¹ îïóêëèì äîãîðè äëÿ âiä'¹ìíèõ x é
îïóêëèì äîíèçó äëÿ äîäàòíèõ çíà÷åíü x. ¥

â) y = 2− |x5 − 1|.
¤ Îñêiëüêè

y =

{
2− (x5 − 1), x ≥ 1,

2 + (x5 − 1), x < 1,
òî y′ =

{
−5x4, x > 1,

5x4, x < 1.

Ó òî÷öi x = 1 ïåðøà ïîõiäíà íå iñíó¹.
Äàëi çíàõîäèìî ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó:

y′′ =

{
−20x3, x > 1;
20x3, x < 1.

Êðèòè÷íi íà ïåðåãèí òî÷êè: x1 = 0 (ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó äî-
ðiâíþ¹ íóëþ) òà x2 = 1 (ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó íå iñíó¹).

x (−∞, 0) (0, 1) (1,∞)

y′′ − + −
Âèñíîâîê îï. äîãîðè îï. äîíèçó îï. äîãîðè
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y(0) = 1, à y(1) = 2. Îñòàòî÷íî ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî òî÷êà
(0, 1) ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó, òî÷êà (1, 2) � êóòîâîþ òî÷êîþ. ¥

12.2. Ïðè ÿêèõ óìîâàõ äëÿ ïàðàìåòðiâ çàäàíà êðèâà ìà¹ òî÷êè
ïåðåãèíó?

y = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e.

¤ ßê çàâæäè, çíàéäåìî ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó çàäàíî¨ ôóíê-
öi¨:

y′ = 4ax3 + 3bx2 + 2cx + d, y′′ = 12ax2 + 6bx + 2c.

Êðèâà ìà¹ òî÷êè ïåðåãèíó òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ðiâíÿííÿ
6ax2 + 3bx + c = 0 ìà¹ ðiçíi äiéñíi êîðåíi, òîáòî çà óìîâè, ùî äèñ-
êðèìiíàíò D = 9b2 − 24ac > 0.

Òàêèì ÷èíîì, ïàðàìåòðè a, b, c ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè íåðiâ-
íiñòü 3b2−8ac > 0, óñi iíøi ïàðàìåòðè ìîæóòü îáèðàòèñÿ äîâiëüíî.
¥

12.3 Àñèìïòîòè êðèâî¨

12.3. Çíàéòè àñèìïòîòè çàäàíî¨ êðèâî¨:
à) y = 2x2+3x−5

x2−4x .

¤ Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âåðòèêàëüíi àñèìïòîòè.
Ó íàøîìó âèïàäêó Dy = R \ {0; 4}. Îñêiëüêè

lim
x→0

2x2 + 3x− 5

x2 − 4x
= −∞ i lim

x→4

2x2 + 3x− 5

x2 − 4x
= ∞,

òî ïðÿìi x = 0 òà x = 4 � âåðòèêàëüíi àñèìïòîòè.
Ïîõèëi àñèìïòîòè � öå ïðÿìi âèãëÿäó y = kx + b, äå

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞
2x2 + 3x− 5

(x2 − 4x)x
= 0,
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b = lim
x→±∞

(f(x)− kx) = lim
x→±∞

(
2x2 + 3x− 5

x2 − 4x
− 0

)
= 2.

Ó ñèëó òîãî, ùî êóòîâèé êîåôiöi¹íò k = 0, ïîõèëà àñèìïòîòà âè-
ðîäæó¹òüñÿ â ãîðèçîíòàëüíó àñèìïòîòó (ÿêà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì
ïîõèëî¨) y = 2. ¥

á) y = 2x
x+1 + 3x.

¤ x = −1, � âåðòèêàëüíà àñèìïòîòà, îñêiëüêè

lim
x→−1±0

(
2x

x + 1
+ 3x

)
= ∓∞.

Ïîõèëi àñèìïòîòè.

k = lim
x→±∞

(
2x

(x + 1)x
+

3x

x

)
= 3,

b = lim
x→±∞

(
2x

x + 1
+ 3x− 3x

)
= 2.

Îòæå, ïîõèëà àñèìïòîòà ìà¹ ðiâíÿííÿ y = 3x + 2. ¥
â) y = 2x + arctg x

2 .

¤ ßê äîáðå âiäîìî, ôóíêöiÿ y = arctg x îáìåæåíà, çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî 2x + arctg x

2 →∞ ëèøå çà óìîâè x →∞ i òîìó âåðòè-
êàëüíèõ àñèìïòîò çàäàíà êðèâà íå ìà¹.

Çíàéäåìî ïîõèëi àñèìïòîòè:

lim
x→±∞

y

x
= lim

x→±∞
2x + arctg x

2

x
= 2;

lim
x→±∞

(y − 2x) = lim
x→±∞

(
2x + arctg

x

2
− 2x

)
= ±π

2
.

Òàêèì ÷èíîì, çàäàíà êðèâà ìà¹ äâi ïîõèëi àñèìïòîòè: y = 2x+ π
2 ,

y = 2x− π
2 . ¥

ã) y =
√

1 + x2 + 2x.

¤ ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, y →∞ ëèøå çà óìîâè x →∞,

îòæå, âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò äàíà êðèâà íå ìà¹.
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Äàëi,

k1 = lim
x→+∞

√
1 + x2 + 2x

x
= 3,

b1 = lim
x→+∞

(
√

1 + x2 + 2x− 3x) = lim
x→+∞

1 + x2 − x2
√

1 + x2 + x
= 0.

Ðiâíÿííÿ ïðàâî¨ ïîõèëî¨ àñèìïòîòè: y = 3x.

Çíàéäåìî, íàðåøòi, ðiâíÿííÿ ëiâî¨ ïîõèëî¨ àñèìïòîòè:

k2 = lim
x→−∞

√
1 + x2 + 2x

x
=
|x|

√
1/x2 + 1 + 2x

x
= 1,

b2 = lim
x→−∞

(
√

1 + x2 + 2x− x) = lim
x→+∞

1√
1 + x2 − x

= 0.

Òîìó y = x � ëiâà àñèìïòîòà. ¥

12.4 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

×è áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ?

1. Áóäü-ÿêà äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b) ôóíêöiÿ f(x)

ìà¹ îáåðíåíèé îïóêëiñòþ âãîðó ÷è âíèç ãðàôiê (ÿêùî öå íå
òàê, òî íàâåñòè ïðèêëàä).

2. Iñíóþòü êðèâi y = f(x), îáåðíåíi îïóêëiñòþ âãîðó (âíèç) íà
âñüîìó iíòåðâàëi (a; b), òàêi, ùî f ′′(x) = 0, ∀x ∈ (a; b).

3. Íå äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b) ôóíêöiÿ ìîæå áóòè îáåð-
íåíà îïóêëiñòþ âãîðó (âíèç) â iíòåðâàëi (a; b).

4. Ó êîæíié êðèòè÷íié íà ïåðåãií òî÷öi ãðàôiê ôóíêöi¨ çìiíþ¹
õàðàêòåð îïóêëîñòi.

5. Òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöi¨ íå ìîæóòü áóòè òî÷êàìè ïåðåãèíó öi¹¨
æ ôóíêöi¨.
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6. Çà óìîâè f ′′(x0) = 0 ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 ìà¹ ïåðå-
ãèí.

7. ßêùî x0 � òî÷êà ðîçðèâó ïåðøîãî (äðóãîãî) ðîäó ôóíêöi¨
f(x), òî ïðÿìà x = x0 çàâæäè áóäå âåðòèêàëüíîþ àñèìïòî-
òîþ êðèâî¨ y = f(x).

8. Ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x), ÿêà âèçíà÷åíà òà íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó
[a; b], à òàêîæ îáìåæåíà íà öüîìó âiäðiçêó, íå ìà¹ íi âåðòèêàëü-
íèõ, íi ïîõèëèõ àñèìïòîò ∀x ∈ (a; b).

12.4. Çíàéòè iíòåðâàëè îïóêëîñòi äîãîðè òà äîíèçó, òî÷êè ïåðå-
ãèíó ãðàôiêiâ íàñòóïíèõ ôóíêöié:

à) y = x4 − 6x2 + 5; á) y = ln(1 + x3);

â) y = x + x5/3; ã) y = x
1+x2 .

12.5. Äîâåñòè, ùî ãðàôiê áóäü-ÿêîãî ïàðíîãî ïîëiíîìà ç äîäàòíèìè
êîåôiöi¹íòàìè îáåðíåíèé îïóêëiñòþ âíèç.
12.6. Çíàéòè àñèìïòîòè çàäàíî¨ êðèâî¨:

à) y = x2+5
x2−1 + 2x; á) y = ln x

x ;

â) y = 3x− arccos 1
x ; ã) y = sin x2

cos x .
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Ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ òà
ïîáóäîâà ¨¨ ãðàôiêà

13.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Ñõåìà äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨

1. Âèçíà÷èòè îáëàñòü iñíóâàííÿ ôóíêöi¨. Âñòàíîâèòè òî÷êè ðîç-
ðèâó é iíòåðâàëè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨, âåðòèêàëüíi àñèìïòîòè.

2. Äîñëiäèòè ôóíêöiþ íà ïàðíiñòü (íåïàðíiñòü), ïåðiîäè÷íiñòü.
3. Çíàéòè òî÷êè ìàêñèìóìó òà ìiíiìóìó ôóíêöi¨, îá÷èñëèòè çíà-

÷åííÿ ôóíêöi¨ â öèõ òî÷êàõ. Âñòàíîâèòè iíòåðâàëè ìîíîòîííîñòi
ôóíêöi¨.

4. Çíàéòè òî÷êè ïåðåãèíó ãðàôiêà ôóíêöi¨. Âñòàíîâèòè iíòåðâàëè
îïóêëîñòi ôóíêöi¨.

5. Ç'ÿñóâàòè ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ ïðè x → ±∞, ÿêùî ôóíêöiÿ
âèçíà÷åíà íà íåñêií÷åííèõ iíòåðâàëàõ (−∞; a) , (b; +∞) . Çíàéòè
ïîõèëi àñèìïòîòè.

6. Çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà îäíîìó ÷è îáîõ êiíöÿõ ïðîìiæêó,
ÿêùî ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó ÷è ïiââiäðiçêó.

7. Çíàéòè òî÷êè ïåðåòèíó ãðàôiêà ç âiñÿìè êîîðäèíàò, äåêiëüêà

134
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iíøèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ òî÷îê ãðàôiêà ôóíêöi¨.
13.1. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðà-
ôiê:

à) f(x) = x3

x2−3 .

¤
1) Ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà òà íåïåðåðâíà ÿêùî

x ∈ (−∞,−
√

3) ∪ (−
√

3,
√

3) ∪ (
√

3,∞).

Îñêiëüêè

lim
x→√3±0

x3

x2 − 3
= ±∞ i lim

x→−√3±0

x3

x2 − 3
= ∓∞,

òî x = ±√3 � âåðòèêàëüíi àñèìïòîòè.
2) Ôóíêöiÿ íåïàðíà, íåïåðiîäè÷íà.
3) Çíàéäåìî ïîõiäíi ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó çàäàíî¨ ôóíêöi¨:

f ′(x) =
3x2(x2 − 3)− 2x · x3

(x2 − 3)2 =
x2(x2 − 9)

(x2 − 3)2 ;

f ′′(x) =
6x(x2 + 9)

(x2 − 3)3 .

Ïåðøà ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëþ, êîëè

x2(x2 − 9) = 0,

çâiäêè îäåðæó¹ìî ñòàöiîíàðíi òî÷êè: x1 = −3, x2 = 3, x3 = 0.

Ïåðøà ïîõiäíà íå iñíó¹ â òî÷êàõ x4 = −√3 òà x5 =
√

3, àëå âî-
íè ¹ òî÷êàìè ðîçðèâó äðóãîãî ðîäó ôóíêöi¨ f(x) = x3

x2−3 i òîìó íå
ìîæóòü áóòè åêñòðåìàëüíèìè òî÷êàìè. Äîñëiäèìî çíàêè äðóãî¨ ïî-
õiäíî¨ â ñòàöiîíàðíèõ òî÷êàõ x1, x2, x3 :

f ′′(−3) =
6(−3)(9 + 9)

(9− 3)3 < 0, f ′′(3) =
6 · 3(9 + 9)

(9− 3)3 > 0,
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f ′′(0) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, x1 = −3 ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó, fmax = f(−3) = −9
2 ,

x = 3 � òî÷êîþ ìiíiìóìó, fmin = f(3) = 9
2 .

Ðèñ. 13.1: çíàêè ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f(x) = x3

x2−3

Îñêiëüêè f ′′(0) = 0, òî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïåðøèì àëãîðèòìîì çíà-
õîäæåííÿ åêñòðåìóìó. Ïðè öüîìó òàêîæ âñòàíîâèìî ïðîìiæêè ìî-
íîòîííîñòi ôóíêöi¨ f(x). Çíàêè ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ â îêîëàõ êðèòè÷íèõ
òî÷îê çîáðàæåíî íà ðèñóíêó 13.1.

Áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ çðîñòà¹ â ïðîìiæêàõ (−∞,−3) i (3,∞) òà
ñïàäà¹ â ïðîìiæêàõ (−3,−√3), (−√3,

√
3) é (

√
3, 3).

Ðèñ. 13.2: çíàêè äðóãî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f(x) = x3

x2−3

4) Çíàéäåìî òî÷êè ïåðåãèíó òà iíòåðâàëè îïóêëîñòi. Äðóãà ïîõiä-
íà äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè x = 0 òà çìiíþ¹ çíàê ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç öþ
òî÷êó. Îòæå, òî÷êà (0, 0) ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó. Îñêiëüêè f ′(0) = 0,

òî äîòè÷íà â öié òî÷öi ñïiâïàäà¹ ç âiññþ Ox.

Äðóãà ïîõiäíà íå âèçíà÷åíà ïðè x = ±√3, òîáòî ó òèõ òî÷êàõ,
â ÿêèõ íå âèçíà÷åíà é ñàìà ôóíêöiÿ. Îñêiëüêè f ′′(x) < 0, êîëè
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−∞ < x < −√3, 0 < x <
√

3; f ′′(x) > 0 ïðè −√3 < x < 0

i
√

3 < x < ∞, òî ãðàôiê ôóíêöi¨ îáåðíåíèé îïóêëiñòþ âãîðó â
iíòåðâàëàõ (−∞,−√3), (0,

√
3) i îáåðíåíèé îïóêëiñòþ âíèç â ií-

òåðâàëàõ (−√3, 0), (
√

3,∞).

5) Ç'ÿñó¹ìî ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ f(x) = x3

x2−3 ïðè x → ±∞ :

lim
x→±∞

x3

x2 − 3
= ±∞.

Âèçíà÷èìî ïîõèëi àñèìïòîòè êðèâî¨:

k = lim
x→±∞

x3

x(x2 − 3)
= 1;

b = lim
x→±∞

(
x3

x2 − 3
− x

)
= lim

x→±∞

(
x +

3x

x2 − 3
− x

)
= 0.

Îòæå, ïðÿìà y = x � ïîõèëà àñèìïòîòà.
6) Ãðàôiê ôóíêöi¨ ïåðåòèíà¹ âiñi êîîðäèíàò ó òî÷öi (0, 0).

Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ çâåäåìî â íàñòóïíó òàáëèöþ:
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Ðèñ. 13.3: ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) = x3

x2−3

Êîðèñòóþ÷èñü äàíèìè òàáëèöi, êðåñëèìî ãðàôiê çàäàíî¨ ôóíêöi¨.
Éîãî çîáðàæåíî íà ðèñ. 13.3. ¥

á) y = 3
√

6x2 − x3. ¤
1) Ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà òà íåïåðåðâíà íà âñié ÷èñëîâié îñi, âåðòè-

êàëüíèõ àñèìïòîò íåìà¹.
2) Ôóíêöiÿ çàãàëüíîãî âèãëÿäó, íåïåðiîäè÷íà.
3) Ïåðøà ïîõiäíà

y′ =
12x− 3x2

3 3
√

(6x2 − x3)2
=

4− x
3
√

x(6− x)2

iñíó¹ âñþäè, çà âèíÿòêîì òî÷îê x1 = 0 i x2 = 6, y′ = 0 ÿêùî x = 4.

Ìåòîäîì ïðîáíèõ òî÷îê âñòàíîâëþ¹ìî, ùî íà ïðîìiæêàõ (−∞, 0),

(4, 6), (6,∞) y′ < 0 � ôóíêöiÿ ñïàäà¹, íà ïðîìiæêó (0, 4) y′ > 0

� ôóíêöiÿ çðîñòà¹. Âiäïîâiäíî â òî÷öi x1 = 0 ôóíêöiÿ ìà¹ ìiíiìóì,
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â òî÷öi x3 = 4 ôóíêöiÿ ìà¹ ìàêñèìóì. Òî÷êà x2 = 6 íå ¹ òî÷êîþ
åêñòðåìóìó, îñêiëüêè â îêîëi öi¹¨ òî÷êè ïîõiäíà âiä'¹ìíà. Ïðè öüîìó
ymin = 0, ymax = 2 3

√
4.

Ðèñ. 13.4: çíàêè ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ y = 3
√

6x2 − x3

4) Çíàéäåìî òî÷êè ïåðåãèíó òà iíòåðâàëè îïóêëîñòi. Äðóãà ïîõiä-
íà

y′′ = − 8

x4/3(6− x)5/3

â íóëü íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â æîäíié òî÷öi, à â òî÷êàõ x1 = 0 é
x2 = 6 âîíà íå âèçíà÷åíà. Îñêiëüêè y′′ < 0 ïðè x ∈ (−∞, 0)∪ (0, 6)

i y′′ > 0 çà óìîâè x ∈ (6,∞), òî êðèâà îïóêëà äîãîðè, êîëè
−∞ < x < 6 é îïóêëà âíèç, êîëè x > 6. Âiäïîâiäíî, òî÷êà (0, 0) íå
¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó (àëå âîíà ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó, òîìó íàçèâà¹òüñÿ
òî÷êîþ ïîâåðíåííÿ), à (6, 0) � òî÷êà ïåðåãèíó.

Ðèñ. 13.5: çíàêè äðóãî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ y = 3
√

6x2 − x3

5) Ç'ÿñó¹ìî ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ y = 3
√

6x2 − x3 ïðè x → ±∞ :

lim
x→±∞

3
√

6x2 − x3 = lim
x→±∞

x
3

√
6

x
− 1 = ∓∞.

Âèçíà÷èìî ïîõèëi àñèìïòîòè êðèâî¨:

k = lim
x→±∞

3
√

6x2 − x3

x
= lim

x→±∞
3

√
6

x
− 1 = −1;
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b = lim
x→±∞

(
3
√

6x2 − x3 − (−x)) =

= lim
x→±∞

6x2 − x3 + x3

3
√

(6x2 − x3)2 − x 3
√

6x2 − x3 + x3
= 2.

Îòæå, ïðÿìà y = −x + 2 � ïîõèëà àñèìïòîòà çàäàíî¨ êðèâî¨
y = 3

√
6x2 − x3.

6) Òî÷êè ïåðåòèíó ç âiñÿìè êîîðäèíàò: (0, 0) é (6, 0).

Ðèñ. 13.6: ãðàôiê ôóíêöi¨ y = 3
√

6x2 − x3
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Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ âiäîáðàæåíi â òàáëèöi:

x (−∞, 0) 0 (0, 4) 4 (4, 6) 6 (6,∞)

y + 0 + 2 3
√

4 − 0 −
y′ + 6 ∃ − −1 − 6 ∃ +

y′′ − 6 ∃ − − − 6 ∃ +
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Êîðèñòóþ÷èñü äàíèìè òàáëèöi, êðåñëèìî ãðàôiê çàäàíî¨ ôóíêöi¨.
Éîãî çîáðàæåíî íà ðèñ. 13.6. ¥
13.2. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðà-
ôiê:

à) y = 1
2 sin 2x + cos x.

¤
1) Ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà òà íåïåðåðâíà íà iíòåðâàëi (−∞,∞). Âåð-

òèêàëüíèõ àñèìïòîò íåìà¹.
2) Ôóíêöiÿ çàãàëüíîãî âèãëÿäó:

y(−x) =
1

2
sin 2(−x) + cos(−x) = −1

2
sin 2x + cos x.

Ôóíêöiÿ ìà¹ ïåðiîä 2π. Îòæå, ãðàôiê ôóíêöi¨ äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè
íà áóäü-ÿêîìó âiäðiçêó äîâæèíè 2π, íàïðèêëàä íà âiäðiçêó [−π, π].

3)
y′(x) = cos 2x− sin x.

Âèçíà÷èìî ñòàöiîíàðíi òî÷êè ç ðiâíÿííÿ

cos 2x− sin x = 0 ⇔ 1− 2 sin2 x− sin x = 0.

Íåõàé sin x = t, ðîçâ'ÿçóþ÷è êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ 2t2 + t − 1 = 0
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ìà¹ìî t1 = −1, t2 = 1
2 . Òîìó

sin x = −1 i sin x =
1

2
. (13.1)

Íàì íåîáõiäíî çíàéòè ëèøå òi êîðåíi ðiâíÿíü (13.1), ÿêi íàëåæàòü
âiäðiçêó [−π, π]. Öå òî÷êè x1 = −π

2 , x2 = π
6 , x3 = 5π

6 . Iíøèõ
êðèòè÷íèõ òî÷îê íåìà¹. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ õàðàêòåðó ñòàöiîíàðíèõ
òî÷îê çíàéäåìî y′′(x) :

y′′(x) = −2 sin 2x− cos x.

Òîäi
y′′

(−π

2

)
= −2 sin(−π)− cos

(−π

2

)
= 0,

y′′
(π

6

)
= −3

√
3

2
< 0, y′′

(
5π

6

)
=

3
√

3

2
> 0.

Ó òî÷öi x2 = π
6 ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó, â òî÷öi x3 = 5π

6 �
ìiíiìóìó. Ïðè öüîìó

ymax = y
(π

6

)
=

3
√

3

4
, ymin = y

(
5π

6

)
= −3

√
3

4
.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðó êðèòè÷íî¨ òî÷êè x1 = −π
2 çíàéäåìî

y′′′(x) :

y′′′(x) = −4 cos 2x + sin x;

ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ x1 = −π
2 : y′′′

(−π
2

)
= 3 6= 0. Ó òî÷öi x1 = −π

2

ïåðøà âiäìiííà âiä íóëÿ ïîõiäíà òðåòüîãî (íåïàðíîãî) ïîðÿäêó, òîìó
â öié êðèòè÷íié òî÷öi íåìà¹ åêñòðåìóìó.

Ôóíêöiÿ çðîñòà¹ íà ïðîìiæêàõ (−π, π
6 ) ∪ (5π

6 , π) òà ñïàäà¹ íà ií-
òåðâàëi (π

6 ,
5π
6 ).

4) Çíàéäåìî êðèòè÷íi íà ïåðåãií òî÷êè:

y′′(x) = 0 ⇔ −2 sin 2x− cos x = 0, ⇔ cos x(1 + 4 sin x) = 0.
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Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ îäåðæó¹ìî ñóêóïíiñòü
[

cos x = 0

1 + 4 sin x = 0.

Çíîâó çíàéäåìî ëèøå òi ç êîðåíiâ ðiâíÿíü, ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó âiäðiçêó
[−π, π] � öå òî÷êè x1 = −π

2 , x4 = π
2 , x5 = arcsin(−1

4) ≈ − π
12 ,

x6 ≈ −11π
12 . Óñi öi òî÷êè ¹ òî÷êàìè ïåðåãèíó, îñêiëüêè äðóãà ïîõiäíà

çìiíþ¹ çíàê ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç êîæíó ç íèõ.
5) Äîñëiäèìî çàäàíó ôóíêöiþ íà íàÿâíiñòü ïîõèëèõ àñèìïòîò:

k = lim
x→±∞

(
1

2

sin 2x

x
+

cos x

x

)
= 0,

b = lim
x→±∞

(
1

2
sin 2x + cos x

)
=

1

2
lim

x→±∞
sin 2x + lim

x→±∞
cos x,

îñòàííi ãðàíèöi, ÿê äîáðå âiäîìî, íå iñíóþòü. Ç âðàõóâàííÿì ï.1
áà÷èìî, ùî ãðàôiê ôóíêöi¨ y = 1

2 sin 2x + cos x íå ìà¹ àñèìïòîò.
6) Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà êiíöÿõ ïðîìiæêó (−π, π) :

y(−π) = y(π) = −1.

Ãðàôiê ôóíêöi¨ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (−π,−1) é
(π,−1). Çíàéäåìî òî÷êè ïåðåòèíó ãðàôiêà ôóíêöi¨ ç âiñÿìè êîîð-
äèíàò. Ïðè x = 0 y = 1. Ãðàôiê ôóíêöi¨ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
(0, 1). Íåõàé y = 0, òîäi

1

2
sin 2x + cos = 0 ⇔ cos x(1 + sin x) = 0,

ùî åêâiâàëåíòíî ñóêóïíîñòi
[

cos x = 0

1 + sin x = 0.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî x = ±π
2 . Ãðàôiê ôóíêöi¨ ïåðåòèíà¹ âiñü Ox â

òî÷êàõ ç êîîðäèíàòàìè (−π
2 , 0) i (π

2 , 0).
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Ðèñ. 13.7: ãðàôiê ôóíêöi¨ y = 1
2
sin 2x + cos x

Ãðàôiê çîáðàæåíî íà ðèñ. 13.7. ¥
á) y = sin x

2+cos x .

¤
1) Îñêiëüêè 2 + cos x 6= 0 ∀x, òî Dy = R. Ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà

äëÿ âñiõ çíà÷åíü àðãóìåíòó x. Âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò ãðàôiê íå
ìà¹.

2) Ôóíêöiÿ íåïàðíà, îñêiëüêè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íà
âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò i

sin(−x)

2 + cos(−x)
=

− sin x

2 + cos x
.

Ôóíêöiÿ ïåðiîäè÷íà, îñíîâíèé ïåðiîä T = 2π.

Ó çâ'ÿçêó ç ïåðiîäè÷íiñòþ, ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåìî íà
âiäðiçêó [0, 2π].

3)
y′ =

1 + 2 cos x

(2 + cos x)2 .



146
ÇÀÍßÒÒß 13. ÏÎÂÍÅ ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÔÓÍÊÖI� ÒÀ ÏÎÁÓÄÎÂÀ ��

ÃÐÀÔIÊÀ

Ïîõiäíà iñíó¹ íà âñié Dy, y′ = 0 â òî÷êàõ x1 = 2π
3 , x2 = 4π

3 .

Ìåòîäîì ïðîáíèõ òî÷îê ç'ÿñîâó¹ìî, ùî y′ > 0 íà iíòåðâàëàõ
(0, 2π

3 ), (4π
3 , 2π) � ãðàôiê ôóíêöi¨ çðîñòà¹. Íà iíòåðâàëi (2π

3 , 4π
3 )

y′ < 0 � ãðàôiê ôóíêöi¨ ñïàäà¹. Òî÷êà ìàêñèìóìó ìà¹ êîîðäèíàòè
(2π

3 ,
√

3
3 ), à òî÷êà ìiíiìóìó � (4π

3 , −
√

3
3 ).

4) Òî÷êè ïåðåãèíó, iíòåðâàëè îïóêëîñòi ãðàôiêà ôóíêöi¨.

y′′ =
2 sin x(cos x− 1)

(2 + cos x)3 .

Äðóãà ïîõiäíà iñíó¹ íà âñié îñi. Êðèòè÷íi íà ïåðåãèí òî÷êè:
x3 = 0, x4 = π, x5 = 2π. Ïðè öüîìó y′′ < 0, ÿêùî x ∈ (0, π) i
y′′ > 0, ÿêùî x ∈ (π, 2π). Ãðàôiê ôóíêöi¨ îïóêëèé âãîðó íà iíòåð-
âàëi (0, π) i âíèç, ÿêùî x ∈ (π, 2π).

Ðèñ. 13.8: ãðàôiê ôóíêöi¨ y = sin x
2+cos x

5) Çíàéäåìî ðiâíÿííÿ ïîõèëèõ àñèìïòîò.

k1,2 = lim
x→±∞

sin x

(2 + cos x)x
= lim

x→±∞
1

2 + cos x
.
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Öi ãðàíèöi íå iñíóþòü, îñêiëüêè íå iñíóþòü ãðàíèöi lim
x→±∞

cos x. Òà-
êèì ÷èíîì, ãðàôiê ôóíêöi¨ íå ìà¹ àñèìïòîò.

6) Íà êiíöÿõ âiäðiçêó [0, 2π] ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹ íóëþ.
7) Íóëi ôóíêöi¨: (kπ; 0), k ∈ Z.

Êîðèñòóþ÷èñü ïðîâåäåíèìè äîñëiäæåííÿìè, êðåñëèìî ãðàôiê
ôóíêöi¨ y = sinx

2+cos x (ðèñ. 13.8). ¥
13.3. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðà-
ôiê:

à) y =
3 ln x√

x
.

¤
1) Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ: Dy = (0,∞). Çðîçóìiëî, ùî íà öüîìó æ

ïðîìiæêó ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà. Îñêiëüêè

lim
x→0+

3 ln x = −∞ i lim
x→0+

1√
x

= +∞,

òî
lim

x→0+

3 ln x√
x

= −∞
i ïðÿìà x = 0 � âåðòèêàëüíà àñèìïòîòà.

2) Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ íå ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî íóëÿ, îòæå, ôóíê-
öiÿ çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Ôóíêöiÿ íåïåðiîäè÷íà.

3)

y′ = 3 · 1− 1
2 ln x

x3/2 .

Çðîçóìiëî, ùî òî÷êà x1 = e2 ¹ ñòàöiîíàðíîþ, à òî÷êà x2 = 0, â
ÿêié ïîõiäíà íå iñíó¹, íå íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨.
Ôóíêöiÿ çðîñòà¹ ïðè x ∈ (0, e2) òà ñïàäà¹ ïðè x ∈ (e2,∞). Òî÷êà
x1 = e2 ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó, fmax = 6

e .

4)

y′′(x) = 3 · −
1
2

1
xx3/2 − 3

2x
1/2(1− 1

2 ln x)

x3 = −1

4
· 8− 3 ln x

x5/2 .
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y′′(x) = 0 ïðè x = e8/3. Iíøèõ êðèòè÷íèõ íà ïåðåãèí òî÷îê íå iñíó¹.
Ïðè 0 < x < e8/3 êðèâà îáåðíåíà îïóêëiñòþ âíèç, à ïðè x > e8/3

êðèâà îáåðíåíà îïóêëiñòþ âãîðó. Òî÷êà x = e8/3 � òî÷êà ïåðåãèíó.
5)

lim
x→∞

3 ln x√
x

=
(∞
∞

)
= lim

x→∞
(3 ln x)′

(
√

x)′
= 3 lim

x→∞
2√
x

= 0.

Òàêèì ÷èíîì, ãðàôiê ôóíêöi¨ ïîñòóïîâî íàáëèæà¹òüñÿ äî âiñi àáñ-
öèñ.

Ïîõèëi àñèìïòîòè:

k = lim
x→∞

3 ln x

x
√

x
= lim

x→∞
(3 ln x)′

(x
√

x)′
= lim

x→∞
2

x
√

x
= 0, b = 0.

Áà÷èìî, ùî ïîõèëà àñèìïòîòà âèðîäæó¹òüñÿ â ãîðèçîíòàëüíó y = 0.

6) Ãðàôiê ôóíêöi¨ ïåðåòèíà¹ âiñü àáñöèñ â òî÷öi (1; 0), à âiñü
îðäèíàò íå ïåðåòèíà¹.

Ãðàôiê äîñëiäæóâàíî¨ ôóíêöi¨ çîáðàæåíî íà ðèñ. 13.9. ¥

á) y = ln
∣∣x−1
x+1

∣∣ .

¤
1) Ôóíêöiÿ íå âèçíà÷åíà ïðè x = −1 òà x = 1. Îáëàñòü âèçíà-

÷åííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ iíòåðâàëiâ: (−∞,−1), (−1, 1), (1,∞).

Îñêiëüêè
lim

x→±1
ln

∣∣∣∣
x− 1

x + 1

∣∣∣∣ = ∓∞,

òî ïðÿìi x = −1 i x = 1 � âåðòèêàëüíi àñèìïòîòè.
2) Ôóíêöiÿ íåïàðíà, îñêiëüêè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íà

âiäíîñíî íóëÿ i

y(−x) = ln

∣∣∣∣
−x− 1

−x + 1

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣
x + 1

x− 1

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣
x− 1

x + 1

∣∣∣∣
−1

= −y(x).
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Ðèñ. 13.9: ãðàôiê ôóíêöi¨ y = 3 ln x√
x

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ íåïåðiîäè÷íà.
3) Ïîõiäíà ôóíêöi¨

y′ =
x + 1

x− 1

(
x− 1

x + 1

)′
=

2

x2 − 1

íå äîðiâíþ¹ íóëþ â æîäíié òî÷öi. Ïîõiäíà íå iñíó¹ ïðè x1 = −1 òà
x2 = 1, àëå â öèõ òî÷êàõ íå âèçíà÷åíà i ñàìà ôóíêöiÿ. Îòæå, äàíà
ôóíêöiÿ åêñòðåìóìiâ íå ìà¹.

Ïðè x < −1 y′ > 0, ïðè −1 < x < 1 y′ < 0, ïðè x > 1 y′ > 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ çðîñòà¹ â iíòåðâàëi (−∞,−1), ñïàäà¹
â iíòåðâàëi (−1, 1) i çðîñòà¹ â iíòåðâàëi (1,∞).

4) Äðóãà ïîõiäíà
y′′ =

4x

(x2 − 1)2

îáåðòà¹òüñÿ â íóëü ïðè x = 0 òà íå iñíó¹ ïðè x = ±1 6∈ Dy. Ïðè
x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 0) y′′ > 0, êîëè x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞), òî y′′ < 0,

îòæå, x = 0 � òî÷êà ïåðåãèíó.
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5)
lim

x→±∞
ln

∣∣∣∣
x− 1

x + 1

∣∣∣∣ = 0.

Äàëi âiäøóêà¹ìî ïîõèëi àñèìïòîòè.

k = lim
x→±∞

1

x
ln

∣∣∣∣
x− 1

x + 1

∣∣∣∣ = 0;

b = lim
x→±∞

(
ln

∣∣∣∣
x− 1

x + 1

∣∣∣∣− 0 · x
)

= 0.

Òàêèì ÷èíîì, ãðàôiê êðèâî¨ ìà¹ ãîðèçîíòàëüíó àñèìïòîòó y = 0.

6) Äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷îê ïåðåòèíó ãðàôiêà ôóíêöi¨ ç îñÿìè êî-
îðäèíàò íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ðiâíÿíü:

{
y = ln

∣∣x−1
x+1

∣∣ ;

y = 0;

{
y = ln

∣∣x−1
x+1

∣∣ ;

x = 0.

Îáèäâi ñèñòåìè ìàþòü îäíå i òåæ ñàìå ðîçâ'ÿçàííÿ: x = 0, y = 0.

Ðèñ. 13.10: ãðàôiê ôóíêöi¨ y = ln
∣∣x−1
x+1

∣∣
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Ãðàôiê çàäàíî¨ ôóíêöi¨ íàâåäåíî íà ðèñ. 13.10. ¥
13.4. ∗ Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðà-
ôiê:

à) y = x− 2 arctg x.

¤
1) Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Dy = R. Ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà äëÿ

âñiõ x ∈ Dy, âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò íå ìà¹.
2) Ôóíêöiÿ íåïàðíà, îñêiëüêè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íà

âiäíîñíî íóëÿ i

y(−x) = −x− 2 arctg(−x) = −(x− 2 arctg x) = −y(x).

Ôóíêöiÿ íåïåðiîäè÷íà.
3) Ïîõiäíà ôóíêöi¨

y′ = 1− 2

1 + x2 =
x2 − 1

x2 + 1
.

iñíó¹ ïðè âñiõ x. y′ = 0, ÿêùî x = ±1. Òîìó îáëàñòü âèçíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçáèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèìè òî÷êàìè íà iíòåðâàëè
(−∞,−1), (−1, 1) é (1,∞).

Îñêiëüêè y′ > 0 ∀x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞), òî íà öèõ iíòåðâàëàõ
ôóíêöiÿ çðîñòà¹. ßêùî æ x ∈ (−1, 1), òî y′ < 0 i, âiäïîâiäíî,
ôóíêöiÿ ñïàäà¹ íà öüîìó iíòåðâàëi. Ëîêàëüíèé ìàêñèìóì ôóíêöiÿ
äîñÿãà¹ çà óìîâè x = −1, ìiíiìóì � çà óìîâè x = 1. Çíàéäåìî
êîîðäèíàòè òî÷îê åêñòðåìóìó: y(−1) = π

2 − 1, y(1) = 1 − π
2 . Òîìó

òî÷êà (−1, π
2−1) ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó, (1, 1− π

2 ) � òî÷êîþ ìiíiìóìó.
4) Ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó

y′′ =
4x

(1 + x2)2

âèçíà÷åíà íà âñié äiéñíié îñi, ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íóëü â òî÷öi x = 0.

Ïðè x < 0 y′′ < 0 � ãðàôiê îáåðíåíèé îïóêëiñòþ âãîðó, ïðè x > 0
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y′′ > 0 � ãðàôiê ôóíêöi¨ îáåðíåíèé îïóêëiñòþ âíèç. Áà÷èìî, ùî
òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè (0, 0) � òî÷êà ïåðåãèíó.

Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü ïóíêòiâ 3 òà 4 çâåäåìî ó íàñòóïíó òàáëè-
öþ:

x (−∞,−1) −1 (−1, 0) 0 (0, 1) 1 (1,∞)

y′ + 0 − −1 − 0 +

y′′ − −2 − 0 + 2 +

Âèñí. çðîñò. max ñïàäà¹ ñïàäà¹ min çðîñò.
Âèñí. îï. âãîðó îï. âãîðó ò. ïåð. îï. âíèç îï. âíèç

5) Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(x) = arctg x îáìåæåíà, òî äîñëiäæóâàíà
ôóíêöiÿ y = x− 2 arctg x ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi ëèøå çà óìîâè
x → ±∞, òîáòî

lim
x→±∞

(x− 2 arctg x) = ±∞.

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ïîõèëèõ àñèìïòîò.

k1,2 = lim
x→±∞

x− 2 arctg x

x
= 1,

b1,2 = lim
x→±∞

(x− 2 arctg x− x) = ∓π.

Òàêèì ÷èíîì, ïðÿìi y = x + π òà y = x− π � ïîõèëi àñèìïòîòè
çàäàíî¨ ôóíêöi¨.

6) Çðîçóìiëî, ùî ãðàôiê çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ïåðåòèíà¹ âiñi êîîðäèíàò
â òî÷öi (0,0). Äëÿ âiäøóêàííÿ iíøèõ òî÷îê ïåðåòèíó ãðàôiêà ç âiñÿ-
ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ãðàôi÷íèì ìåòîäîì: ïîáóäó¹ìî ãðàôiêè ôóíêöié
y = arctg x i y = x/2. Ç ðèñóíêà 13.11 áà÷èìî, ùî êîðåíi ðiâíÿííÿ

x

2
= arctg x

íàáëèæåíî äîðiâíþþòü ÷èñëàì ±2,4.
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Ðèñ. 13.11: ãðàôiêè ôóíêöié y = x/2 i y = arctg x

Ðèñ. 13.12: ãðàôiê ôóíêöi¨ y = x− 2 arctg x
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âñòàíîâëåíi âèùå îñîáëèâîñòi çàäàíî¨ ôóíêöi¨
y = x− 2 arctg x, êðåñëèìî ¨¨ ãðàôiê (ðèñ. 13.12). ¥
á) f(x) = arcsin 2x

1+x2 .

¤
1) Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨, òðå-

áà ðîçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü

−1 ≤ 2x

1 + x2 ≤ 1.

Îñêiëüêè ïðè âñiõ x |2x| ≤ 1+x2, òî íåðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ
áóäü-ÿêèõ x � ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà òà íåïåðåðâíà âñþäè. Âåðòèêàëü-
íèõ àñèìïòîò íåìà¹.

2)

f(−x) = arcsin
−2x

1 + (−x)2 = − arcsin
2x

1 + x2 = −f(x),

îòæå, ôóíêöiÿ íåïàðíà. Çàäàíà ôóíêöiÿ íåïåðiîäè÷íà.
3) Çíàéäåìî ïîõiäíó

f ′(x) =
1√

1− 4x2

(1+x2)2

2(1 + x2)− 4x2

(1 + x2)2 =

=
2(1− x2)

(1 + x2)
√

(1− x2)2
=

{
2

1+x2 , −1 < x < 1;

− 2
1+x2 , |x| > 1.

Êðèòè÷íèìè òî÷êàìè âèñòóïàþòü òî÷êè x = −1, x = 1, ó ÿêèõ
ïîõiäíà íå âèçíà÷åíà. Ìà¹ìî

lim
x→1−0

f ′(x) = lim
x→1−0

2

1 + x2 = 1,

lim
x→1+0

f ′(x) = lim
x→1+0

−2

1 + x2 = −1.

Òîìó, â òî÷öi x = 1 ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó, ïðè÷îìó, îñêiëüêè
ïîõiäíà ïðè x = 1 íå âèçíà÷åíà, òî òî÷êà ìàêñèìóìó ìà¹ õàðàêòåð
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çàãîñòðåííÿ. Ó ñèëó íåïàðíîñòi ôóíêöi¨ ïðè x = −1 ìà¹ìî ìiíiìóì
(òî÷êà iç çàãîñòðåííÿì). f(x) çðîñòà¹ íà iíòåðâàëi (−1, 1) i ñïàäà¹
íà iíòåðâàëàõ (−∞,−1), (1, +∞).

4) Äðóãà ïîõiäíà

f ′′(x) =

{ −4x
(1+x2)2 , −1 < x < 1;

4x
(1+x2)2 , |x| > 1

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü ïðè x = 0 òà íå iñíó¹ â òî÷êàõ x = ±1. Íà
ïðîìiæêó (0, 1) f ′′(x) < 0 i òîìó ãðàôiê îáåðíåíèé îïóêëiñòþ âãî-
ðó. Íà ïðîìiæêó (1, +∞) f ′′(x) > 0 � ãðàôiê îáåðíåíèé îïóêëiñòþ
âíèç. Ó ñèëó íåïàðíîñòi ôóíêöi¨ â ïðîìiæêó (−∞,−1) ãðàôiê îáåð-
íåíèé îïóêëiñòþ âãîðó, à â iíòåðâàëi (−1, 0) � âíèç. Òî÷êà ïåðåãèíó
ìà¹ êîîðäèíàòè (0, 0).

Ðèñ. 13.13: ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) = arcsin 2x
1+x2

5) Çðîçóìiëî, ùî

lim
x→±∞

arcsin
2x

1 + x2 = arcsin 0 = 0.
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Òîìó ãîðèçîíòàëüíîþ àñèìïòîòîþ ¹ âiñü àáñöèñ. Iíøèõ àñèìïòîò
ãðàôiê ôóíêöi¨ íå ìà¹.

6) Ïðè x = 0 ìà¹ìî y = 0. Iíøèõ òî÷îê ïåðåòèíó ç âiñÿìè
êîîðäèíàò ãðàôiê íå ìà¹.

Êîðèñòóþ÷èñü âèùåçàçíà÷åíèì, êðåñëèìî ãðàôiê ôóíêöi¨ � ðèñ.
13.13. ¥

13.5. ∗ Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ òà ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóí-
êöi¨, ÿêà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî: x = 2t− t2, y = 3t− t3.

¤

1) Ôóíêöi¨ x(t) òà y(t) âèçíà÷åíi é íåïåðåðâíi ïðè t ∈ (−∞,∞).

Ôóíêöiÿ x(t) íå ¹ îäíîçíà÷íîþ. Ïðè öüîìó x ∈ (−∞, 1], îñêiëü-
êè x(t) � êâàäðàòè÷íà ôóíêöiÿ i x(t) = −(t − 1)2 + 1. Ó òîé æå
÷àñ y(t) ∈ (−∞,∞). Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ y(x) (ÿê ôóíêöiÿ âiä
àðãóìåíòó x ) ìà¹ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ Dy = (−∞, 1].

2) x′t = 2− 2t, y′t = 3− 3t2 i

y′x =
3

2
· 1− t2

1− t
.

y′x(x) = 0 ïðè t1 = −1 (ïðè öüîìó x1 = −3 ), à ïðè t2 = 1 (x2 = 1 )
ìà¹ óñóâíèé ðîçðèâ i lim

t→1
y′x = 3.

3) Ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ y(x) :

y′′xx(x) =
3(1− t2)2

4(1− t)3 .

Áà÷èìî, ùî y′′xx(x) äîðiâíþ¹ íóëþ òà ìà¹ ðîçðèâ ó òèõ æå òî÷êàõ
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t1 = −1 i t2 = 1, ùî i ïîõiäíà ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ñêëàäåìî òàáëèöþ:

t (−∞,−1) −1 (-1, 1) 1 (1,∞)

x(t) (−∞,−3) −3 (−3, 1) 1 (−∞, 1)

y(t) (−2,∞) −2 (−2, 2) 2 (−∞, 2)

y′x(x) − 0 + 6 ∃ +

y′′xx(x) − 0 + 6 ∃ −
Âèñíîâîê ñïàäà¹ min çðîñòà¹ max ñïàäà¹

Ðèñ. 13.14: ãðàôiê ôóíêöi¨ x = 2t− t2, y = 3t− t3

ßêùî x çðîñòà¹ âiä −∞ äî 1, òî ãðàôiê ôóíêöi¨ y = y(x) îáåð-
íåíèé îïóêëiñòþ âíèç, ÿêùî x ñïàäà¹ âiä 1 äî −∞, òî îïóêëiñòü
îáåðíåíà âãîðó; (1, 2) � òî÷êà ïåðåãèíó.

4) Çðîçóìiëî, ùî ïðè t → ±∞

x(t) → −∞, y(t) → ∓∞,
y(t)

x(t)
→ ±∞,
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òîìó ãðàôiê ôóíêöi¨ y(x) àñèìïòîò íå ìà¹.
5) x = 0 çà óìîâ t = 0 i t = 2, ïðè öüîìó y(0) = 0 i y(2) = −2.

y = 0 ó òî÷êàõ t = 0 òà t = ±√3, âiäïîâiäíî x(±√3) = ±2
√

3− 3.

Áà÷èìî, ùî ãðàôiê ôóíêöi¨ y(x) ïåðåòèíà¹ âiñi êîîðäèíàò ó íàñòóï-
íèõ òî÷êàõ: (0, 0); (0,−2); (−2

√
3− 3, 0); (2

√
3− 3, 0).

Êîðèñòóþ÷èñü îäåðæàíèìè âiäîìîñòÿìè, áóäó¹ìî ãðàôiê (ðèñ.
13.14). ¥

13.6. Íà ðèñóíêó 13.15 çîáðàæåíî ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x). Çîáðà-
çèòè ñõåìàòè÷íî ãðàôiê ¨¨ ïîõiäíî¨.

Ðèñ. 13.15: ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x)

¤ Íà âiäðiçêó [0, a] ôóíêöiÿ çðîñòà¹. Òîìó ¨¨ ïîõiäíà íà öüîìó
âiäðiçêó äîäàòíà. Ïðè öüîìó, îñêiëüêè ãðàôiê ôóíêöi¨ îáåðíåíèé
îïóêëiñòþ âíèç, òî ïîõiäíà ïðè 0 ≤ x ≤ a ñïàäà¹ âiä çíà÷åííÿ f ′(0)

äî íóëÿ. Îñêiëüêè äîòè÷íà äî ãðàôiêà ôóíêöi¨ ïðè x = 0 óòâîðþ¹
êóò α ≈ π

4 ç âiññþ àáñöèñ, òî f ′(0) ≈ tg π
4 = 1.

Íà ïðîìiæêó (a, b) ôóíêöiÿ ñïàäà¹, à òîìó ¨¨ ïîõiäíà âiä'¹ìíà.
Ïðè öüîìó â òî÷öi x = b ïîõiäíà íå iñíó¹, à lim

x→b−0
f ′(x) = −∞. Òîìó

äëÿ x = b ãðàôiê ôóíêöi¨ y = f ′(x) ìà¹ âåðòèêàëüíó àñèìïòîòó.
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Ðèñ. 13.16: ãðàôiê ôóíêöi¨ f ′(x)

ßêùî x → b + 0, òî lim
x→b+0

f ′(x) = +∞.

Íà ïðîìiæêó (b, c) ïîõiäíà ñïàäà¹ âiä +∞ äî íóëÿ. Ïîõiäíà
äîäàòíà íà öüîìó ïðîìiæêó, îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(x) çðîñòà¹ ïðè
b < x < c.

Íà ïðîìiæêó (c, d) ïîõiäíà âiä'¹ìíà, îñêiëüêè íà öüîìó ïðîìiæêó
ôóíêöiÿ f(x) ñïàäà¹. Òî÷êîþ ìiíiìóìó ¹ òî÷êà x = d, ÿêà âiäïî-
âiäà¹ òî÷öi ïåðåãèíó ãðàôiêà ôóíêöi¨ f(x).

Ñõåìàòè÷íèé ãðàôiê ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f(x) çîáðàæåíî íà ðèñóí-
êó 13.16. ¥

13.2 Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

13.7. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè íàñòóïíèõ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié:
à) y = x3 − 4x2 + 7x− 4; á) y = 4x2 − x6 + 1

x2 ;

â) y = 1−x3

x2 ; ã) y = (x−1)4

x(x2−4) .

13.8. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè íàñòóïíèõ iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié:
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à) y = (x− 3)
√

x; á) y =
√

x2 + 1−√x2 − 1;

â) y = x
3
√

x2−1
; ã) y = x2+1−√x4+6x2+1

x+2 .

13.9. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè íàñòóïíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié:
à) y = sin2 x + cos x; á) y = cos 3x− 3 cos x;

â) y = 1
sinx+cos x ; ã) y = sin3 x + cos3 x.

13.10. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè íàñòóïíèõ ïîêàçíèêîâèõ òà ëîãàðèô-
ìi÷íèõ ôóíêöié:

à) y =
3
√

x2e−x; á) y = e
1−x2

x4 ;

â) y = x3 ln2 x; ã) y = ln(x− 1
x).

13.11. ∗ Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè íàñòóïíèõ ñêëàäåíèõ ôóíêöié:
à) y = ln sin x; á) y = arctg x

x2−1 ;

â) y = e−2x sin 3x; ã) y = x arcsin x
1−x2 .

13.12. Çà ãðàôiêîì ôóíêöi¨ ç'ÿñóâàòè âèãëÿä ãðàôiêiâ ¨¨ ïåðøî¨ òà
äðóãî¨ ïîõiäíî¨:

à) ðèñ. 13.17; á) ðèñ. 13.18.

Ðèñ. 13.17: äî çàäà÷i 13.12 à)

13.13. Ç'ÿñóâàòè âèãëÿä ãðàôiêà ôóíêöi¨ çà äàíèì ãðàôiêîì ¨¨ ïî-
õiäíî¨:

à) ðèñ. 13.19; á) ðèñ. 13.20.
13.14. ∗ Çîáðàçèòè ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) â îêîëi òî÷êè x = a, ÿêùî:
a = 1, f(1) = 2, lim

x→1−0
f ′(x) = −∞, lim

x→1+0
f ′(x) = +∞.
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Ðèñ. 13.18: äî çàäà÷i 13.12 á)

Ðèñ. 13.19: äî çàäà÷i 13.13 à)

Ðèñ. 13.20: äî çàäà÷i 13.13 á)



ÄÎÄÀÒÎÊ A

Iíäèâiäóàëüíi äîìàøíi çàâäàííÿ I

1. Çíàéòè ïîõiäíó çàäàíî¨ ôóíêöi¨, êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì:
1. y = 1√

x+1 2. y = x√
1+x

3. y = sin2 x
2 4. y = tg x− x2

5. y = ln(2x− 1)2 6. y = ln
√

x2 + 1

7. y = arcsin
√

x 8. y = cos (1− x)2

9. y = 3sin x 10. y = ex2+3x+2

2. Çíàéòè dy
dx :

1. y = 3
√

x +
√

x 2. y = 3
3
√

x3+3x+1

3. y = x
3
√

1+x3
4. y = x 3

√
1+x
1−x

5. y =
√

x + 3
√

x 6. y =
√

x2 + 1 + 3
√

x3 + 1

7. y =
√

x+
√

x
x−√x

8. y = 5
√

x2 +
√

x + 1
x

9. y =
(
1 +

√
1+x
1−x

)2
10. y = 3

√
x3+1
3x−2

162
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3. Çíàéòè dy
dx :

1. y = 1+sin 2x
1−sin 2x 2. y = cos 2x sin2 x

3. y = sin3 5x cos5 3x 4. y = ecos2 3x

5. y = etg x cos x 6. y = arcsin(tg x)

7. y = ecosx sin2 x 8. y = ln
√

1−cos x
1+cos x

9. y = sin x
1+tg x 10. y = ex

cos2 x

4. Çíàéòè dy
dx :

1. y = 5arctg2 x 2. y = ln arctg x

3. y =
√

x− arctg
√

x 4. y = ln arcsin x

5. y = 2arcsin 3x 6. y = ln(ex +
√

1 + e2x)

7. y = ln(x2 +
√

1 + x4) 8. y = arcsinx√
1−x2

9. y = arctg e3x 10. y = arccos(tg x)

5. Çíàéòè dy
dx :

1. y = x2/ ln2 x 2. y = x
√

x

3. y = xln x 4. y = (cos x)tg x

5. y = (cos 3x)x 6. y = (x + x2)x

7. y = xarctg x 8. y = (sin 3x)x

9. y = x
√

x+1 10. y = xtg x

6. Çíàéòè dy
dx :

1. ex+y − xy = 0

2. exy − (x + 3y) = 0

3. y sin(x + y)− x = 0

4. y tg(x + y)− xy = 0

5. ctg(2x− 3y) + (2x− 3y)2 = 0

6. tg(x + 2y)− 3x + y = 0
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7. ln(x + y)− arctg x
y = 0

8. (x + y)2 + (x− 3y)2 = 1010

9. ln x
y − x + 2y = 0

10. sin(2x + y) + 2x− 3y = 0

7. Çíàéòè dy
dx òà d2y

dx2 , ÿêùî
1. y = x

√
1 + x2 2. y = x√

1−x2

3. y = ln x
x 4. y = x2 ln x

5. y = xe−x 6. y = (1 + x2) arctg x

7. y = ex cos x 8. y = e−x sin x

9. y = xe1/x 10. y = xe−x2

8. Çíàéòè dy
dx òà d2y

dx2 , ÿêùî

1. x = 2t− t2; y = 3t− t3

2. x = 3 cos t; y = 4 sin2 t

3. x = 2 cos3 t; y = 4 sin3 t

4. x = cos t + t sin t; y = sin t− t cos t

5. x = 2 cos t− cos 2t; y = 2 sin t− sin 2t

6. x = 2t3 + t; y = ln t

7. x = 3t− t3; y = 3t2

8. x = 2t− t3; y = 2t2

9. x = ctg t; y = 1
cos2 t

10. x = ln t; y = 1
2(t + t−1)



165

9. Ïðîäèôåðåíöiþâàòè çàäàíó ôóíêöiþ:

1. y =





x + 1, x ≤ 0;

x2, 0 < x ≤ 2;
1
2x + 3, x > 2.

2. y =





−x, x ≤ 0;

tg x, 0 < x < π
4 ;

2, x ≥ π
4 .

3. y =





x + 1, x < 0;

x2 + 1, 0 ≤ x < 1;

1, x ≥ 1.

4. y =





x2 + 1, x < 0;

1− x, 0 ≤ x ≤ 2;

2, x > 2.

5. y =





−2x, x ≤ 0;√
x, 0 < x < 4;

3, x ≥ 4.

6. y =





x, x ≤ 0;

ctg x, 0 < x < π
2 ;

x− π
2 , x ≥ π

2 .

7. y =





x2, x ≤ 0;

x, 0 < x ≤ 2;

1, x > 2.

8. y =





√−x, x ≤ 0;

2, 0 < x ≤ 2;

x, x > 2.

9. y =





−x, x ≤ 0;

sin x, 0 < x ≤ π;

x− 2, x > π.

10. y =





2x, x ≤ 0;

x2 + 1, 0 < x ≤ 1;

2, x > 1.

10. Ðîçâ'ÿçàòè íàñòóïíi çàäà÷i:

1. Äîâåñòè, ùî åëiïñ 3x2 + 4y2 = 48 i ãiïåðáîëà 3x2 − y2 = 3

ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä ïðÿìèì êóòîì.

2. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ çàäàíi êðèâi
x2 − y2 = 7 òà x2 + y2 = 25?

3. Íà ïàðàáîëi y2 = 6x çíàéòè òî÷êó, äîòè÷íà äî ÿêî¨ áóëà á
ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìié 4x + 3y − 12 = 0.

4. Çíàéòè êóò ìiæ äîòè÷íèìè, ïðîâåäåíèìè äî êîëà x2+y2 = 25

â òî÷êàõ (4; 3) i (3;−4).

5. Íà êîëi x2 + y2 = 169 çíàéòè òî÷êè, äîòè÷íi â ÿêèõ ïàðà-
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ëåëüíi ïðÿìié y = 5
12x.

6. Çíàéòè êóò ìiæ äîòè÷íèìè, ïðîâåäåíèìè äî ãiïåðáîëè
x2 − 2y2 = 8 â òî÷öi, àáñöèñà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 4, à îðäèíàòà
äîäàòíà.

7. Çàäàíi êðèâi y = x2 òà y = x2 − 2x + 4. Çíàéòè êóò ìiæ
äîòè÷íèìè, ïðîâåäåíèìè äî öèõ êðèâèõ ó òî÷öi ¨õ ïåðåòèíó.

8. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íèõ é íîðìàëåé äî ãiïåðáîëè
x2 − y2 = 12 â òî÷êàõ, îðäèíàòà ÿêèõ äîðiâíþ¹ 2.

9. Íà êðèâié y = cos x çíàéòè òî÷êè, ó ÿêèõ äîòè÷íà ïàðàëåëü-
íà âiñi Ox.

10. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi y = tg x é y = cos x

ïðè x ∈ (−π/2; π/2)?

11. Îá÷èñëèòè íàáëèæåíî:
1. (0,998)3 2. 1

(1,06)2 3. ln 1,024 4. ln(1,02)3

5. 8
√

0,984 6. 1
5
√

1,05 7. ln 8
√

1,06 8. ln 3
√

0,997

9. sin 60◦3′ 10. tg 45◦5′

12. Ìåòîäàìè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ äîâåñòè, ùî:
1. arctg x = arcsin x√

1+x2
, x ∈ R

2. arcsin x + arccos x = π
2 , x ∈ [−1; 1]

3. arccos 1−x2

1+x2 = 2 arctg x

4. arctg x + arctg 1−x
1+x = π

4 , x > −1

5. cos x > 1− 1
2x

2, x > 0

6. arcsin x = arccos
√

1− x2, x ∈ [0; 1]

7. arctg x + arctg 1
x = −π

2 , x < 0

8. arcsin 2x
1+x2 = π − 2 arctg x, x ≥ 1

9. arcsin x = arctg x
1−x2 , x ∈ (−1; 1)

10. sin x > x− 1
6x

3, x > 0
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13. Çíàéòè ãðàíèöþ çà äîïîìîãîþ ïðàâèë Ëîïiòàëÿ:
1. lim

x→0
5x

arctg 3x 2. lim
x→0

x tg 3x ctg2 2x 3. lim
x→0

1−cos 4x
1−cos 2x

4. lim
x→0

x ctg 5x 5. lim
x→0

x sin 3x
cos x−cos3 x 6. lim

x→0
1−cos 2x
x tg 3x

7. lim
x→0

arcsin 2x
5x 8. lim

x→0
1−cos 3x
x sin 2x 9. lim

x→0
x sin x ctg2 x

10. lim
x→0

sin2 3x
tg 2x

14. Çíàéòè ãðàíèöþ çà äîïîìîãîþ ïðàâèë Ëîïiòàëÿ:
1. lim

x→∞
(x + 2)(ln(2x− 3)− ln(2x + 1))

2. lim
x→3

(2x− 5)2x/(x−3)

3. lim
x→∞

(x + 3)(ln(x + 1)− ln(x− 2))

4. lim
x→2

(3x− 5)2x/(x2−4)

5. lim
x→−∞

(x + 2)(ln(3− 2x)− ln(4− 2x))

6. lim
x→2

(2x− 3)x/(x−2)

7. lim
x→−∞

(2− 3x)(ln(1− 3x)− ln(2− 3x))

8. lim
x→1

(3− 2x)2x/(x−1)

9. lim
x→∞

(3x + 2)(ln(x + 3)− ln(x + 4))

10. lim
x→1

(7− 6x)x/(3x−3)

15. Çíàéòè íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âêàçàíîìó
âiäðiçêó:
1. f(x) = x3 − 12x + 7; [0; 3] 2. f(x) = x−3

x2+7 ; [2; 8]

3. f(x) = 1
2x + cos x; [0; π

2 ] 4. f(x) = x3 − 12x + 7; [−3; 0]

5. f(x) = x−2
x2+5 ; [2; 8] 6. f(x) = 1

2x− sin x; [0; π
2 ]

7. f(x) = x−3
x2+7 ; [−2; 5] 8. f(x) = 1

2x + cos x; [π2 ; π]

9. f(x) = x−2
x2+5 ; [−2; 3] 10. f(x) = 1

2x− sin x; [−π
2 ; 0]
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16. Ðîçâ'ÿçàòè òåêñòîâó çàäà÷ó:

1. Âèãîòîâèòè ïðÿìîêóòíó êîðîáêó (áåç êðèøêè), âiäíîøåííÿ
ñòîðií îñíîâè ÿêî¨ äîðiâíþ¹ k, çàäàíî¨ ìiñòêîñòi V ç íàéìåí-
øèìè âèòðàòàìè ìàòåðiàëó.

2. Ç óñiõ ïðÿìîêóòíèêiâ, ÿêi ìàþòü äàíèé ïåðèìåòð, çíàéòè íàé-
áiëüøèé çà ïëîùåþ.

3. Ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ñåðåä âñiõ ðiâíîáåäðåíèõ òðèêóòíèêiâ, ÿêi
âïèñàíi â êîëî, íàéáiëüøèé ïåðèìåòð ìà¹ ðiâíîñòîðîííié òðè-
êóòíèê.

4. Ðîçäiëèòè ÷èñëî 6 íà äâi ÷àñòèíè òàê, ùîá ñóìà ïîòðî¹íî¨
îäíi¹¨ ÷àñòèíè òà êóáà iíøî¨ ÷àñòèíè áóëà íàéìåíøîþ.

5. Çíàéòè êîíóñ îá'¹ìó V ç íàéìåíøîþ ïîâíîþ ïîâåðõíåþ.

6. Îñíîâîþ ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäà ¹ êâàäðàò, à ïîâíà
ïîâåðõíÿ äîðiâíþ¹ S. Âèçíà÷èòè ðîçìiðè öüîãî ïàðàëåëåïiïåäà
ïðè ÿêèõ âií ìà¹ íàéáiëüøèé îá'¹ì.

7. Âèçíà÷èòè ðîçìiðè êîíóñà íàéáiëüøîãî îá'¹ìó, ïðè óìîâi, ùî
éîãî ái÷íà ïîâåðõíÿ äîðiâíþ¹ S.

8. Ç óñiõ ïðÿìîêóòíèõ òðèêóòíèêiâ iç çàäàíîþ ïëîùåþ S çíàé-
òè òàêèé, ãiïîòåíóçà ÿêîãî ìà¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ.

9. Â êîëî ðàäióñà r âïèñàíî ïðÿìîêóòíèê. ßêèìè ïîâèííi áóòè
ðîçìiðè ïðÿìîêóòíèêà äëÿ òîãî, ùîá éîãî ïëîùà áóëà íàéáiëü-
øîþ?

10. Ç óñiõ ðiâíîáåäðåíèõ òðèêóòíèêiâ, ÿêi ìàþòü äàíèé ïåðè-
ìåòð, çíàéòè íàéáiëüøèé çà ïëîùåþ.
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17. Ðîçâ'ÿçàòè òåêñòîâó çàäà÷ó:

1. Ç óñiõ ïðÿìîêóòíèêiâ iç çàäàíîþ ïëîùåþ S çíàéòè òàêèé,
ïåðèìåòð, ÿêîãî ìà¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ.

2. Ïåðèìåòð ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ 2p. ßêèìè
ïîâèííi áóòè éîãî ñòîðîíè äëÿ òîãî, ùîá îá'¹ì òiëà, ÿêå óòâî-
ðþ¹òüñÿ îáåðòàííÿì öüîãî òðèêóòíèêà íàâêîëî éîãî îñíîâè, áóâ
íàéáiëüøèì?

3. Ðîçäiëèòè ÷èñëî 12 íà äâi ÷àñòèíè òàêèì ÷èíîì, ùîá ñóìà ¨õ
êâàäðàòiâ áóëà íàéìåíøîþ.

4. Ãiïîòåíóçà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ c. ßêèìè ïî-
âèííi áóòè êàòåòè äëÿ òîãî, ùîá ïåðèìåòð òðèêóòíèêà áóâ íàé-
áiëüøèì?

5. Ç êâàäðàòíî¨ çàãîòiâêè òîâùèíîþ d âèðiçàþòü êâàäðàòè â
êîæíîìó êóòi. ßêîãî ðîçìiðó ïîâèííi áóòè öi êâàäðàòè äëÿ òî-
ãî, ùîá ôiãóðó, ÿêà çàëèøèëàñÿ, çiãíóòè â êîðîáêó íàéáiëüøî¨
ìiñòêîñòi?

6. Çi âñiõ òðèêóòíèêiâ ç îäíàêîâèìè îñíîâàìè òà îäíèì é òèì
æå ïðîòèëåæíèì êóòîì ïðè âåðøèíi çíàéòè íàéáiëüøèé çà ïëî-
ùåþ.

7. Âèçíà÷èòè ðîçìiðè êîíóñà ç íàéìåíøîþ áîêîâîþ ïîâåðõíåþ
çà óìîâîþ, ùî éîãî îá'¹ì äîðiâíþ¹ V.

8. ßêèìè ïîâèííi áóòè âèñîòà òà ðàäióñ îñíîâè êîíóñà ç òâiðíîþ
l äëÿ òîãî, ùîá îá'¹ì êîíóñà áóâ íàéáiëüøèì?

9. Çíàéòè ðîçìiðè öèëiíäðè÷íîãî áàêà íàéáiëüøî¨ ìiñòêîñòi ç
ïîâåðõíåþ S.

10. Íàìåò ìà¹ ôîðìó öèëiíäðó, ÿêèé çàâåðøåíî çâåðõó ïðÿìèì
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êðóãîâèì êîíóñîì. Ïðè çàäàíié ïîâíié ïîâåðõíi íàìåòó âèçíà-
÷èòè éîãî ðîçìiðè òàêèì ÷èíîì, ùîá îá'¹ì áóâ íàéáiëüøèì.

18. Äîñëiäèòè ìåòîäàìè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ òà ïî-
áóäóâàòè ¨õ ãðàôiêè:
1. f(x) = x3

x2+2x+3 2. f(x) = 3x2−7x−16
x2−x−6 3. f(x) = x3−8

2x2

4. f(x) = 4x
4−x2 5. f(x) = (x−1)2

x2 6. f(x) = 1
x2+2x

7. f(x) = x2−1
x2+2 8. f(x) = 1−2x

x2−x−2 9. f(x) = 4x3+5
x

10. f(x) = x3

x2+1

19. Äîñëiäèòè ìåòîäàìè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ òà ïî-
áóäóâàòè ¨õ ãðàôiêè:
1. y = x + ln(x2 − 4) 2. y = ln(1 + x2)

3. y = x2e−x 4. y = ln x
x−1

5. y = xe−x2

6. y = (x + 4)e2x

7. y = ln(x2 + 2x + 2) 8. y = xe2x−1

9. y = ln x−1
x−2 10. y = e1/(2−x)



ÄÎÄÀÒÎÊ B

Iíäèâiäóàëüíi äîìàøíi çàâäàííÿ II

1. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì, çíàéòè ïîõiäíi íàñòóïíèõ ôóíêöié:
1. y = cos 2x 2. y = (5x2 − 2x)2

3. y =
√

2x + 1 4. y = ln 2x

5. y = e2x 6. y = 3x2 + 2x

7. y = ln(3x + 1) 8. y = sin x
2

9. y =
√

3x− 3 10. y = (2x− 3)2

11. y = 2
x 12. y = ex+1

13. y = cos(2x + 1) 14. y = sin(x2 − 1)

15. y = 2x3 − 2x 16. y = 2x+1

17. y = x√
x

18. y = 3x−1

19. y = cos(x2 + 2) 20. y = sin(x− 1)

21. y = 2(x + 5)2 22. y = ln2 x

23. y = sin2 x 24. y = cos2 x

25. y = tg(x + 1) 26. y = lg(3x− 1)

171
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2. Ïðîäèôåðåíöiþâàòè çàäàíi ôóíêöi¨:
1. y = sin5 3x · arccos 2x3

2. y = 4−x ln5(x2 + 4)

3. y =
√

arccos 2x · arctg3 5x

4. y = log2(x + 3) arcsin2 3x

5. y = 4(x− 7)6 · arcctg 7x3

6. y = 2− sin x · arcsin 3x5

7. y = tg3 4x · arctg x2

8. y = ctg5 8x · arcsin
√

x

9. y =
√

7x3−5x+2
e− sin 2x

10. y = ecos 5x

3
√

3x2−4x−4

11. y = ctg3(3x−1)
lg(x+5)

12. y = lg(x2−x+4)
tg4(2x)

13. y = arctg4 5x
sin
√

x

14. y =

√
cos(3x−1)

arcctg(x+2)

15. y = 9 arctg(x+7)
(x−1)2

16. y = arcsin(x+5)
2 ln(3x−10)

17. y =
√

2x+1
2x−1 log2(x− 3x2)

18. y = 8

√
7x−4
7x+4 cos(2x3 + 4)

19. y = 3 log3(2x2+5)
cos(3x2+4)

20. y = lg(x2+4x)
3
√

(x−5)2

21. y = 4

√
x+1
x−1 log5(3x

2 + sin x)

22. y = 9

√
(x−3)4
(x+2) cos(3x2 − ln x)

23. y = 5

√
3x4−4x2+2x−π

x+2 arcsin(2x + 3)
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24. y = (sin 3x)arccosx

25. y = (cos(x + 2))ln x

26. y = (arccos x)sin 3x

3. Ïðîäèôåðåíöiþâàòè çàäàíi ôóíêöi¨:
1. y =

√
x+7(x−3)
(x+2)5 2. y = (x−3)5(x+2)2√

(x−1)3

3. y =
(x−3)3

√
(x+1)5

(x−4)3 4. y =
(x+3) 5

√
(x−2)2

(x+1)7

5. y = (x+2)7(x−3)3√
(x+5)5

6. y = (x−1)4(x+2)5
3
√

(x−4)2

7. y = (x−3)2
√

x+7
(x+2)7 8. y = (x−7)10

√
3x−1

(x+3)5

9. y = (x+1)8(x−3)2√
(x+2)6

10. y = (x+2)(x−7)4

(3x+2)3

11. y =
5
√

(x+4)3

(x−1)2(x+3)5 12. y =
3
√

(x−1)6

(x+1)5(x−5)3

13. y =
3
√

(x+2)2(x−1)4

(x+2)5 14. y =

√
(x−2)5(x+3)2

(x−7)3

15. y =
4
√

x−8(x+4)6

(x−1)5 16. y =
5
√

x+1(x−3)7

(x+8)4

17. y =
7
√

(x−2)4

(x+1)2(x−6)5 18. y =
3
√

(x+2)2

(x−3)4(x−4)3

19. y =
√

x+10(x−8)3

(x−1)5 20. y =
√

x2+2x−3
(x+3)7 sin2 x

21. y = (x+7)2 ln2 x√
x2+3x−1

22. y =
√

cos5 x(x2+2x−1)n

(x−3)7

23. y =
n
√

x2+2
e2x(x−1)2 24. y =

n
√

x−1
(x+3)4 cos3 x

25. y =
n
√

x3−4x2+2x−1(x2−3)5

(2x−1)2 26. y =
n
√

ln(x2+3)
√

sin x

(tg x−x)4

4. Ïðîäèôåðåíöiþâàòè çàäàíi ôóíêöi¨:

1. y = 5

√
x (3x−1)2 ln3 x

cosx ·√x3+2
2. y =

√
x3 sin 3x

√
x5+3

(2x+1)3 ln5 x

3. y = 4

√
tg3x 3

√
5x+2

x (x3−1)5 ln x
4. y = 3

√
x
√

ln3 x ·cos x
(x7+2)4 3

√
2−3x

5. y = 5

√
x cos2 x

√
x2+5

(3x+1)
√

ln x
6. y = 7

√
arcsin x

√
x4+4

x5(5+2x)2 ln x

7. y =

√√
(x5+5)5 ln5 x

x sin x (5x+1)3
8. y = 6

√
x ln5 x

√
x3+3

cos x (2x2+3)7

9. y = 9

√
x (4x−1)3 ln2 x

cosx ·√x5+2
10. y =

√
x5 s3x

√
x3+5

(7x+1)5 ln3 x
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11. y = 7

√
tg2x 5

√
7x+7

x (x3+5)2 ln x
12. y = 4

√
x
√

ln3 x ·cos x
(x5+2)5 3

√
8−3x

13. y = 6

√
x 2 sin x

√
x2+5

(x+1)3
√

ln5 x
14. y = 9

√
arctg2x

√
x3+9

x7(5+3x)4 ln x

15. y =

√√
(x5+5)3 ln x

xtgx (2x+1)5
16. y = 8

√
x ln3 x

√
x5+9

ctgx (2x4+5)5

17. y = 4

√
x5 (x+1)3 ln x

ctgx ·√x5+3
18. y =

√
sin 5x

√
x3+1

x (5x+1)5 ln9 x

19. y = 8

√
tg5x 3

√
x3+2

x (x2−2)7 ln x
20. y = 3

√
x
√

ln x ·ctg3x

(x5+9)8 3
√

2−3x

21. y = 5

√
x ln2 x

√
x2+5

(3x+1)
√

sin3 x
22. y = 7

√
ln2 x

√
x4+4

x(5+2x)2 arctgx

23. y =

√√
(x9+7)−3 ln x

x cos2 x (7x+1)5
24. y = 10

√
x ln3 x

√
x7+1

ctgx (3x3+3)7

25. y = 5

√
(7x−1)2 ln3 x

x sin3 x ·√x7+1
26. y =

√
x3 tg5x

√
x9+1

(5x+1)9 ln4 x

5. Ïðîäèôåðåíöiþâàòè çàäàíi ôóíêöi¨:
1. y = (

√
3x + 2)arcctg 3x

2. y = (cos 5x)arctg
√

x

3. y = (log2(x + 4))ctg 7x

4. y = ( 1
sin 3x)arctg(x+2)

5. y = (ln(x + 7))ctg 1/x

6. y = (ctg(7x + 4))
√

x+3

7. y = (1/ tg
√

x + 1)arctg 2x

8. y = (arccos x)
√

cosx

9. y = (tg 3x4)
√

x+3

10. y = (ctg
√

x)sin(x+3)

11. y = (arccos(x + 2))tg 3x

12. y = (arcsin 2x)ctg(x+1)

13. y = (arctg(x + 7))cos 2x

14. y = (arcctg(x− 3))sin 4x
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15. y = (lg(8x + 3))tg 5x

16. y = (log2(2x + 5))arctg x

17 .y = (log4(3x + 2))arcsinx

18. y = (log0,5(3x + 1))log2(x+3)

19. y = (ln(x + 3))sin
√

x

20. y = (cos 2x7)
√

x+3

21. y = (arcsin(5x))ln(x+3)

22. y = ((x− 3)5(x + 2)3)
√

(x−1)3

23. y = ( 3
√

(x− 1)7)(x+1)5(x−5)3

24. y = (sin 3x2)cos2 3x

25. y = (ln(5x− 4))arccos2 x

26. y = (log5(5x− 3))ln(lnx)

6. Äîñëiäèòè ôóíêöiþ íà äèôåðåíöiéîâíiñòü:
1. a) y = 5

4
x2−1 b) y = (2x2 − 5)/

√
x2 − 2

2. a) y = 6
x

x2−9 b) y = 3x2−10√
4x2−1

3. a) y = arctg 3
x−3 b) y = 8−x2√

x2−4

4. a) y = 1
lg|x| b) y = 2x2−9√

x2−1

5. a) y = 1
1+2

1
x

b) y = x2−3√
3x2−2

6. a) y = 3
x

4−x2 b) y = 9−10x2√
4x2−1

7. a) y = arctg 1
|x+2| b) y = 2−x2√

9x2−4

8. a) y = 2
1
x−1

2
1
x +1

b) y = x2−4√
4x2−1

9. a) y = 2
2

x2−9 b) y = 4−x2√
x2−1

10. a) y = 3
1

2−x b) y = 2x2−3√
9x2−4

11. a) y = x2

x2−4 b) y = 3−x2√
2x2−1

12. a) y = 2x+1
2x−1 b) y = x2−6√

x2−4

13. a) y = 5
1

x2−4 b) y = 2−x2√
4x2−1

14. a) y = 6
x

4−x2 b) y = 2x2−3√
3x2−1
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15. a) y = arctg 2
2−x b) y = 9−4x2√

x2−1

16. a) y = 1
ln|x−2| b) y = x2−4√

4x2−9

17. a) y = 1

1+3
1

x−2
b) y = 9−x2√

x2−4

18. a) y = 2
x

x2−9 b) y = 3−x2√
4x2−1

19. a) y = arcctg 1
|x−3| b) y = x2−4√

9x2−4

20. a) y = 2·3 1
x−1

3
x+1

x +3
b) y = 4−x2√

x2−1

21. a) y = 3
2

x2−4 b) y = x2−3√
2x2−1

22. a) y = 5
2

x−3 b) y = 3−2x2√
4x2−1

23. a) y = x2

9−x2 b) y = x2−1√
9x2−5

24. a) y = 1+5x

1−5x b) y = 7−x2√
x2−4

25. a) y = 4
1

x2−1 b) y = 3x2−2√
4x2−1

26. a) y = 2−
x

x2−1 b) y = 8−2x2√
9x2−7

7. Ðîçâ'ÿçàòè íàñòóïíi çàäà÷i:

1. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi y = sin x òà y = 1
2 ?

2. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi xy = 8 òà x2−y2 = 8 ?
3. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi x2+y2 = 8 òà y2 = 2x ?
4. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi y = 1

x òà y =
√

x ?
5. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi y = x− x3 òà y = 5x ?
6. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi y = 1+sin x òà y = 1 ?
7. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi y =

√
2 sin x òà

y =
√

2 cos x ?
8. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi y = x3 òà y = 1

x2 ?
9. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâi y = (x − 2)2 òà
y = −4 + 6x− x2 ?
10. Ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâà y = x−1

1+x2 òà âiñü àáñ-
öèñ?
11. Ç'ÿñóâàòè, ó ÿêié òî÷öi (òî÷êàõ) êðèâî¨ y = sin 2x äîòè÷íà
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(äîòè÷íi) ñêëàäà¹ (ñêëàäàþòü) ç âiññþ Ox êóò π
4 .

12. Ç'ÿñóâàòè, ó ÿêié òî÷öi (òî÷êàõ) êðèâî¨ y = 2x3−1 äîòè÷íà
(äîòè÷íi) ñêëàäà¹ (ñêëàäàþòü) ç âiññþ Ox êóò π

3 .

13. Ç'ÿñóâàòè, ó ÿêié òî÷öi (òî÷êàõ) êðèâî¨ y = 1
3x

3− 1
2x

2−7x+9

äîòè÷íà (äîòè÷íi) ñêëàäà¹ (ñêëàäàþòü) ç âiññþ Ox êóò −π
4 .

14. Ç'ÿñóâàòè, ó ÿêié òî÷öi (òî÷êàõ) êðèâî¨ y = 1
3x

3− 5
2x

2+7x+4

äîòè÷íà (äîòè÷íi) ñêëàäà¹ (ñêëàäàþòü) ç âiññþ Ox êóò π
4 .

15. Ç'ÿñóâàòè, ó ÿêié òî÷öi (òî÷êàõ) êðèâî¨ y = 1
3x

3−9
2x

2+20x−7

äîòè÷íà (äîòè÷íi) ïàðàëåëüíà (ïàðàëåëüíi) âiñi Ox.

16. Ç'ÿñóâàòè, ó ÿêié òî÷öi (òî÷êàõ) êðèâî¨ y = x4

4 − 7 äîòè÷íà
ïàðàëåëüíà ïðÿìié y = 8x− 4.

17. Ç'ÿñóâàòè, ó ÿêié òî÷öi (òî÷êàõ) êðèâî¨ y = 3x2 − 4x + 6

äîòè÷íà ïàðàëåëüíà ïðÿìié 8x− y − 5 = 0.

18. Ç'ÿñóâàòè, ó ÿêié òî÷öi êðèâî¨ y = −3x2 + 4x + 7 äîòè÷íà
ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìié x− 20y + 5 = 0.

19. Ç'ÿñóâàòè, ó ÿêié òî÷öi êðèâî¨ y = 5x2 − 4x + 1 äîòè÷íà
ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìié x + 6y + 15 = 0.

20. Ç'ÿñóâàòè, ó ÿêié òî÷öi êðèâî¨ y = −x2 + 7x + 16 äîòè÷íà
ïàðàëåëüíà ïðÿìié y = 3x + 4.

21. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà a ïàðàáîëà y = ax3 äîòè-
êà¹òüñÿ äî êðèâî¨ y = ln x?

22. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííi a êðèâà y = (ax+x3)/4 ïåðåòèíà¹ âiñü
Ox ïiä êóòîì π

4?

23. Çíàéòè âiäñòàíü âiä âåðøèíè ïàðàáîëè y = x2 − 4x + 5 äî
äîòè÷íî¨, ùî ïðîâåäåíà äî öi¹¨ ïàðàáîëè â òî÷öi ïåðåòèíó êðè-
âî¨ ç âiññþ Oy.

24. Ó ðiâíÿííi ïàðàáîëè y = x2 + bx + c âèçíà÷èòè ïàðàìåòðè
b òà c, ÿêùî öÿ ïàðàáîëà äîòèêà¹òüñÿ äî ïðÿìî¨ y = x â òî÷öi
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x = 2.

25. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ òi¹¨ íîðìàëi äî êðèâî¨ y = ln(2x+1), ÿêà
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî áiñåêòðèñè ïåðøîãî òà òðåòüîãî êîîðäèíàò-
íèõ êóòiâ.
26. Íà ïàðàáîëi y = x2 + 5x + 3 îáðàíî äâi òî÷êè ç àáñöèññàìè
x = −2 i x = 3. Ó ÿêié òî÷öi ïàðàáîëè äîòè÷íà äî íå¨ áóäå
ïàðàëåëüíà ñi÷íié, ùî ïðîâåäåíà ÷åðåç öi òî÷êè?

8. Îá÷èñëèòè íàáëèæåíî:
1. (2,01)3 + (2,01)2 2. (3,03)5 3. cos 151◦

4. (4,01)1,5 5. tg 44◦ 6. arcctg 0,98

7. lg 11 8. e2,01 9. tg 59◦

10. ctg 29◦ 11. log2 1,9 12. lg 101

13. cos 31◦ 14. e0,2 15. sin 93◦

16. sin 31◦ 17. arctg 0,54 18. lg 9,5

19. arcsin 0,6 20. arctg
√

0,97 21. ln(e2 + 0,2)

22.
√

(2,037)2−3
(2,037)2+5 23. ln tg 47◦15′ 24. 2,9√

(2,9)2+16

25. sin(e0,25) 26. arccos 1,021

9. Äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ çíàéòè y′′′(x) :
1. y = sin2 x 2. y = arctg x

3. y = ln(2 + x2) 4. y = ex cos x

5. y = ex sin 2x 6. y = e−x sin x

7. y = sin 2x 8. y = (2x + 1)5

9. y = ln(1 + x) 10. y = 1
2x

2ex

11. y = arcsin x 12. y = (5x− 4)5

13. y = x sin x 14. y = x2 ln x

15. y = x sin 2x 16. y = x cos 2x
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17. y = x4 ln x 18. y = x + arctg x

19. y = cos2 x 20. y = ln(x2 − 4)

21. y = x2 cos x 22. y = x arccos x

23. y = (x + 1) ln(x + 1) 24. y = 2x2

25. y = x sin 2x 26. y = x arcctg x

10. Çíàéòè ïîõiäíi ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ ôóíêöi¨, çàäàíî¨
íåÿâíî:
1. y2 = 8x + y 2. x2/5 + y2/7 = 1

3. y = x + arctg y 4. x2/5 + y2/3 = 1

5. y2 = 25x− 4 6. arcctg y = 4x + 5y

7. y2 − x = cos y 8. 3x + sin y = 5y

9. tg y = 3x + 5y 10. xy = ctg y

11. y = ey + 4x 12. ln y − y/x = 7

13. y2 + x2 = sin y 14. ey = 4x− 7y

15. 4 sin2(x + y) = x 16. sin y = 7x + 3y

17. tg y = 4y − 5x 18. y = 7x− ctg y

19. xy − 6 = cos y 20. 3y = 7 + xy3

21. y2 = x + ln(y/x) 22. xy2 − y3 = 4x− 5

23. (
√

x +
√

y)3 =
√

7 24. y2 = (x− y)/(x + y)

25. x3 + y3 = 5x 26. sin2(3x + y2) = 5

11. Çíàéòè ïîõiäíi ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ ôóíêöi¨, çàäàíî¨ â
ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi:

1.

{
x = (2t + 3) cos t;

y = 3t3.
2.

{
x = 2 cos2 t;

y = 3 sin2 t.

3.

{
x = 6 cos3 t;

y = 2 sin2 t.
4.

{
x = 1/(t + 2);

y = (t/(t + 2))2.

5.

{
x = e−2t;

y = e4t.
6.

{
x =

√
t;

y = 5
√

t.
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7.

{
x = 2t/(1 + t3);

y = t2/(1 + t2).
8.

{
x =

√
t2 − 1;

y = (t + 1)/
√

t2 − 1.

9.

{
x = 4t + 2t2;

y = 5t3 − 3t2.
10.

{
x = (ln t)/t;

y = t ln t.

11.

{
x = et cos t;

y = et sin t.
12.

{
x = t4;

y = ln t.

13.

{
x = 5 cos t;

y = 4 sin t.
14.

{
x = 5 cos2 t;

y = 3 sin2 t.

15.

{
x = arctg t;

y = ln(1 + t2).
16.

{
x = arcsin t;

y =
√

1− t2.

17.

{
x = 3(t− sin t);

y = 3(1− cos t).
18.

{
x = 3(sin t− t cos t);

y = 3(cos t + t sin t).

19.

{
x = sin 2t;

y = cos2 t.
20.

{
x = e3t;

y = e−3t.

21.

{
x = (ln t)/t;

y = t2 ln t.
22.

{
x = arccos t;

y =
√

1− t2.

23.

{
x = 1/(t + 1)2;

y = (t/(t + 1))2.
24.

{
x = 5 sin3 t

y = 3 cos3 t.

25.

{
x = ln2 t

y = t + ln t.
26.

{
x = tet

y = t/et.
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12. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ëåéáíiöÿ çíàéòè âêàçàíó ïîõiäíó çàäà-
íî¨ ôóíêöi¨:

1. y =
(
x4 + 1

)
cos 3x y(10) =?

2. y = 2x3−5
e3x−1 y(15) =?

3. y =
(
5x2 − x− 3

)
sin 2x y(13) =?

4. y =
(
3x4 − 1

) · 42x+1 y(17) =?

5. y =
(
2x4 + 3

)
sin x

2 y(12) =?

6. y = 4x3+7
e3−2x y(16) =?

7. y =
(
2x3 + x− 1

)
cos 3x y(19) =?

8. y =
(
x4 + 7

) · 52−3x y(11) =?

9. y =
(
8− x4

)
sin x

4 y(14) =?

10. y = 2x4−x−5
e6x+1 y(15) =?

11. y =
(
x3 + 2x− 1

)
sin 3x y(9) =?

12. y =
(
3x− 3x3 − 1

) · sin 5x y(13) =?

13. y =
(
3x2 − x + 1

) · 67x+1 y(17) =?

14. y =
(
2x2 + x3 − 5

) · sin x
4 y(12) =?

15. y = x3+7x2−8
e3−5x y(16) =?

16. y =
(
2x3 + x2 + 9

)
cos 2x

3 y(19) =?

17. y =
(
x4 + 3x2 − 4

) · 62−5x y(11) =?

18. y =
(
2x4 + 3

) · sin x
2 y(12) =?

19. y = 4+22+3

e3−2x y(16) =?

20. y =
(
2x4 + x2 − 1

)
cos 3

2 y(19) =?

21. y =
(
x4 − + 3

) · 92−7 y(11) =?

22. y =
(
1 + 2− x4

) · sx
5y

(14) =?

23. y = 2x4+3x−15
e8x+1 y(15) =?

24. y =
(
x− 5x3 + 1

) · sin 4x y(13) =?

25. y =
(
3x− 4x2 + 1

) · e−2x+1 y(17) =?

26. y =
(
x2 + 2x3 − 3

) · sin 4x
3 y(12) =?
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13. Çàïèñàòè ôîðìóëó äëÿ ïîõiäíî¨ n -ãî ïîðÿäêó âêàçàíî¨ ôóíêöi¨:

1. y = lg x 2. y = 1/x

3. y = 2x+1 4. y = cos(x + 1)

5. y = sin(x + 1) 6. y = 1/(x + 5)

7. y = e−x+1 8. y = ln(3 + x)

9. y =
√

x + 1 10. y = log4(x + 1)

11. y = 1/(x− 3) 12. y = ln(5 + x)

13. y = e4x+1 14. y = 1/(x− 7)

15. y = 5x−1 16. y = e−5x−2

17. y = ln(4 + x) 18. y = 1/(x− 6)

19. y = 10x−π 20. y = cos(x + 2)

21. y = x/(x + 5) 22. y = (1 + x)/
√

x

23. y = xe6x 24. y =
√

x + 7

25. y = cos xe2x 26. y = (2 +
√

x)/x2

14. Îá÷èñëèòè âêàçàíi ãðàíèöi çà äîïîìîãîþ ïðàâèë Ëîïiòàëÿ:

1. lim
x→∞

ln(x+5)
4
√

x+3 2. lim
x→∞

e1/x2−1
2 arctg x2−π

3. lim
x→π/4

1/ cos2 x−2 tg x
1+cos 4x 4. lim

x→0
x cos x−sin x

x3

5. lim
x→0

aln x−x
x−1 6. lim

x→1
ln x ln(x− 1)

7. lim
x→0

e2x−1
ln(1+2x) 8. lim

x→0

ln(1+x2)
cos 3x−e−x

9. lim
x→0

ex3−1−x3

sin2 2x
10. lim

x→0
( 1

x sin x − 1
x2 )

11. lim
x→0

ln cos x
x 12. lim

x→π/4

√
tg x−1

2 sin2 x−1

13. lim
x→1/2

( x
2x−1 − 1

ln 2x) 14. lim
x→∞

x2e−0,01x

15. lim
x→0

arcsin x/ tg x 16. lim
x→0

(ln(1/x))x

17. lim
x→0

xsinx 18. lim
x→1

(x− 1)x−1

19. lim
x→∞

x
√

x 20. lim
x→∞

x1/x
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21. lim
x→0

(sin x)x 22. lim
x→0

( tg x
x )1/x2

23. lim
x→∞

x
√

1 + 2x 24. lim
x→0

( 1
x)tg x

25. lim
x→∞

( 2
π arctg x)x 26. lim

x→0
(sin x)1/ cosx

15. Çíàéòè íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà çàäàíîìó
âiäðiçêó.
1. y = x e−2x2

, [−2, 0]

2. y = ln2 x
x ,

[1
e , e

]

3. y = x4 − 8x2 + 3, [−3, 1]

4. y = sin 2x− 2x,
[

π
2 ,

3π
2

]

5. y =
4+27

5 , [−4,−1]

6. y = 34 − 83 − 302 + 1, [−1, 2]

7. y = 34 − 43 − 362 + 4, [1, 2]

8. y =
√

6− 2,
[−1,

√
6
]

9. y = 9 + 1 , [−4,−1]

10. y = x + cos2 x,
[
0, π

2

]

11. y = 2x2 − ln x, [1, e]

12. y = 3 3

√
(7x− 1)2 + 7x,

[−26
7 , 0

]

13. y = x + 8
x4 , [1, 3]

14. y = 1
x + 2

x2 − 4
x3 , [1, 4]

15. y = (2− x) · e−x, [0, 4]

16. y = x2e−
2
3x3

, [−1, 1]

17. y = ln x
x ,

[1
e , e

2
]

18. y = 3x4 − 24x2 + 1, [−3, 1]

19. y = sin x−√3 cos x,
[

π
2 , π

]

20. y =
2−3

3 , [−4,−1]

21. y = 5 − 3 − 2 + 1, [−2, 0]

22. y = 4 − 43 + 42 + 4, [0, 3]
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23. y = 2
√

1 + , [−3, 0]

24. y = 2 + 4 , [−5,−1]

25. y = x
√

3 + 2 sin2 x,
[−π

2 , 0
]

26. = 8 ln x− x2, [1, e]

16. (a) ×è çàäîâîëüíÿ¹ íà âiäðiçêó [a; b] çàäàíà ôóíêöiÿ óìîâàì
òåîðåìè Ëàãðàíæà? ßêùî òàê, òî çíàéòè òî÷êó c, ÿêà ôi-
ãóðó¹ â öié òåîðåìi;

(b) Çíàéòè íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà çàäà-
íîìó âiäðiçêó.

1. y = ln(x2 − 2x + 2), [0; 3]

2. y = 3x
x2+1 , [0; 5]

3. y = 2x−1
(x−1)2 , [−0,5; 0]

4. y = (x + 2)e1−x, [−2; 2]

5. y = ln(x2 − 2x + 4), [−1; 1,5]

6. y = x3

x2−x+1 , [−1; 1]

7. y = ((x + 1)/x)3, [1; 2]

8. y =
√

x− x3, [−2; 2]

9. y = 4− e−x2

, [0; 1]

10. y = x3+4
x2 , [1; 2]

11. y = xex, [−2; 0]

12. y = x
9−x2 , [−2; 2]

13. y = (x− 1)e−x, [0; 3]

14. y = (x− 2)ex, [−2; 1]

15. y = 1+lnx
x , [1/e; e]

16. y = e4x−x2

, [1; 3]

17. y = x5−8
x4 , [−3;−1]

18. y = e2x+1
ex , [−1; 2]
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19. y = x ln x, [1/e2; 1]

20. y = x3ex+1, [−4; 0]

21. y = ln x
x , [1; 4]

22. y = ex + cos x, [0; π]

23. y = e6x−x2

+ sin x, [−3; 3]

24. y = 5x3+1
x4−3x2+2 , [−1; 5]

25. y =
√

ln2 x + ex, [1; 5]

26. y = e2x−tg x
ln(x2+2) , [−2; 2]

17. Ðîçâ'ÿçàòè òåêñòîâó çàäà÷ó:

1. Ó äàíó ñôåðó âïèñàòè ïàðàëåëåïiïåä íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.
2. Ó äàíó ñôåðó âïèñàòè ïàðàëåëåïiïåä ç íàéáiëüøîþ ái÷íîþ
ïîâåðõíåþ.
3. Ó äàíó ñôåðó âïèñàòè êîíóñ íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.
4. Ó äàíó ñôåðó âïèñàòè êîíóñ ç íàéáiëüøîþ ái÷íîþ ïîâåðõíåþ.
5. Ó äàíó ñôåðó âïèñàòè òåòðàåäð (ïðàâèëüíó òðèêóòíó ïiðà-
ìiäó) íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.
6. Ó äàíó ñôåðó âïèñàòè òåòðàåäð ç íàéáiëüøîþ ái÷íîþ ïîâåðõ-
íåþ.
7. Ó äàíèé òåòðàåäð âïèñàòè öèëiíäð ç íàéáiëüøîþ ái÷íîþ ïî-
âåðõíåþ.
8. Ó äàíèé òåòðàåäð âïèñàòè öèëiíäð íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.
9. Ó äàíèé êîíóñ âïèñàòè òåòðàåäð ç íàéáiëüøîþ ái÷íîþ ïî-
âåðõíåþ.
10. Ó äàíèé êîíóñ âïèñàòè òåòðàåäð íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.
11. Ó äàíèé öèëiíäð âïèñàòè ïàðàëåëåïiïåä íàéáiëüøîãî îá'¹-
ìó.
12. Ó äàíèé öèëiíäð âïèñàòè ïàðàëåëåïiïåä ç íàéáiëüøîþ ái÷-
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íîþ ïîâåðõíåþ.
13. Ó äàíèé öèëiíäð âïèñàòè òåòðàåäð íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.
14. Ó äàíèé öèëiíäð âïèñàòè òåòðàåäð ç íàéáiëüøîþ ái÷íîþ ïî-
âåðõíåþ.
15. Ó äàíèé êîíóñ âïèñàòè ïàðàëåëåïiïåä ç íàéáiëüøîþ ái÷íîþ
ïîâåðõíåþ.
16. Ó äàíèé êîíóñ âïèñàòè ïàðàëåëåïiïåä íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.
17. Ó äàíèé êîíóñ âïèñàòè öèëiíäð íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.
18. Ó äàíèé êîíóñ âïèñàòè öèëiíäð ç íàéáiëüøîþ ái÷íîþ ïî-
âåðõíåþ.
19. Â ÿêèõ ñèñòåìàõ ëîãàðèôìiâ iñíóþòü ÷èñëà, ÿêi äîðiâíþþòü
ñâî¹ìó ëîãàðèôìó?
20. Ñâiòëîâà òî÷êà ïåðåáóâà¹ íà ëiíi¨ öåíòðiâ äâîõ êóëü, ùî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ, ðàäióñiâ R òà r (R > r) é ðîçòàøîâàíà ïîçà
öèìè êóëÿìè. Ïðè ÿêîìó ïîëîæåííi ñâiòëîâî¨ òî÷êè ñóìà ïëîù
îñâiòëåíèõ ÷àñòèí ïîâåðõîíü êóëü áóäå íàéáiëüøîþ?
21. Äâà êîðàáëi ïëèâóòü çi ñòàëèìè øâèäêîñòÿìè u i v ïî ïðÿ-
ìèì ëiíiÿì, ÿêi ñêëàäàþòü êóò α ìiæ ñîáîþ. Çíàéòè íàéìåíøó
âiäñòàíü ìiæ êîðàáëÿìè, ÿêùî â äåÿêèé ìîìåíò ¨õ âiäñòàíi âiä
òî÷êè ïåðåòèíó øëÿõiâ áóëè ðiâíi a òà b âiäïîâiäíî.
22. ßêà íàéìåíøà ïëîùà ìîæå áóòè â òðèêóòíèêà OAB ,
ÿêùî éîãî ñòîðîíè OA i OB ëåæàòü íà ãðàôiêó ôóíêöi¨
y = (|x| − x)/2, à ïðÿìà AB ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M(0; 1)?

23. "Çâèâèñòiñòþ"çàìêíåíîãî êîíòóðà, ÿêèé îáìåæó¹ ïëîùó
S, íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿ ïåðèìåòðà öüîãî êîíòóðà äî äîâ-
æèíè êîëà òi¹¨ æ ïëîùi S. ßêà ôîðìà ðiâíîáåäðåíî¨ òðàïå-
öi¨ ABCD (AD‖BC), ùî ìà¹ íàéìåíøó "çâèâèñòiñòü", ÿêùî
îñíîâà AD = 2a i ãîñòðèé êóò BAD = α?
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24. Ó ïðÿìîêóòíîìó ïàðàëåëåïiïåäi ABCDA1B1C1D1 ç ðåáðà-
ìè CD = 24, AD = 6 i DD1 = 4 ïðîâåäåíà ïëîùèíà ÷åðåç
öåíòð ñèìåòði¨ ãðàíi A1B1C1D1, âåðøèíó A è òî÷êó P, ùî ëå-
æèòü íà ðåáði DC. ßêó íàéìåíøó ïëîùó ìîæå ìàòè ïåðåòèí
ïàðàëåëåïiïåäà öi¹þ ïëîùèíîþ? Íà ÿêi ÷àñòèíè äiëèòü òî÷êà
P ðåáðî DC ó öüîìó âèïàäêó?
25. Âèñîòà ïiðàìiäè TABC ç îñíîâîþ ABC ïðîõîäèòü ÷åðåç
ñåðåäèíó ðåáðà AC. Âèáåðiòü íà AC òî÷êó M òàê, ùîá ïëî-
ùà ïåðåòèíó ïiðàìiäè ïëîùèíîþ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
M, ñåðåäèíó ðåáðà TC i âåðøèíó B, áóëà íàéìåíøîþ, ÿêùî
AB = BC = AC = TC = 2.

26. Ó ñôåðó ðàäióñîì R âïèñàíà ïðàâèëüíà òðèêóòíà ïiðàìi-
äà, âèñîòà ÿêî¨ â 1,5 ðàçè ìåíøå âèñîòè îñíîâè. Ìiæ ái÷íîþ
ãðàííþ ïiðàìiäè é ñôåðîþ ðîçòàøîâàíà ïðàâèëüíà ÷îòèðèêóò-
íà ïðèçìà, îäíà ç îñíîâ ÿêî¨ (áëèæíÿ äî öåíòðà ñôåðè) ëåæèòü
ó ïëîùèíi ái÷íî¨ ãðàíi ïiðàìiäè, à âåðøèíè iíøî¨ îñíîâè íàëå-
æàòü ñôåði. ßêîþ ïîâèííà áóòè âèñîòà ïðèçìè, ùîá ¨¨ îá'¹ì áóâ
íàéáiëüøèì? Çíàéòè öåé îá'¹ì.
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18. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöié òà ïîáóäóâàòè ¨õ ãðàôiêè:
1. y = 3

√
1− x3 2. y = ln(x2 + 1)

3. y = − ln 1+x
1−x 4. y = x ln x

5. y = (e2x + 1)/ex 6. y = xe1/x

7. y = xex 8. y = x2e1/x

9. y = ln(1− 1/x2) 10. y = 1− ln3 x

11. y = ln(x2 − 2x + 6) 12. y = −x ln2 x

13. y = (x− 1)e4x+2 14. y = x3ex+1

15. y = x2 + 1/x2 16. y = 3
√

x(x− 5)

17. y = x3/(x4 − 1) 18. y = (x3 + 4)/x2

19. y = (x−1)4

x(x2−4) 20. y = 2x2 − 2/x3

21. y =
√

1−x
x 22. y = x− ln(1 + x2)

23. y = x2(1 +
√

x) 24. y =
√

x3+1
x

25. y = x + arctg x 26. y = sin x
x

19. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöié òà ïîáóäóâàòè ¨õ ãðàôiêè:
1. y = e1/(5+x) 2. y = 1

3x
2
3 (x− 5)

3. y = 2
√

x x+2
x−2 4. y = x3

x2−x+1

5. y = ln(x2 + 1) 6. y = x ln x

7. y = 5x4+3
x 8. y = ln(x2 − 2x + 6)

9. y = ex

x 10. y = e2x−x2

11. y =
(

x−2
x+1

)2
12. y = e1/(2−x)

13. y = x− ln(1 + x2) 14. y = 1− ln3 x

15. y = ln(x2 − 2|x|+ 6) 16. y = − ln 1+x
1−x

17. y = x3e−x2/2 18. y = x2 − 2 ln x

19. y = x + x
3x−1 20. y = ln(e + 1

x)

21. y = x + sin x 22. y = x3

2(x+1)2

23. y = x + ln x
x 24. y = x

cos x

25. y = x2 + cos x 26. y = x23x+1



ÄÎÄÀÒÎÊ C

Äîäàòêîâi çàâäàííÿ ïiäâèùåíî¨
ñêëàäíîñòi

1. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨ f(x) = lim
n→∞

n∏
k=1

(1 + sin k2x
n3 ).

2. Îá÷èñëèòè ëiâó òà ïðàâó ïîõiäíi ôóíêöi¨ y = max
x∈R

(4|x|−1, x2).

3. Çà ÿêî¨ óìîâè ôóíêöiÿ f(x) = |x|2α[|x|2β] (x 6= 0), f(0) = 0

äèôåðåíöiéîâíà ïðè x = 0 ( [x] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x )?
4. Îá÷èñëèòè d2y(0) ôóíêöi¨ y = |x|α arctg 1

|x| (x 6= 0, y(0) = 0 ).
5. Çíàéòè y(50)(0), ÿêùî x = 2t− t2, y = 3t− t3.

6. Ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè Ðîëëÿ äëÿ ôóíêöi¨

y =

{ √
1− x2, |x| ≤ 1;

−
√

4− (3− |x|)2, 1 < |x| ≤ 2.

7. ×è âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà Ëàãðàíæà äëÿ äèôåðåíöiéîâíî¨ íà [a, b]

ôóíêöi¨ f(x) = f1(x) + if2(x), äå i =
√−1 ?

8. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Äèðèõëå íå ¹ íi çðîñòàþ÷îþ, íi ñïàäíîþ.
9. ×è áóäå çðîñòàòè íà âiäðiçêó [1, 2] ôóíêöiÿ y = [x] ( [x] � öiëà
÷àñòèíà ÷èñëà x )?
10. Äîñëiäèòè íà ìîíîòîííiñòü ôóíêöiþ y = ex

xx , x ≥ 1.

11. Äîñëiäèòè íà ìîíîòîííiñòü ôóíêöiþ ρ = ϕ tg ϕ, äå ρ òà ϕ �
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ïîëÿðíi êîîðäèíàòè, ϕ > 0.

12. Äîñëiäèòè íàïðÿìîê îïóêëîñòi ãðàôiêà ôóíêöi¨ x = (1 + t)
1
t ,

y = (1 + t)1+ 1
t , t ∈ R.

13. Äîñëiäèòè íàïðÿìîê îïóêëîñòi ãðàôiêà ôóíêöi¨ ρ = ϕ − ϕ2, ρ

òà ϕ � ïîëÿðíi êîîðäèíàòè, ϕ ≥ 0.

14. ×è ìîæëèâå çàñòîñóâàííÿ ïðàâèë Ëîïiòàëÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé?
15. Çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ çíàéòè

lim
x→0

sin(ctg x− 15−6x2

15x−x3 )

x(cos x− 1 + x2

2 )
.

16. Çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ çíàéòè

lim
x→1

(
xxx − 1

x− 1

)(x−1)−1

.

17. Çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ çíàéòè

lim
x→0

(
sin100 x

x99 sin x

) 2
3x2

.

18. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóì ôóíêöiþ y =

{
|x|, x 6= 0;

1, x = 0.
19. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóì ôóíêöiþ Äiðiõëå.
20. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóì ôóíêöiþ x = 3t − t3; y = 4t − t4,

t ∈ [0, 1].

21. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóì ôóíêöiþ ρ = (1 + cos ϕ), ϕ ∈ (0, π
2 ).

22. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóì ôóíêöiþ x3 + y3 + x2y + 1 = 0.

23. Ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨ y = sup{sin x, cos x, tg x}.
24. Ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨ y = inf{sin x, cos x, tg x}.



ÄÎÄÀÒÎÊ D

Ãåîìåòðè÷íi iíòåðïðåòàöi¨ äåÿêèõ
ïîíÿòü äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ

Ðèñ. D.1: ïîõiäíà ôóíêöi¨ y = f(x) â òî÷öi x0.
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Ðèñ. D.2: ïîõiäíà ôóíêöi¨ y = f(x) â òî÷öi x0.

Ðèñ. D.3: îäíîái÷íi ïîõiäíi ôóíêöi¨ â òî÷öi x0; M � êóòîâà òî÷êà.
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Ðèñ. D.4: ïîõiäíà ôóíêöi¨ â òî÷öi x0 : äîðiâíþ¹ íóëþ, ïðÿìó¹ äî íåñ-
êií÷åííîñòi, íå iñíó¹.

Ðèñ. D.5: äèôåðåíöiàë òà ïðèðiñò ôóíêöi¨.
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Ðèñ. D.6: äîòè÷íà òà íîðìàëü äî ãðàôiêó ôóíêöi¨ y = f(x).

Ðèñ. D.7: ãðàôiê ôóíêöi¨ y = arctg x òà ¨¨ ïîõiäíi ïåðøîãî, äðóãîãî
òà òðåòüîãî ïîðÿäêiâ.
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Ðèñ. D.8: a): òåîðåìà Ôåðìà; b): òåîðåìà Ðîëëÿ.

Ðèñ. D.9: òåîðåìà Ëàãðàíæà.
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Ðèñ. D.10: çíàê êóòîâîãî êîåôiöi¹íòà ïîêàçó¹ íàõèëåíà äîòè÷íà âãîðó
÷è âíèç i, âiäïîâiäíî, çðîñòà¹ ÷è ñïàäà¹ êðèâà.

Ðèñ. D.11: x0 òà x1 � òî÷êè ìàêñèìóìó, x2 � òî÷êà ìiíiìóìó.
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Ðèñ. D.12: Ïîõiäíà ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ íóëþ. Âèïàäîê à): êðèâà ìà¹
òî÷êè åêñòðåìóìó. Âèïàäîê á): òî÷îê åêñòðåìóìó íå iñíó¹.

Ðèñ. D.13: Ïîõiäíà ôóíêöi¨ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Âèïàäîê à):
êðèâà ìà¹ òî÷êè åêñòðåìóìó. Âèïàäîê á): òî÷îê åêñòðåìóìó íå iñíó¹.
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Ðèñ. D.14: Ïîõiäíà ôóíêöi¨ íå iñíó¹, îñêiëüêè ïðàâà òà ëiâà ïîõiäíi íå
ñïiâïàäàþòü. Âèïàäîê à): êðèâà ìà¹ òî÷êè åêñòðåìóìó. Âèïàäîê á):
òî÷îê åêñòðåìóìó íå iñíó¹.
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Ðèñ. D.15: îïóêëiñòü êðèâî¨.

Ðèñ. D.16: ßêùî x0 � òî÷êà ïåðåãèíó êðèâî¨ y = f(x), òî äîòè÷íà,
ïðîâåäåíà â òî÷öi x0, ïîäiëÿ¹ êðèâó íà äâi ÷àñòèíè, ÿêi ëåæàòü â
äåÿêîìó îêîëi òî÷êè äîòèêó ïî ðiçíi ñòîðîíè âiä äîòè÷íî¨.
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Ðèñ. D.17: x1, x2, x3 � òî÷êè ïåðåãèíó.

Ðèñ. D.18: A1 � ïîõèëà àñèìïòîòà, A2 � ãîðèçîíòàëüíà àñèìïòîòà, A3 �
âåðòèêàëüíà àñèìïòîòà.



ÄÎÄÀÒÎÊ E

Ïîõiäíà â åêîíîìiöi

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi. Íåõàé ôóíêöiÿ u = u(t)

âiäîáðàæà¹ êiëüêiñòü âèðîáëåíî¨ ïðîäóêöi¨ u çà ÷àñ t òà ñòàâèòüñÿ
çàäà÷à çíàéòè ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi â ìîìåíò ÷àñó t0.

Çà ïåðiîä ÷àñó âiä t0 äî t0 + ∆ t êiëüêiñòü âèðîáëåíî¨ ïðîäóêöi¨
çìiíèòüñÿ âiä çíà÷åííÿ u(t0) äî çíà÷åííÿ u(t0 + ∆t); òîäi ñåðåäíÿ
ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi çà öåé ïåðiîä ÷àñó zñåð çíàõîäèòüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ

zñåð =
∆u

∆t
,

äå, ÿê çâè÷àéíî, ∆u = u(t0 + ∆t)− u(t0).

Âî÷åâèäü, ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi â ìîìåíò t0 ìîæíà âèçíà÷èòè
ÿê ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ ïðîäóêòèâíîñòi çà ïåðiîä ÷àñó âiä
t0 äî t0 + ∆ t ïðè ∆t → 0, òîáòî

z = lim
∆t→0

z ñåð = lim
∆t→0

∆u

∆t
= u′(t0).

Òàêèì ÷èíîì, ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi ¹ ïîõiäíà âiä îáñÿãó âèðîáëå-
íî¨ ïðîäóêöi¨ ïî ÷àñó.

Äàëi ðîçãëÿíåìî ùå îäíå ïîíÿòòÿ, ÿêå iëþñòðó¹ åêîíîìi÷íèé
çìiñò ïîõiäíî¨.
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Âèòðàòè âèðîáíèöòâà y áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöiþ êiëüêîñòi
ïðîäóêöi¨ x, ùî âèðîáëÿ¹òüñÿ. Íåõàé ∆ � ïðèðiñò ïðîäóêöi¨, òîäi
∆y � ïðèðiñò âèòðàò âèðîáíèöòâà i ∆y

∆x � ñåðåäíié ïðèðiñò âèòðàò
âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ íà îäèíèöþ ïðîäóêöi¨. Ïîõiäíà

y′ = lim
∆t→0

∆y

∆x

âèðàæà¹ ãðàíè÷íi âèòðàòè âèðîáíèöòâà i íàáëèæåíî õàðàêòåðèçó¹
äîäàòêîâi âèòðàòè íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi äîäàòêîâî¨ ïðîäóêöi¨.

Ãðàíè÷íi âèòðàòè çàëåæàòü âiä ðiâíÿ âèðîáíèöòâà (êiëüêiñòü ïðî-
äóêöi¨, ùî âèïóñêà¹òüñÿ) i âèçíà÷àþòüñÿ íå ïîñòiéíèìè âèðîáíè÷è-
ìè çàòðàòàìè, à ëèøå çìiííèìè (íà ñèðîâèíó, ïàëèâî òà ií.). Àíàëî-
ãi÷íèì ÷èíîì ìîæóòü áóòè îçíà÷åíi ãðàíè÷íà âèðó÷êà, ãðàíè÷íèé
ïðèáóòîê, ãðàíè÷íà ïðîäóêòèâíiñòü òà iíøi ãðàíè÷íi âåëè÷èíè.

Çàñòîñóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ åêî-
íîìi÷íèõ îá'¹êòiâ òà ïðîöåñiâ íà îñíîâi àíàëiçó ãðàíè÷íèõ âåëè÷èí
äiñòàëî íàçâó ãðàíè÷íîãî àíàëiçó. Ãðàíè÷íi âåëè÷èíè õàðàêòåðèçó-
þòü íå ñòàí (ÿê ñóìàðíà ÷è ñåðåäíÿ âåëè÷èíè), à ïðîöåñ çìiíè åêîíî-
ìi÷íîãî îá'¹êòà. Òàêèì ÷èíîì, ïîõiäíà âèñòóïà¹ ÿê øâèäêiñòü çìiíè
äåÿêîãî åêîíîìi÷íîãî îá'¹êòà (ïðîöåñó) çà ÷àñîì àáî âiäíîñíî iíøîãî
îá'¹êòà äîñëiäæåííÿ.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ åêîíîìi÷íèõ ïðîöåñiâ òà iíøèõ ïðèêëàäíèõ çà-
äà÷ øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ åëàñòè÷íîñòi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ E.1. Åëàñòè÷íiñòþ ôóíêöi¨ Ex(y) íàçèâà¹òüñÿ ãðà-
íèöÿ âiäíîøåííÿ âiäíîñíîãî ïðèðîñòó ôóíêöi¨ y äî âiäíîñíîãî ïðè-
ðîñòó çìiííî¨ x ïðè ∆ → 0 :

Ex(y) = lim
∆x→0

(
∆y

y
:
∆x

x

)
=

x

y
lim

∆x→0

∆y

∆x
=

x

y
· y′. (E.1)
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Åëàñòè÷íiñòü ôóíêöi¨ íàáëèæåíî âiäîáðàæà¹, íà ñêiëüêè âiäñî-
òêiâ çìiíèòüñÿ ôóíêöiÿ y = f(x) ÿêùî íåçàëåæíà çìiííà x çìiíè-
ëàñü íà 1%.

Âëàñòèâîñòi åëàñòè÷íîñòi ôóíêöi¨:
1. Åëàñòè÷íiñòü ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ äîáóòêó íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ íà

òåìï çìiíè ôóíêöi¨ Ty = (ln y)′ = y′

y , òîáòî

Ex(y) = x · Ty.

2. Åëàñòè÷íiñòü äîáóòêó (÷àñòêè) äâîõ ôóíêöié äîðiâíþ¹ ñóìi
(ðiçíèöi) åëàñòè÷íîñòåé öèõ ôóíêöié:

Ex(uv) = Ex(u) + Ex(v), Ex

(u

v

)
= Ex(u)− Ex(v).

3. Åëàñòè÷íîñòi âçà¹ìîîáåðíåíèõ ôóíêöié � âçà¹ìîîáåðíåíi âå-
ëè÷èíè:

Ex(y) =
1

Ey(x)
. (E.2)

Åëàñòè÷íiñòü ôóíêöi¨ çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðè àíàëiçi ïîïèòó òà ïðî-
ïîçèöi¨. Íàïðèêëàä, åëàñòè÷íiñòü ïîïèòó y âiäíîñíî öiíè x (àáî
äîõîäó x � êîåôiöi¹íò, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (E.1) i íà-
áëèæåíî âiäîáðàæà¹, íà ñêiëüêè âiäñîòêiâ çìiíèòüñÿ ïîïèò (îáñÿã
ïðîïîçèöi¨) ïðè çìiíi öiíè (àáî äîõîäó) íà 1%.

ßêùî åëàñòè÷íiñòü ïîïèòó (çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ) |Ex(y)| > 1,

òî ïîïèò ââàæàþòü åëàñòè÷íèì, ÿêùî |Ex(y)| < 1 � íååëàñòè÷íèì
âiäíîñíî öiíè (àáî äîõîäó). ßêùî |Ex(y)| = 1 , òî ìîâà éäå ïðî ïîïèò
ç îäèíè÷íîþ åëàñòè÷íiñòþ.

Âèçíà÷èìî, íàïðèêëàä, ÿê âïëèâà¹ åëàñòè÷íiñòü ïîïèòó âiäíîñíî
öiíè íà ñóìàðíèé ïðèáóòîê z = pq ïðè ðåàëiçàöi¨ ïðîäóêöi¨, äå öiíà
îäèíèöi ïðîäóêöi¨ ïîçíà÷à¹òüñÿ ëiòåðîþ p, à êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨ �
q.
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Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîìà êðèâà ïîïèòó = p(q). Çíàéäåìî ãðàíè-
÷íèé ïðèáóòîê

z′q = (pq)′q = p′q · q + p · 1 = p

(
1 +

q

p
p′q

)
= p(1 + Eq(p)).

Âiäïîâiäíî ç ôîðìóëîþ (E.2) äëÿ åëàñòè÷íîñòi âçà¹ìîîáåðíåíèõ
ôóíêöié åëàñòè÷íiñòü ïîïèòó âiäíîñíî öiíè îáåðíåíà åëàñòè÷íîñòi
öiíè âiäíîñíî ïîïèòó, òîáòî Å q (ð)= 1

Ep(q)
, âðàõîâóþ÷è òàêîæ òå, ùî

Ep(q) < 0, îòðèìà¹ìî

r′q = p

(
1− 1

|Ep(q)|
)

. (E.3)

ßêùî ïîïèò íå ¹ åëàñòè÷íèì, òîáòî |Ep(q)| < 1, òî âiäïîâiäíî
äî (E.2) ãðàíè÷íèé ïðèáóòîê r′q áóäå âiä'¹ìíèé ïðè áóäü-ÿêié öiíi;
ÿêùî ïîïèò åëàñòè÷íèé, òîáòî |Ep(q)| > 1, òî ãðàíè÷íèé ïðèáó-
òîê r′q äîäàòíèé. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ íååëàñòè÷íîãî ïîïèòó çìiíà öi-
íè òà ãðàíè÷íîãî ïðèáóòêó âiäáóâàþòüñÿ â îäíîìó íàïðÿìêó, à äëÿ
åëàñòè÷íîãî ïîïèòó � â ðiçíèõ. Öå îçíà÷à¹, ùî çi çðîñòàííÿì öiíè
äëÿ ïðîäóêöi¨ åëàñòè÷íîãî ïîïèòó ñóìàðíèé ïðèáóòîê âiä ðåàëiçà-
öi¨ ïðîäóêöi¨ çáiëüøó¹òüñÿ, à äëÿ òîâàðiâ íååëàñòè÷íîãî ïîïèòó �
çìåíøó¹òüñÿ.

Ïðèêëàä 1: Çàëåæíiñòü ìiæ âèòðàòàìè âèðîáíèöòâà ó i
îáñÿãîì ïðîäóêöi¨ õ, ùî âèïóñêà¹òüñÿ, âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ
= 50−0, 053 (ãðîø. îä.). Âèçíà÷èòè ñåðåäíi òà ãðàíè÷íi âèòðàòè
çà óìîâè, ùî îáñÿã ïðîäóêöi¨ 10 îäèíèöü.

¤ Ôóíêöiÿ ñåðåäíiõ âèòðàò (íà îäèíèöþ ïðîäóêöi¨) âèðàæà¹òüñÿ
âiäíîøåííÿì yñåð = y

x = 50 − 0,052; ïðè = 10 ñåðåäíi âèòðàòè
(íà îäèíèöþ ïðîäóêöi¨) äîðiâíþþòü yñåð(10) = 50− 0,05 · 102 = 45

(ãðîø. îä.).
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Ôóíêöiÿ ãðàíè÷íèõ âèòðàò âèðàæà¹òüñÿ ïîõiäíîþ y′(x) = 50−0,15x2;

ïðè = 10 ãðàíè÷íi âèòðàòè ñêëàäàþòü y′(10) = 50− 0,15 · 102 = 35

(ãðîø. îä.). Îòæå, ÿêùî ñåðåäíi âèòðàòè íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi
ïðîäóêöi¨ ñêëàäàþòü 45 ãðîø. îä., òî ãðàíè÷íi âèòðàòè, òîáòî äîäà-
òêîâi çàòðàòè íà âèðîáíèöòâî äîäàòêîâî¨ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ çà óìî-
âè äàíîãî ðiâíÿ âèðîáíèöòâà (îáñÿãó ïðîäóêöi¨, ùî âèïóñêà¹òüñÿ 10
îä.), ñêëàäàþòü 35 ãðîø. îä. ¥

Ïðèêëàä 2: Çàëåæíiñòü ìiæ ñîáiâàðòiñòþ îäèíèöi ïðîäóêöi¨
ó (òèñ. ãðîø. îä.) òà âèïóñêîì ïðîäóêöi¨ (ìëðä. ãðîø, îä.) âèðà-
æà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ = 0,5+80. Çíàéòè åëàñòè÷íiñòü ñîáiâàðòîñòi
çà óìîâè âèïóñêó ïðîäóêöi¨ â ðîçìiði 60 ìëðä. ãðîø. îä.

¤ Çà ôîðìóëîþ (E.1) åëàñòè÷íiñòü ñîáiâàðòîñòi

Ex(y) =
−0,5

−0,5 + 80
= − 160

.

Ïðè = 60 E=60(y) = −0,6, òîáòî ïðè âèðîáíèöòâi ïðîäóêöi¨ â
ðîçìiði 60 ìëí. ãðîø. îä., çáiëüøåííÿ ¨¨ íà 1% âèêëè÷å çìåíøåííÿ
ñîáiâàðòîñòi íà 0,6%. ¥

Ïðèêëàä 3.Îáñÿã ïðîäóêöi¨ u, âèðîáëåíî¨ áðèãàäîþ ðîáiòíèêiâ,
ìîæå áóòè îïèñàíèé ðiâíÿííÿì

u = −5

6
t3 +

15

2
t2 + 100t + 50(îä), 1 ≤ t ≤ 8,

äå t � ðîáî÷èé ÷àñ â ãîäèíàõ. Îá÷èñëèòü ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi,
øâèäêiñòü i òåìïè ¨¨ çìiíè ÷åðåç ãîäèíó ïiñëÿ ïî÷àòêó ðîáîòè i
çà ãîäèíó äî ¨¨ çàêií÷åííÿ.

¤ Ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi âèðàæà¹òüñÿ ïîõiäíîþ

z(t) = u′(t) = −5

2
t2 + 15t + 100(îä/ãîä),

à øâèäêiñòü i òåìï çìiíè ïðîäóêòèâíîñòi � âiäïîâiäíî ïîõiäíîþ z′(t)
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i ëîãàðèôìi÷íîþ ïîõiäíîþ Tz(t) = [ln z(t)]′ :

Tz(t) =
z′(t)
z(t)

=
−5t + 15

−5
2t

2 + 15t + 100
=

2t− 6

t2 − 6t− 40
(îä/ãîä),

äå z′(t) = −5t + 15 (îä/ãîä 2)

Â çàäàíi ìîìåíòè ÷àñó t1 = 1 i t2 = 8− 1 = 7 âiäïîâiäíî ìà¹ìî:
z(1) = 112,5 (îä/ãîä)
z′(1) = 10 (îä/ãîä 2)

Tz(1) = 0,09 (îä/ãîä)
i
z(7) = 82,5 (îä/ãîä)
z′(7) = −20 (îä/ãîä 2)

Tz(7) = −0,24 (îä/ãîä).
Îòæå, íà êiíåöü ðîáîòè ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi ñóòò¹âî çíèæó¹-

òüñÿ; ïðè öüîìó çìiíà çíàêó z′(t) i Tz(t) iç ïëþñà íà ìiíóñ ñâiä÷èòü
ïðî òå, ùî ïiäâèùåííÿ ïðîäóêòèâíîñòi ïðàöi â ïåðøi ãîäèíè ðîáî-
÷îãî äíÿ çìiíþ¹òüñÿ ¨¨ çíèæåííÿì â îñòàííi ãîäèíè. ¥

Ïðèêëàä 4: Çà äîïîìîãîþ äîñëiäó áóëè âñòàíîâëåíi ôóíêöi¨ ïî-
ïèòó q = p+8

p+2 òà ïðîïîçèöi¨ s = p + 0,5, äå q òà s � êiëüêiñòü
òîâàðiâ, âiäïîâiäíî ùî êóïó¹òüñÿ i ïðîïîíó¹òüñÿ äëÿ ïðîäàæó çà
îäèíèöþ ÷àñó, � öiíà òîâàðó. Çíàéòè: à) ðiâíîâàæíó öiíó, òîá-
òî öiíó, çà ÿêî¨ ïîïèò òà ïðîïîçèöiÿ âðiâíîâàæóþòüñÿ; á) åëà-
ñòè÷íiñòü ïîïèòó òà ïðîïîçèöi¨ äëÿ öi¹¨ öiíè; â) çìiíó äîõîäó ïðè
çáiëüøåííi öiíè íà 5% âiä ðiâíîâàæåíî¨.

¤ à) Ðiâíîâàæíà öiíà âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè q = s, p+8
p+2 = p+0,5,

çâiäêè = 2, òîáòî ðiâíîâàæíà öiíà äîðiâíþ¹ 2 ãðîø. îä.
á) Çíàéäåìî åëàñòè÷íîñòi ïî ïîïèòó i ïðîïîçèöi¨ çà ôîðìóëîþ (1)

(E.1):
Ep(q) = − 6p

(p + 2)(p + 8)
; Ep(s) =

2p

2p + 1
.
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Äëÿ ðiâíîâàæíî¨ öiíè = 2 ìà¹ìî E = 2(q) = −0,3,

Ep = 2(s) = 0,8.

Îñêiëüêè îòðèìàíi çíà÷åííÿ åëàñòè÷íîñòi ïî àáñîëþòíié âåëè÷è-
íi ìåíøå 1, òîäi i ïîïèò i ïðîïîçèöi¨ äàíîãî òîâàðó ïðè ðiâíîâàæíié
(ðèíêîâié) öiíi íååëàñòè÷íi âiäíîñíî öiíè. Öå îçíà÷à¹, ùî çìiíà öiíè
íå ïðèâåäå äî ðiçêî¨ çìiíè ïîïèòó i ïðîïîçèöi¨. Òàê, ïðè çáiëüøåííi
öiíè p íà 1% ïîïèò çìåíøèòüñÿ íà 0,3%, à ïðîïîçèöiÿ çáiëüøèòüñÿ
íà 0,8%.

â) Ïðè çáiëüøåííi öiíè íà 5% âiä ðiâíîâàæíî¨ ïîïèò çìåíøè-
òüñÿ íà 5 · 0,3 = 1,5%, òîáòî ïðèáóòîê çðîñòå íà 3,5%. ¥




