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Передмова

Коли школярi вперше знайомляться з математикою, їм говорять,
що математика — це наука про число та геометричнi фiгури.
Вузiвський курс математики включає аналiтичну геометрiю,
головна мета якої — представити геометричнi об’єкти мовою
чисел. Таким чином виходить, що числа — це основний предмет
вивчення в математицi.

Поняття числа є початковим для багатьох математичних
теорiй, а задача побудови основних числових систем — одна
з найважливiших задач як шкiльного курсу математики, так i
математики взагалi.

Основними числовими системами є:
— сукупнiсть натуральних чисел N,
— сукупнiсть цiлих чисел Z,
— сукупнiсть рацiональних чисел Q(ab , де a, b ∈ Z, b ̸= 0),
— сукупнiсть дiйсних чисел R, яка складається з рацiональних

та iррацiональних чисел,
— сукупнiсть комплексних чисел C, яка складається iз дiйсних,

уявних чисел та їх комбiнацiй.
Iсторично склалося так, що розумiння та використання цих

числових систем розвивалося протягом кiлькох тисячолiть, бiльш-
менш в тому порядку, який вказано. Iснують деякi переконливi
причини того, що комплекснi числа стали в якомусь розумiннi
завершенням цього розвитку. Ми будемо намагатися дати
систематичний розгляд цього розвитку, i з’ясуємо, що не було
нiчого випадкового.

Єдиною випадковiстю в цьому питаннi є лише використання
деяких слiв, таких як «рацiональний», «iррацiональний»,
«дiйсний», «комплексний». Але сила звички утримує нас вiд
замiни їх на бiльш пiдходящi.

Ми з вами трохи розумiємо природу рiзних чисел та вмiємо
проводити з ними арифметичнi дiї. Але виникають деякi питання,
наприклад, звiдки ми знаємо, що число

√
2 не рацiональне? Що
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маємо на увазi, коли говоримо, що π приблизно дорiвнює 22
7 i,

що бiльш точнiше, це наближення дорiвнює 3, 1416, а ще бiльш
точнiше 3, 14159? Ми звикли думати про дiйснi числа, що це
числа, якi вимiрюють довжину, а їх добуток (наприклад π

√
2) —

як числа, якi вимiрюють площу прямокутника. Чому ми в якостi
мiри площi беремо дiйсне число? Ось деякi з питань, на якi ми
будемо намагатися вiдповiдати.

Основна мета курсу «Числовi системи» — побудова i вивчення
систем натуральних, цiлих, рацiональних, дiйсних i комплексних
чисел на аксiоматичнiй основi.

Для досягнення основної мети в курсi «Числовi системи»
розв’язуються основнi завдання:

— поглиблюється розумiння принципово важливих питань
обґрунтування математики;

— остаточно формуються знання про вiдношення, алгебраїчнi
операцiї, алгебраїчнi системи та їх iзоморфiзм;

— поглиблюються знання про аксiоматичний метод у
математицi, етапи його розвитку, про проблеми несуперечливостi,
категоричностi та незалежностi системи аксiом;

— розглядаються принципово важливi питання розширення
алгебраїчних систем, у тому числi i числових систем та, зокрема,
системи комплексних чисел до системи гiперкомплексних чисел.

У результатi вивчення дисциплiни студенти повиннi знати:
— означення, основнi властивостi, класифiкацiю вiдношень та

алгебраїчних систем;
— сутнiсть аксiоматичного методу, етапи його розвитку;
— означення iнтерпретацiї та моделi аксiоматичної теорiї,

проблем несуперечливостi, категоричностi та незалежностi
системи аксiом;

— означення та основнi факти упорядкованих напiвгруп, груп,
напiвкiлець, кiлець i полiв;

— означення та основнi властивостi нормованих кiлець i полiв,
властивостi норми;

— аксiоматичнi теорiї систем натуральних, цiлих,
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рацiональних, дiйсних та комплексних чисел;
— теорему Фробенiуса про алгебри скiнченного рангу з

дiленням над полем дiйсних чисел.
У результатi вивчення дисциплiни студенти повиннi вмiти:
— формулювати означення та наводити приклади вiдношень

рiзних типiв;
— формулювати означення та наводити приклади

упорядкованих алгебраїчних систем, зокрема, кiлець i полiв
з архiмедiвським i неархiмедiвським порядком;

— формулювати аксiоматичнi означення числових систем,
доводити теореми про несуперечливiсть та категоричнiсть систем
аксiом;

— формулювати i доводити теореми про зв’язки чисел системи,
що отримана в результатi мiнiмального розширення з числами
попередньої числової системи;

— наводити приклади лiнiйних алгебр нескiнченного i
скiнченного рангiв, алгебр з дiленням, вмiти доводити теорему
Фробенiуса та її аналоги для поля рацiональних та поля
комплексних чисел.

Навчальнi завдання даного посiбника повнiстю охоплюють
всi теми курсу «Числовi системи», що виносяться на практичнi
заняття у V семестрi на фiзико-математичному факультетi.

У посiбнику наводяться розробки практичних занять з курсу
«Числовi системи», змiст контрольної роботи з прикладами
розв’язання типових завдань та iндивiдуальне завдання для
кожного студента.

Кожне заняття крiм визначеної теми мiстить мету, необхiднi
означення, основнi задачi (вони розв’язуються в аудиторiї) та
задачi для самостiйної роботи.

У вступi до кожного заняття наводиться перелiк понять i
тверджень, без знання яких неможливо розв’язувати завдання.
Останнiй може використовуватися для довiдок, однак знайомство
з ним жодним чином не може замiнити опрацювання вiдповiдних
роздiлiв з пiдручника чи конспекту лекцiй.
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Позначення

|a| — порядок елемента a;
AutG — група всiх автоморфiзмiв групи G;
C — множина (або адитивна група, або поле) комплексних

чисел;
E — одинична пiдгрупа групи;
e — одиничний (нейтральний) елемент групи;
G/H — фактор–група групи G за нормальною пiдгрупою H;
InnG — група всiх внутрiшнiх автоморфiзмiв групи G;
Im φ — образ гомоморфiзму φ;
Ker φ — ядро гомоморфiзму φ;
Mn(P ) — адитивна група матриць порядку n з коефiцiєнтами

з поля P ;
N — множина (або адитивна напiвгрупа) натуральних чисел;
Q — множина (або адитивна група, або поле) рацiональних

чисел;
Q∗ — мультиплiкативна група поля рацiональних чисел;
Q+ — множина (або мультиплiкативна група) всiх додатних

рацiональних чисел;
Q8 — група кватернiонiв;
R — множина (або адитивна група, або поле) дiйсних чисел;
R+ — множина (або мультиплiкативна група) всiх додатних

дiйсних чисел;
R∗ — мультиплiкативна група поля дiйсних чисел;
Sn — симетрична група всiх пiдстановок степеня n;
T — мультиплiкативна група комплексних чисел, модуль яких

дорiвнює 1;
Z — множина (або адитивна група, або кiльце) цiлих чисел;
Zn— множина (або адитивна група, або кiльце) класiв лишкiв

за модулем числа n;
φ ◦ ψ — композицiя вiдображень φ i ψ (тобто

(φ ◦ ψ)(x) = ψ(φ(x)) ).
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Заняття 1. Найпростiшi логiчнi i теоретико-
множиннi поняття. Вiдношення та функцiї.
Основнi види вiдношень

Мета заняття: розглянути основнi теоретико-множиннi
поняття, вiдношення та основнi види вiдношень.

Необхiднi означення.
Прямим (декартовим) добутком множини A i B

називається множина A×B = {(a, b)|a ∈ A ∧ b ∈ B}.
При цьому A×B = ∅ ⇔ A = ∅ ∨B = ∅.
Будь-яка пiдмножина S прямого добутку A × B називається

бiнарним вiдношенням, заданим у множинах A i B.
Бiнарне вiдношення α, визначене в множинах A i B,

називається функцiональним, якщо

(∀a ∈ A)(∃!b ∈ B)((a, b) ∈ α).

Розрiзняють вiдображення:
1) сюр’єктивне (мономорфне), якщо

∀b ∈ B∃a ∈ A(α(a) = b)

при цьому множина A вiдображається на всю множину B;
2) iн’єктивне (епiморфне), якщо

∀a1, a2 ∈ A(a1 ̸= a2 ⇒ α(a1)α ̸= α(a2)),

тобто рiзнi елементи з A вiдображаються в рiзнi елементи з B;
3) бiєктивне (iзоморфне), якщо воно одночасно

сюр’єктивне i iн’єктивне.
Функцiя S : An → A називається n-арною алгебраїчною

операцiєю.
Бiнарне вiдношення α, задане в множинi A, називають:
1) Зв’язним, якщо ∀a, b ∈ A(a = b ∨ (a, b) ∈ α ∨ (b, a) ∈ α).
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2) Нев’язним, якщо ∀a, b ∈ A(a ̸= b ∨ (a, b) ∈ α ∨ (b, a) ∈ α).
3) Рефлексивним, якщо ∀a ∈ A((a, a) ∈ α).
4) Антирефлесивним, якщо ∀a ∈ A((a, a) ∈ α).
5) Симетричним, якщо ∀a, b ∈ A((a, b) ∈ α⇒ (b, a) ∈ α).
6) Антисиметричним, якщо

∀a, b ∈ A((a, b) ∈ α ∧ (b, a) ∈ α⇒ a = b).

7) Асиметричним, якщо ∀a, b ∈ A((a, b) ∈ α⇒ (b, a) ∈ α).
8) Транзитивним, якщо

∀a, b, c ∈ A((a, b) ∈ α ∧ (b, a) ∈ α⇒ (a, c) ∈ α).

Нехай ρ, σ — бiнарнi вiдношення на множинi A.
Пiд композицiєю вiдношень ρ i σ розумiють таке бiнарне

вiдношення τ , що пара (a, b) належить до τ тодi i тiльки тодi, коли
знайдеться такий елемент c ∈ A, що (a, c) ∈ ρ i (c, b) ∈ σ.

Якщо τ — композицiя вiдношення ρ i σ , то τ = ρ ◦ σ.
Бiнарне вiдношення α, задане в множинi A, називається
1) вiдношенням толерантностi, якщо воно рефлексивне i

симетричне;
2) вiдношенням еквiвалентностi, або просто еквiвалентнiстю

на A, якщо воно має властивостi рефлексивностi, симетричностi i
транзитивностi;

3) вiдношенням строго лiнiйного порядку, якщо воно
транзитивне, антирефлексивне, асиметричне i зв’язне;

4) вiдношенням нестрогого лiнiйного порядку, якщо воно
транзитивне, рефлексивне i антисиметричне i зв’язне.

5) вiдношенням строго часткового порядку, якщо воно
транзитивне, антирефлексивне, асиметричне i незв’язне;

6) вiдношенням нестрогого часткового порядку, якщо
воно транзитивне, рефлексивне i антисиметричне i незв’язне.
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Основнi задачi

1. Що можна сказати про множини A i B, якщо:
a) в A×B є елементи виду (x, x); b) A×B = B ×A;
c) A×B має лише один елемент;
d) A×B має рiвно 5 елементiв?

2. Нехай A,B,C – довiльнi множини. Довести, що
a) A ⊆ B ∧B ⊆ C =⇒ A ⊆ C;
b) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);
c) A \B = A⇐⇒ A ∩B = ∅.

3. Дослiдити та класифiкувати бiнарнi вiдношення:
a) ∀x, y ∈ R (xSy ⇔ |x| = |y|);
b) ∀x, y ∈ R (xSy ⇔ x > y + 1).
c) M — довiльна множина, P (M) — її булеан i

∀A,B ∈ P (M) (ASB ⇔ A ⊆ B).
d) ∀(a, b), (c, d) ∈ (Z × Z \ {0}) ((a, b)S(c, d) ⇔ ad = bc).

4. З’ясувати, якi з наступних вiдношень будуть вiдношеннями
порядку (строгого порядку):

a) в множинi студентiв групи двi людини знаходяться у
вiдношеннi ρ, якщо перший з них за зростом бiльший другого;

b) в множинi N числа a i b знаходяться у вiдношеннi ρ, якщо
кiлькiсть цифр в десятковому записi першого числа не бiльша
кiлькостi цифр другого числа;

c) в множинi R вiдношення ρ = {(a, b)|a2 > b2, a, b ∈ R};
d) в множинi Z+ вiдношення aρb↔ (a− b) — парне число.

5. Нехай P — вiдношення паралельностi прямих площини, а T –
вiдношення перпендикулярностi прямих цiєї ж площини. Знайти:

1) P ◦ T ; 2) T ◦ P ; 3) P ◦ P ; 4) T ◦ T .

6. Знайти S1 ◦ S2, якщо
S1 = {(x, y)|x, y ∈ R∧y = x−1}, S2 = {(x, y)|x, y ∈ R∧y = |x|}.
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7. Якi з наведених вiдношень є функцiями? Вказати область
визначення i область значень цих функцiй.

1) {(x, y)|x, y ∈ N∧y = x3}, 2) {(x, y)|x, y ∈ N∧x < y < x+5}.

8. Чи буде T вiдношенням порядку в N, якщо

{T = (x, y)|x, y ∈ N ∧ (x, y) ∈ T ⇔ x = y ∨ (x, y) = 1}

9. Знайти графiчно композицiю графiкiв функцiй y = x − 1 i
y = |x|.

10. Якi з вiдображень множини всiх цiлих чисел у множину
цiлих невiд’ємних чисел є сюр’єктивними, бiєктивними
вiдображеннями:

1) f(n) = n2; 2) f(n) = |n|;

3) f(n) =

{
2n, якщо n ≥ 0;
2|n| − 1, у противному разi.

Завдання для самостiйної роботи

11. Нехай A,B,C – довiльнi множини. Довести, що
1) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C);
2) (A \B)× C = (A× C) \ (B × C);
3) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C);
4) A ⊆ B ⇔ ((A× C) ⊆ (B × C)) ∧ ((C ×A) ⊆ (C ×B)).

12. Нехай A є множина людей, якi будь-коли жили на Землi, T є
вiдношенням «. . . є батьком . . . », а S - вiдношення «. . . є матiр’ю
. . . ». Що означають вiдношення T ◦ S i S ◦ T?

13. Дослiдити та класифiкувати бiнарнi вiдношення:
1) ∀x, y ∈ R (xSy ⇔ [x] = [y]);
2) ∀x, y ∈ Z (xSy ⇔ x ≤ y + 1);
3) ∀x, y ∈ Z (xSy ⇔ x = y2);
4) ∀(a, b), (c, d) ∈ N2 ((a, b)S(c, d) ⇔ a+ d = b+ c);
5) у множинi A = {0, 1} введемо вiдношення «≻» наступним

чином: 0 ≻ 0, 1 ≻ 0, 1 ≻ 1, 0 ≻ 1. Довести, що вiдношення «≻» є
вiдношенням лiнiйного порядку, яке є нi строгим, нi нестрогим.
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14. Якi з вiдношень, визначних у Z є функцiональними:

1) x
...y, 2) x+ y = 0, 3) x+ 1 = y, 4) |x|+|y|=1?

15. На множинi A = {1, 2, 3, 4} задайте вiдношення порядку:
1) нестрогого та нелiнiйного,
2) строгого та нелiнiйного,
3) нестрогого та лiнiйного,
4) строгого та лiнiйного.

16. Побудуйте лiнiйний порядок на множинi N× N.

17. Назвемо два слова «схожими», якщо їх можна утворити одне
з одного, замiнивши не бiльше однiєї букви. За допомогою таких
«схожих» слiв перетворити «муху» в «слона».
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Заняття 2. Основнi класичнi алгебраїчнi
системи

Мета: розглянути основнi класичнi алгебраїчнi системи:
напiвгрупи, групи, напiвкiльця, кiльця, поля.

Необхiднi означення.
Групоїдом називається непорожня множина G з визначеною

бiнарною алгебраїчною операцiєю.

Напiвгрупою називається непорожня множина G з
бiнарною алгебраїчною операцiєю «∗», яка задовольняє умовi
асоцiативностi: для довiльних a, b, c ∈ G

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

Напiвгрупа називається моноїдом якщо iснує нейтральний
елемент: iснує такий елемент e ∈ G, що для довiльного a ∈ G

a ∗ e = e ∗ a = a.

Моноїд називається групою якщо iснує оборотний елемент:
для кожного a ∈ G iснує такий елемент a−1 ∈ G, що

a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Нехай K — непорожня множина, з двома заданими бiнарними
операцiями: додавання «+» i множення «·».

Алгебраїчна система (K,+, ·) називається напiвкiльцем,
якщо:

1) (K,+) — комутативна напiвгрупа;
2) (K, ·) — напiвгрупа;
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3) двi операцiї повязанi дистрибутивним законом:

∀a, b, c ∈ K((a+ b) · c = a · c+ b · c ∧ c · (a+ b) = c · a+ c · b).

Алгебраїчна система (K,+, ·) називається кiльцем, якщо:
1) (K,+) — комутативна група;
2) (K, ·) — напiвгрупа;
3) двi операцiї повязанi дистрибутивним законом:

∀a, b, c ∈ K((a+ b) · c = a · c+ b · c ∧ c · (a+ b) = c · a+ c · b).

4) якщо (K, ·) — комутативна напiвгрупа, то (K,+, ·)
називається комутативним кiльцем;

5) якщо (K, ·) — комутативна напiвгрупа з одиницею
(комутативний моноїд), то (K,+, ·) називається комутативним
кiльцем з одиницею.

Алгебраїчна система (K,+, ·) називається тiлом, якщо:
1) (K,+, ·) — кiльце;
2) K \ {0} ̸= Ø ∧ (K \ {0}, ·) — група.

Алгебраїчна система (K,+, ·) називається полем, якщо:
1) (K,+, ·) — кiльце;
2) K \ {0} ̸= Ø ∧ (K \ {0}, ·) — комутативна група.

Поле— це комутативне тiло.

Основнi задачi

1. Чи є бiнарною алгебраїчною операцiєю:
1) вiднiмання на N;
2) додавання на множинi Am цiлих чисел, бiльших деякого

цiлого числа m;
3) перетин пiдмножин на множинi P (M) всiх пiдмножин даної

множини M.
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2. Чи будуть наступнi операцiї на множинi дiйсних чисел
комутативними та асоцiативними:

1) a ∗ b = 7a|b|, 2) a ∗ b = a(b+ 1) + b, 3) a ∗ b = 2a+ b.

3. З’ясувати, чи утворюють групоїд, напiвгрупу, моноїд, групу
наступнi множини з заданими на них операцiями:

1) (Z, ∗), де n ∗m = n+m+ nm = (1 + n)(1 +m)− 1;
2) (N, ∗), де a ∗ b = ab + 1;
3) (R, ∗), де a ∗ b = a+ b+ 5;
4) (R,−), де «−» — звичайне вiднiмання;
5) множина A пар (x, y) дiйсних чисел, де x ̸= 0, вiдносно

операцiї «∗», якщо (x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1x2, x1y2 + y1).
6) множина SLn(R) всiх матриць порядку n з дiйсними

елементами i визначником, що дорiвнює одиницi, вiдносно
множення матриць.

7) множина невироджених матриць виду
(
a 0
b c

)
з дiйсними

елементами вiдносно операцiї множення.

4. З’ясувати, яка з заданих множин є кiльцем, комутативним
кiльцем, полем вiдносно заданих алгебраїчних операцiй
додавання та множення:

1) {a+ b
√
7|a, b ∈ Z}; 2) {a+ b

√
3|a, b ∈ Q};

3) множина квадратних матриць порядку n > 1 вiдповiдно з
натуральними, цiлими, рацiональними, дiйсними, комплексними
елементами;

4)
{( a −b

b a

)
|a, b ∈ Z

}
;

5) (Z,⊕,⊗), де a⊕ b = a+ b, a⊗ b = −ab.

5. Довести, що множина P (M) всiх пiдмножин множини M
(булеан множини M) з операцiями A + B = (A \ B) ∪ (B \ A),
A ·B = A ∩B, A,B ∈ P (M) є кiльцем з одиницею, кожний
елемент якого задовольняє рiвнянню x2 = x.
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6. Довести, що множина Zn = {0, 1, . . . , n − 1} є комутативним
кiльцем з одиницею вiдносно операцiї додавання i множення за
модулем n:

a⊕ b = r, a⊗ b = s,
де a+ b = nq + r, 0 ≤ r < n, ab = nt+ s, 0 ≤ s < n.

Завдання для самостiйної роботи

7. Чи є бiнарною алгебраїчною операцiєю:
1) дiлення на Q;
2) множення на множинi Z \ 5Z цiлих чисел, не кратних 5,
3) множення на множинi Am цiлих чисел, бiльших деякого

цiлого числа m;
4) об’єднання пiдмножин на множинi P (M) всiх пiдмножин

даної множини M.

8. Чи будут наступнi операцiї на множинi дiйсних чисел
комутативними та асоцiативними:

1) a ∗ b = a+ b+ 7,
2) a ∗ b = [a] + b, [a] – цiла частина числа a,
3) a ∗ b = a(b+ 1) + b(a+ 1).

9. З’ясувати, чи утворюють групоїд, напiвгрупу, моноїд, групу
наступнi множини з заданими на них операцiями:

1) (N, ∗), де a ∗ b = max{a, b};
2) (R+, ∗), де a ∗ b = a2b2;

3) множина всiх матриць виду

{ 0 0 0
0 a 0
0 0 b

 |a, b ∈ R\{0};

}
вiдносно операцiї множення;

4) множина всiх векторiв площини вiдносно операцiї
додавання векторiв.

10. На множинi P пар (a, b) дiйсних чисел визначено операцiї «⊕»
i «⊗» за формулами

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d),
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(a, b)⊗ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

Чи є (P,⊕,⊗) кiльцем, полем?

11. Довести, що елемент, до якого iснує обернений елемент, не
може бути дiльником нуля.

12. На множинi R0 = R\{0} визначена бiнарна операцiя «∗», яка
задовольняє умови:

1) ∀x, y, z ∈ R0((x, y) ∗ z = x(y ∗ z));
2) ∀x ∈ R0(x ∗ x = 1);
Обчислити 12 ∗ 18 i з’ясувати, чи є умови 1) i 2) незалежними.
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Заняття 3. Гомоморфiзми та iзоморфiзми
алгебраїчних систем.

Мета: перевiрка алгебраїчних систем на гомоморфнiсть та
iзоморфнiсть

Необхiднi означення.
Нехай A — непорожня множина, {α1, α2, ..., αk} — множина

визначених на A алгебраїчних операцiй, {ω1, ω2, ..., ωr} — множина
визначених в A вiдношень, {a1, a2, ..., as} — множина видiлених
(фiксованих) елементiв iз A. Тодi впорядковану четвiрку

(A, {α1, α2, ..., αk}, {ω1, ω2, ..., ωr}, {a1, a2, ..., as})

називають алгебраїчною системою.
Двi алгебраїчнi системи
(A, {α1, α2, ..., αk}, {ω1, ω2, ..., ωr}, {a1, a2, ..., as}),
(B, {β1, β2, ..., βm}, {σ1, σ2, ..., σn}, {b1, b2, ..., bt})
називають однотипними, якщо:
1) k = m, r = n, s = y;
2) вiдповiднi операцiї αj i βj мають однакову арнiсть (однакову

кiлькiсть аргументiв) для всiх j = 1, 2, ..., k = m;
3) вiдповiднi вiдношення ωi i σi мають однакову арнiсть

(однакову кiлькiсть аргументiв) для всiх i = 1, 2, ..., r = n.
Двi однотипнi алгебраїчнi системи
(A, {α1, α2, ..., αk}, {ω1, ω2, ..., ωr}, {a1, a2, ..., as}),
(B, {β1, β2, ..., βk}, {σ1, σ2, ..., σr}, {b1, b2, ..., bs})
називаються iзоморфними, якщо iснує таке взаємно

однозначне вiдображення f множини A на множину B
(iзоморфiзм A на B), при якому виконуються умови:

1) ∀x1, x2, ..., xp ∈ A
(fαj(x1, x2, ..., xp) = βj(f(x1), f(x2), ..., f(xp))),
f(x1), f(x2), ..., f(xp) ∈ B для всiх j = 1, 2, ..., k;
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2) ∀x1, x2, ..., xt ∈ A
((x1, x2, ..., xt) ∈ ωj ⇔ (f(x1), f(x2), ..., f(xp)) ∈ σj)
для всiх j = 1, 2, ..., k;

3) f(aj) = bj для всiх j = 1, 2, ..., s.
Якщо при цьому f просто вiдображення, то алгебраїчнi

системи A i B називаються гомоморфними, а саме вiдображення
f — гомоморфiзмом.

Основнi задачi

1. Нехай (A,+, ·), (B,⊕,⊗) — алгебраїчнi системи з вiдповiдними
бiнарними операцiями i f — гомоморфне вiдображення A
на B. Довести, що операцiї ⊕ i ⊗ на B пов’язанi законом
дистрибутивностi, якщо цим законом пов’язанi операцiї + i · на A.

2. Нехай K =

{(
a b
b a

)
, a, b ∈ Z

}
. Довести, що вiдображення

φ : K −→ Z : φ

(
a b
b a

)
= a− b — гомоморфiзм.

Знайти ядро гомоморфiзму Ker φ.

3. Довести, що:
а) множина цiлих чисел i множина цiлих парних чисел

iзоморфнi вiдносно додавання;

б) поле матриць
(
a 0
0 a

)
, a ∈ R iзоморфне полю дiйсних

чисел;
в) вiдношення iзоморфiзму є вiдношенням еквiвалентностi.

4. Довести, що поля Q[
√
p] i Q[

√
q], де p i q — рiзнi простi числа,

не iзоморфнi.

5. Довести, що в системi натуральних чисел є безлiч пiднапiвгруп,
iзоморфних адитивнiй напiвгрупi (N,+) натуральних чисел.

6. Знайти всi автоморфiзми поля комплексних чисел C, при яких
кожне дiйсне число переходить в себе.
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Завдання для самостiйної роботи

7. Довести, що множина цiлих чисел i множина цiлих парних
чисел не iзоморфнi вiдносно множення.

8. Довести, що кiльце (K,⊕,⊗) пар (a, b) a, b ∈ R з операцiями

(a1, b1)⊕ (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2),

(a1, b1)⊗ (a2, b2) = (a1b2 + a2b1, a1a2 + b1b2)

iзоморфне кiльцю матриць
(
b a
a b

)
, a, b ∈ R за додаванням i

множенням.

9. Довести, що групоїди (R, ∗) i (R, ◦), де x ∗ y =
|x+ y|

2
,

x ◦ y =
1

2

√
x2 + y2, не iзоморфнi.
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Заняття 4. Змiстовна аксiоматична теорiя
натуральних чисел. Аксiоми Пеано i наслiдки
з них.

Мета: використання аксiоми iндукцiї для доведення
математичних рiвностей та нерiвностей.

Необхiднi означення.
Алгебру (N ;′ ,+, ·; 1) називають системою натуральних

чисел, де N — непорожня множина елементiв, «′» — символ
унарної алгебраїчної операцiї, «+» i «·» — символи бiнарних
алгебраїчних операцiй на N , «1» — видiлений елемент множини
N , якщо виконуються аксiоми Пеано:

n1. ∀a ∈ N(a′ ̸= 1);
n2. ∀a, b ∈ N(a′ = b′ ⇒ a = b);
n3. Аксiома iндукцiї:
∀M(M ⊆ N ∧ 1 ∈M ∧ ∀a ∈ N(a ∈M ⇒ a′ ∈M) ⇒M = N);
n4. ∀a ∈ N(a+ 1 = a′);
n5. ∀a, b ∈ N(a+ b′ = (a+ b)′);
n6. ∀a ∈ N(a · 1 = a);
n7. ∀a, b ∈ N(a · b′ = ab+ a).

Основнi задачi

1. Доведiть за допомогою аксiоми iндукцiї властивостi дiй над
натуральними числами:

1) комутативнiсть множення: ∀a, b ∈ N(a · b = b · a),
2) лiву дистрибутивнiсть: ∀a, b, c ∈ N(a · (b+ c) = a · b+ a · c).

2. Доведiть, що для всiх натуральних чисел n ≥ 5 виконується
2n > n2.

3. Доведiть, що при довiльному натуральному n число 10n − 1
...9.
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4. Позначивши натуральнi числа як 1′ = 2, 2′ = 3, 3′ = 4, 4′ = 5,
5′ = 6, 6′ = 7, 7′ = 8, 8′ = 9. Довести на основi аксiом Пеано:
2 + 3 = 5, 3 + 6 = 9, 2 · 4 = 8, 3 · 3 = 9.

5. Довести:
1) ∀a, b ∈ N(a+ 1 ≥ b ∧ b > a⇒ b = a+ 1);
2) ∀a, b ∈ N(a+ b > a).

6. Вiдомо, що принцип найменшого числа еквiвалентний аксiомi
математичної iндукцiї. Довести твердження: для будь-якого числа

n ∈ N справедлива формула: 1 + 2 + . . . + n =
n(n+ 1)

2
, не

користуючись аксiомою математичної iндукцiї.

7. Дано: an+1 = a1 · an − a0 · an−1; a0 = 2, a1 = 3.
Довести, що an = 2n + 1.

8. Довести, що:

1) ∀n ∈ N

(
12 + 22 + 32 + . . .+ n2 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

)
;

2) ∀n ∈ N((10n − 4n2 + 3n)
...9);

3) ∀n ∈ N(2n > n2 − 2n+ 2).

9. Довести, що сума однакових непарних степенiв
двох натуральних чисел дiлиться на суму основ, тобто

(a2n−1 + b2n−1)
...(a+ b) для будь-яких натуральних n, де a i b

— цiлi, причому a+ b ̸= 0.

Завдання для самостiйної роботи

10. Довести:
1) ∀a, b ∈ N (ab ≥ a);

2) ∀a, b ∈ N (a
...b⇒ a

b
≤ a).
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11. Довести, що:

1) ∀n ∈ N (13 + 23 + 33 + . . .+ n3 = (
n(n+ 1)

2
)2);

2) ∀n ∈ N ((7 · 52n + 12 · 6n)
...19);

3) ∀n ∈ N \ {1, 2} (3n > 2n + 3n).

12. Довести, що для парного n вираз 20n + 16n − 3n − 1 дiлиться
на 323, n ∈ N0.
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Заняття 5. Упорядкованi алгебраїчнi
системи. Критерiй упорядкованостi кiлець.
Незалежнiсть системи аксiом натуральних
чисел.

Мета: перевiрка незалежностi аксiом системи аксiом Пеано,
перевiрка алгебраїчних систем на впорядкованiсть.

Необхiднi означення.
Упорядкована алгебраїчна система є складним математичним

об’єктом, який одночасно надiлений алгебраїчною структурою
(напiвгрупи, групи...) i структурою упорядкованої множини, якi
мiж собою певним чином узгоджуються.

Алгебраїчна система (G, ∗,≻) називається упорядкованою
напiвгрупою, якщо виконуються умови (аксiоми):

1) (G, ∗) — напiвгрупа;
2) (G,≻) — упорядкована множина;
3) ∀a, b, c ∈ G(a ≻ b⇒ (a ∗ c ≻ b ∗ c) ∧ (c ∗ a ≻ c ∗ b)) — аксiома

монотонностi вiдношення «≻» вiдносно операцiї «∗.»
Якщо (G, ∗) — група, то система (G, ∗,≻) називається

упорядкованою групою.
Якщо вiдношення «≻» є вiдношенням часткового (лiнiйного)

порядку, то система (G, ∗,≻) називається частково (лiнiйно)
впорядкованою напiвгрупою або групою.

Алгебраїчна система (K,+, ·, >) називається упорядкованим
напiвкiльцем, якщо виконуються наступнi умови (аксiоми):

1) (K,+, ·) — напiвкiльце;
2) (K,>) — упорядкована множина;
3) ∀a, b, c ∈ K(a > b⇒ (a+ c > b+ c));
4) ∀a, b ∈ K∀c ∈ K+(a > b⇒ (ac > bc) ∧ (ca > cb)).
В аксiомi 4) K+ — непорожня множина додатних елементiв.
Упорядковане напiвкiльце (K,+, ·, >) називається

упорядкованим кiльцем (полем), якщо алгебраїчна система
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(K,+, ·) є кiльцем (полем).

Теорема. (Критерiй строгої i лiнiйної впорядкованостi кiльця)
Кiльце K тодi i тiльки тодi є строго лiнiйно впорядкованим
кiльцем, коли для його елементiв означена властивiсть бути
додатним елементом, яка задовольняє наступнi умови:

1) ∀a ∈ K(a > 0 ∨ a = 0 ∨ −a > 0);
2) ∀a, b ∈ K(a > 0 ∧ b > 0 ⇒ a+ b > 0 ∧ ab > 0);
3) ∀a, b ∈ K(a > b⇔ a− b > 0).

Теорема. (Критерiй однозначностi строгого лiнiйного порядку)
Нехай (K,+, ·, 0) — кiльце, яке можна лiнiйно i строго
впорядкувати хоча б одним способом i нехай K+, K++ — додатнi
частини двох порядкiв. Тодi

K+ = K++ ⇐⇒ K+ ⊆ K++.

Основнi задачi

1. Перевiрте, що в алгебраїчнiй системi (Z2,+, ·, 1), де Z2 —
кiльце класiв лишкiв за модулем 2, виконуються всi аксiоми, окрiм
аксiоми

n1 : ∀a ∈ N(a′ ̸= 1).

2. За допомогою алгебраїчної системи (A, ◦,×, 1), де A = {1, 2} та
1 ◦ 2 = 2 ◦ 1 = 1 ◦ 1 = 2 ◦ 2 = 2, 1× 2 = 2× 2 = 2× 1 = 2, 1× 1 = 1
покажiть незалежнiсть аксiоми n2 : ∀a, b ∈ N(a′ = b′ ⇒ a = b) вiд
iнших.

3. Чи можна адитивну групу з двох елементiв лiнiйно i строго
впорядкувати?

4. Який порядок у напiвгрупi ({0, 1}, ·), якщо вiдношення порядку
введено так: 0 ≻ 0, 1 ≻ 0.

5. Довести, що напiвгрупу натуральних чисел (N, ·) можна лiнiйно
i строго упорядкувати нескiнченною кiлькiстю способiв.
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6. Довести, що алгебраїчна система (N, ·,
...) — частково i нестрого

впорядкована напiвгрупа.

7. Довести, що у впорядкованому кiльцi з одиницею завжди 1 ≻ 0.
Якщо ще i a i b мають в ньому оберненi елементи, то з a ≻ b для

a i b одного знаку випливає:
1

a
≺ 1

b
.

8. Чи можна в (N,+, ·, >) порядок ввести так:

∀a, b ∈ N(a > b⇔ ∃n ∈ N(b = a+ n)).

9. Нехай (T,+, ·, 0, e,≻) — упорядковане тiло.
Довести, що ∀a, b ∈ T (a ≻ b⇒ a ≻ (a+ b)(2e)−1 ≻ b).

10. Чи є впорядкованим кiльце (Z,+, ·,≻), де порядок ≻ введений
так: 0 передує будь-якому елементу i зберiгається порядок
елементiв, вiдмiнних вiд нуля.

Завдання для самостiйної роботи

11. Довести, що напiвкiльце натуральних чисел (N,+, ·) можна
лiнiйно i строго упорядкувати лише одним способом.

12. Довести, що напiвгрупу натуральних чисел (N,+) можна
лiнiйно i строго упорядкувати тiльки двома способами.

13. Довести, що напiвгрупу цiлих чисел (Z, ·) не можна лiнiйно i
строго упорядкувати.

14. Довести, що в упорядкованому кiльцi сума квадратiв
скiнченного числа його вiдмiнних вiд нуля елементiв не дорiвнює
нулю.

15. Нехай (T,+, ·, 0, e,≻) — упорядковане тiло.
Довести, що ∀a ∈ T (a ≻ 0 ⇔ a−1 ≻ 0).
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Заняття 6. Цiлi числа.

Мета: вивчення аксiоматичної теорiї цiлих чисел та використання
властивостей цiлих чисел.

Необхiднi означення.
Алгебраїчну систему (Z; +, ·; 0, 1, N) називають системою

цiлих чисел, а її елементи цiлими числами, якщо виконуються
такi властивостi (аксiоми цiлих чисел):

z1. N ⊂ Z;
z2. (Z; +, ·; 0, 1) — комутативне кiльце з одиницею;
z3. Аксiома мiнiмальностi: Нехай M ⊆ Z, причому
а) N ⊂M ;
б) ∀a, b ∈ Z(a ∈M ∧ b ∈M ⇒ (a− b) ∈M).
Тодi M = Z.
Систему цiлих чисел запишемо скорочено так: (Z; +; ·),

адитивну групу цiлих чисел позначатимемо (Z; +; 0), а
мультиплiкативну напiвгрупу цiлих чисел (Z; ·; 1).

Теорема. Будь-яке цiле число є рiзниця двох натуральних чисел,
тобто ∀a ∈ Z ∃l, k ∈ N(a = k − l).

Наслiдок. Кожне цiле число є або натуральним числом, або
нулем, або протилежним до натурального (вiд’ємним числом).

Основнi задачi

1. Довести, що рiвняння 3x = 1 не має розв’язку в Z.

2. Довести, що iз m рiзних цiлих чисел завжди можна вибрати
два таких, рiзниця яких дiлиться на m− 1.

3. Довести, що числа виду 3n + 2 при кожному натуральному n
не є квадратами цiлих чисел.

4. Чи можуть довжини обох катетiв трикутника Пiфагора бути
непарними?
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5. Довести, що (a2 + b2)
...7 ⇒ a

...7 ∧ b
...7.

6. Довести, що для кожного цiлого n вираз
n5

120
− n3

24
+
n

30
є цiлим

числом.

7. Чи iснують цiлi числа m i n, якi задовольняють
рiвняння: m2 + 1982 = n2?

8. Чи можна в кiльцi цiлих чисел видiлити пiдмножину, яка сама
буде кiльцем?

9. Знайти всi автоморфiзми кiльця цiлих чисел.

10. Довести, що множини N i Z рiвнопотужнi.

Завдання для самостiйної роботи

11. Довести, що довжина принаймнi одного iз катетiв трикутника
Пiфагора дiлиться на 3.

12. Розв’язати в цiлих числах рiвняння xn + yn = zn+1.

13. Чи можна на площинi побудувати такий правильний
трикутник, щоб усi його вершини мали цiлi координати?

14. Нехай K = {(a, b)|a, b ∈ Z} i операцiї + i · визначено так:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) · (c, d) = (a · c, b · d).

Довести, що (K,+, ·) — комутативне кiльце з дiльниками нуля.
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Заняття 7. Аксiоматична теорiя рацiональних
чисел.

Мета: вивчення аксiоматичної теорiї рацiональних чисел та
використання властивостей рацiональних чисел.

Необхiднi означення.
Алгебраїчну систему (Q; +, ·; 0, 1) називають системою

рацiональних чисел, а її елементи рацiональними числами,
якщо виконуються такi властивостi (аксiоми рацiональних
чисел):

q1. Z ⊂ Q;
q2. (Q; +, ·; 0, 1) — поле;
q3. Аксiома мiнiмальностi: Нехай M ⊆ Q, причому
а) Z ⊂M ;

б) ∀q1, q2 ∈ Q

(
q1 ∈M ∧ q2 ∈M ∧ q2 ̸= 0 ⇒

(
q1
q2

)
∈M

)
.

Тодi M = Q.

Теорема. Будь-яке рацiональне число є часткою двох цiлих
чисел.

Основнi задачi

1. Вивести правила додавання, вiднiмання i дiлення дробiв.

2. Довести, що мультиплiкативну групу всiх рацiональних чисел,
вiдмiнних вiд нуля, не можна лiнiйно i строго впорядкувати.

3. Довести, що множина рацiональних чисел зчисленна.

4. Довести, що
a

b
+

−a
b

= 0 для a, b ∈ Z, b ̸= 0.

5. Довести, що якщо a ̸= 0 i b ̸= 0, то
(a
b

)−1
=
b

a
, a, b ∈ Z.

28



6. Довести, що коли дрiб
a

b
нескоротнiй, то

a+ b

ab
,
a− b

ab
— також

нескоротнi дроби.

7. Довести, що число 1+
√
3 не є квадратом жодного числа a+b

√
3,

де a, b ∈ Q.

8. Довести рацiональнiсть чисел:

1)
√
3 +

√
2√

3−
√
2
− 2

√
6; 2) 3

√
5
√
2 + 7− 3

√
5
√
2− 7.

9. Яке з чисел бiльше: а) 0, 7(81) чи
11

14
; б)

m

n
чи

m2

n2
?

10. Довести, що рацiональними є такi числа:

1) 3
√

9 +
√
80 +

3
√

9−
√
80; 2)

√
√
5−

√
3−

√
29− 12

√
5;

3) 3

√
6 +

√
847

27
+

3

√
6−

√
847

27
.

Завдання для самостiйної роботи

11. Довести, що рiвняння x3 + x2y + y3 = 0 не має рацiональних
коренiв, крiм x = 0, y = 0.

12. Довести рацiональнiсть чисел:
1) 3
√

20 +
√
392 +

3
√

20−
√
392; 2) 3

√
2 +

√
5 +

3
√

2−
√
5;

3)
√
2√

3 + 2
√
2
−
√

6− 4
√
2

2
√
2− 3

; 4)
√

7 + 4
√
3 +

√
7− 4

√
3.

13. При якiй умовi: а)
a3 + b3

a3 + c3
=
a+ b

a+ c
; б) a+ b = ab.
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Заняття 8. Рацiональнi числа.

Мета: доведення рацiональностi чисел.

Основнi задачi

1. Довести, що такi є рацiональними:

1) tg(arcsin
5

13
); 2) sin(arctg

3

4
− arccos

12

13
);

3)

(
2 +

√
3

√
2 +

√
2 +

√
3
+

2−
√
3

√
2−

√
2−

√
3

)2

;

4) log3 2 · log4 3 · log5 4 · log6 5 · log7 6 · log8 7.

2. Чи iснують два рацiональних числа (дроби), сума i добуток
яких цiлi числа?

3. Рацiональне чи iррацiональне число
√√

6 +
√
11−

√
6−

√
11?

4. Вiдомо, що числа a, b,
√
a−

√
b — рацiональнi. Довести, що

√
a

i
√
b — теж рацiональнi числа.

5. Знайти правильний дрiб, що перевищує
1

3
, знаючи, що

вiд збiльшення його чисельника на деяке число i множення
знаменника на те саме число величина дробу не змiниться.

6. Довести, що дрiб
1

n
− 1

n2 + 5
для будь-якого натурального n

можна подати мiшаним перiодичним десятковим дробом.

7. Знайти всi рацiональнi значення x, при яких
√
x2 + x+ 1 є

рацiональне число.

Завдання для самостiйної роботи

8. Довести, що такi є рацiональними:

1) sin(2arctg
1

2
)− tan(

1

2
arcsin

5

17
);

2) 2arctg(−2) + 2 arccos
1√
5
.
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9. Чи iснують два рацiональних числа (дроби). сума i сума
квадратiв яких цiлi числа?

10. Довести, що данi числа є рацiональними:
1) tg2100 + tg2500 + tg2700;

2) tg200 · tg800 · tg1400.

11. Довести, що число є рацiональним
√

log6
5
√
25 + log6

7
√
49.

12. Чи є рацiональними числа:
1)

√
6 +

√
9 +

√
19; 2)

√
1 + 2

√
3 + 2

√
2.
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Заняття 9. Дiйснi числа. Зображення дiйсних
чисел.

Мета: вивчення аксiоматичної теорiї дiйсних чисел.

Необхiднi означення.
Алгебраїчну систему (R; +, ·; 0, 1;>) називають системою

дiйсних чисел, а її елементи дiйсними числами, якщо
виконуються такi властивостi (аксiоми дiйсних чисел):

1). Q ⊂ R;
2). (R; +, ·; 0, 1;>) — неперервне поле:
r1. ∀a, b ∈ R (a ̸= b⇒ a > b ∨ b > a),
r2. ∀a ∈ R (a > a),
r3. ∀a, b, c ∈ R (a > b ∧ b > c⇒ a > c),
r4. ∀a, b, c ∈ R (a > b⇒ a+ c > b+ c),
r5. ∀a, b, c ∈ R (a > b ∧ c > 0 ⇒ ac > bc),
r6. ∀a, b ∈ R (a > 0 ⇒ (∃n ∈ N(n · a > b)),
r7. Для будь-якої фундаментальної послiдовностi (an)

елементiв з R iснує в R елемент r такий, що

lim
n→∞

an = r.

Основнi задачi

1. Розкласти в ланцюговий дрiб:

1)
√
5; 2)

3 +
√
7

2
.

2. Знайти квадратичну iррацiональнiсть α, якщо α розкладається
в такий нескiнченний мiшаний перiодичний дрiб:

1) [4;3(2,1)]; 2) [(1,2)]; 3) [2;(5)].

3. Довести, що число iррацiональне:
1)

√
2 +

√
3; 2) 5

√
5−

√
3; 3) 3

√
12; 4) lg 2; 5)

√
log2 3.
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4. Довести, що
√
2 +

√
3 +

√
5 — iррацiональне число.

5. Довести, що поле дiйсних чисел має лише тотожнiй
автоморфiзм.

6. Довести, що число
√

10 +
√
24 +

√
40 +

√
60 — iррацiональне.

7. Яке з заданих чисел бiльше:
1) 3

√
3 чи 4

√
4; 2)

√
n+

√
m чи

√
n− 1 +

√
m+ 1.

Завдання для самостiйної роботи

8. Розкласти в ланцюговий дрiб:

1)
√
7; 2)

3 +
√
5

2
; 3)

√
q2 + 1, q ∈ N.

9. Знайти квадратичну iррацiональнiсть α, якщо α розкладається
в такий нескiнченний мiшаний перiодичний дрiб:

1) [1;(3)]; 2) [3,(1,1,6)]; 3) [2;3,(2,1,1)].

10. Довести, що число iррацiональне:

1)
√
2 +

√
3 +

√
6; 2)

√
3

1 + 3
√
2
;

3)
1√

2 +
√
3
; 4)

√
3(
√
6− 3).

11. Яке з заданих чисел бiльше:
1)
√

2 3
√
3 чи 3

√
3
√
3; 2)

√
n+

√
m чи

√
n− k +

√
m+ k.

12. Довести, що число iррацiональне:
√
2 + 1√
2− 1

.
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Заняття 10. Дiйснi та комплекснi числа.

Мета: вивчення аксiоматичної теорiї комплексних чисел.

Необхiднi означення.
Алгебраїчну систему (C; +, ·; 0, 1) називають системою

комплексних чисел, а її елементи комплексними числами, якщо
виконуються такi властивостi (аксiоми комплексних чисел):

c1. R ⊂ C;
c2. ∃i ∈ C(i2 + 1 = 0);
c3. (C; +, ·; 0, 1) — поле;
c4. Аксiома мiнiмальностi: Нехай M ⊆ C, причому
а) R ⊂M ∧ i ∈M ;
б) ∀c1, c2 ∈ C(c1 ∈M ∧ c2 ∈M ⇒ c1 + c2 ∈M ∧ c1 · c2 ∈M).
Тодi M = C.

Основнi задачi

1. Довести, що число

√
3 +

√
5−

√
13 +

√
48 — iррацiональне.

2. Чи iснують два iррацiональних числа x1 i x2, сума i добуток
яких є числа рацiональнi?

3. Довести, що данi числа є iррацiональними:
1) cos 200; 2) tg 50; 3)* tg

π

12
.

4. Показати, що функцiя φ, φ(a + bi) =
√
a2 + b2 має такi

властивостi при k1 = a1 + b1i, k2 = a2 + b2i:
а) k1 = 0 ⇔ a = 0 ∧ b = 0; б) φ(k1 · k2) = φ(k1) · φ(k2).

5. Знайти всi такi z ∈ C, 2|z| = zi+ 1.

6. Знайти дiйснi розв’язки: (4 + 2i)x+ (5− 3i)y = 13 + i.

7. Виконати дiю:
(1 + i)9

(1− i)7
.
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8. Розв’язати рiвняння:
а) (1− i)x2 − (3 + 3i)x+ (−4 + 2i) = 0, б) z2 + z = 0,
в) z · z + 2z + i = 0.

Завдання для самостiйної роботи

9. Показати, що функцiя φ, φ(a + bi) =
√
a2 + b2 має таку

властивiсть при k1 = a1 + b1i, k2 = a2 + b2i:

φ(k1 + k2) ≤ φ(k1) + φ(k2).

10. Знайти дiйснi розв’язки: (3x−1)(2+i)+(x−yi)(1+2i) = 5+6i.

11. Розв’язати рiвняння:
а) x2 − (4 + 3i)x+ (−4 + 2i) = 0; б) z = z;
в) z − z = 1 + 2i; г) z = −z.

12. Подати у тригонометричнiй формi комплексне число 1− 1 + i√
2
.
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Заняття 11. Аксiоми комплексних чисел.

Мета: операцiї з комплексними числами.
Основнi задачi

1. Обчислити: а)
(1 + i

√
3)95

(
√
3− i)126

, б) 6

√
1

2
− i

√
3

2
.

2. Розв’язати нерiвнiсть: (2 + i)z < 1− i.

3. Розв’язати систему рiвнянь:
{

|z − 2i| = |z|,
|z − i| = |z − 1|.

4. Довести, що поле комплексних чисел має лише два
автоморфiзми, якi залишають дiйснi числа на мiсцi.

5. Довести, що коренi n-го степеня з 1 утворюють
мультиплiкативну циклiчну групу порядку n.

6. Довести, що множина всiх матриць виду
(

α β
−β α

)
, де

α, β ∈ R, iзоморфна полю комплексних чисел.

7. Комплекснi числа вигляду a+bi, де a, b ∈ Z називаються цiлими
гаусовими числами i гаусовими, якщо a, b ∈ Q. Довести, що цiлi
гаусовi числа утворюють кiльце.

Завдання для самостiйної роботи

8. Довести, що
√

2 +
√
−121 = 2 +

√
−1.

9. Розв’язати рiвняння z + |z + 1|+ i = 0.

10. Розв’язати систему рiвнянь:

 |z2 − 2i| = 4;∣∣∣∣z + 1 + i

z − 1− i

∣∣∣∣ = 1

11. Довести, що всi комплекснi числа з модулем 1 утворюють
абелеву мультиплiкативну групу.
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12. Комплекснi числа вигляду a + bi, де a, b ∈ Z називаються
цiлими гаусовими числами i гаусовими, якщо a, b ∈ Q. Довести,
що

а) гаусовi числа утворюють поле,
б) кожне гаусове число є часткою вiд дiлення двох цiлих

гаусових чисел.
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Заняття 12. Лiнiйнi алгебри скiнченного
рангу.

Мета: вивчення лiнiйних алгебр скiнченного рангу, алгебри
кватернiонiв, алгебри Келi.

Необхiднi означення.
Нехай (A; +, ·) — кiльце, (P ; +, ·; 0, 1) — поле та для кожного

елемента a ∈ A i кожного елемента λ ∈ P однозначно визначено
добуток λa ∈ A. Якщо при цьому виконуються такi умови:

1) ∀a ∈ A (1 · a = a);
2) ∀a, b ∈ A ∀λ ∈ P (λ(a+ b) = λa+ λb);
3) ∀a, b ∈ A ∀λ ∈ P (λ(ab) = (λa)b = a(λb));
4) ∀a ∈ A ∀λ, µ ∈ P ((λ+ µ)a = λa+ µa);
5) ∀a ∈ A ∀λ, µ ∈ P ((λµ)a = λ(µa) = µ(λλa));
то система (A; +, ·;P ) називається лiнiйною алгеброю над

полем P.
Якщо при цьому кiльце (A; +, ·) є тiлом, то система (A; +, ·;P )

називається алгеброю з дiленням.

Основнi задачi

1. Скласти таблицю множення (квадрат Келi) базисних елементiв
1, i, j, k алгебри кватернiонiв.

2. Знайти суму, рiзницю, добуток i частку кватернiонiв:
x = 2− 3i+ 5j − k, y = 4− 2j + 3k.

3. Знайти q−1 та n(q), де n(q) = q · q якщо q = 1 + 2i+ 3j + 4k.

4. Вираз [x, y] = xy− yx називається комутатором кватернiонiв.
Знайти комутатор кватернiонiв x = 2−3i+5j−k, i y = 4−2j+3k.

5. Нехай x1 = α1 + β1i + γ1j + δ1k, x2 = α2 + β2i + γ2j + δ2k —
кватернiони.

Довести, що 1) x1 · x2 = x1 · x2, 2) x1 · x1 = α2
1 + β21 + γ21 + δ21 .
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6. Довести, що норма октав Келi має властивiсть
мультиплiкативностi: n(xy) = n(x)n(y).

Завдання для самостiйної роботи

7. Знайти суму, рiзницю, добуток i частку кватернiонiв 1 + 2i +
3j + 4k, 5i− 6j + 2k.

8. Знайти q−1 та n(q) якщо q = 5i− 6j + 2k.

9. Нехай x1 = α1 + β1i + γ1j + δ1k, x2 = α2 + β2i + γ2j + δ2k —
кватернiони. Довести, що (x1 · x1) · (x2 · x2) = (x1 · x1) · (x2)

10. Скласти таблицю множення (квадрат Келi) базисних
елементiв 1, i, j, k, l, il, jl, kl алгебри Келi, виходячи з означення
операцiй додавання i множення октав Келi.
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Приклади типових завдань до контрольної
роботи з дисциплiни «Числовi системи»

Мета: перевiрити оволодiння основними практичними навичками
з курсу «Числовi системи».

Задача 1. Чи утворює множина пар цiлих чисел (a, b), a, b ∈ Z
кiльце, якщо операцiя додавання i множення пар введено так:

(a, b) + (c, d) = (ac, bd), (a, b) · (c, d) = (a+ c, b+ d).

Задача 2. Рацiональнi чи iррацiональнi такi числа:

1)
3

√
2 +

√
5 +

3

√
2−

√
5, 2)

√
√
5−

√
3−

√
29− 12

√
5?

Задача 3. Довести, що: ∀n(n4 − 2n3 + 11n2 + 62n)
...24, n ∈ N0.

Задача 4. Знайти дiйснi числа x та y: (2−i)x+(5+6i)y = 1−3i.

Задача 5. Розв’язати рiвняння:
1)x2 − (2 + i)x+ (−1 + 7i) = 0, 2)|z| − z = 8 + 12i.

Задача 6. Розв’язати систему рiвнянь:{
(3− i)x+ (4 + 2i)y = 2 + 6i,
(4 + 2i)x− (2 + 3i)y = 5 + 4i.
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Iндивiдуальне семестрове завдання для
самостiйної роботи студентiв

ТЕМА 1. Теоретико-множиннi передумови.
З таблицi варiантiв (таблиця 1 додатку) вибрати данi згiдно

свого варiанту i вiдповiсти на питання.
Данi: (множина A, операцiя O1, операцiя O2, вiдношення R

на множинi, вiдображення F ).
Питання:
1) Ядро R.
2) R рефлексивно?
3) R антирефлексивно?
4) R антисиметрично?
5) R симетрично?
6) R транзитивно?
7) Чи є R вiдношенням еквiвалентностi?
8) Чи є R вiдношенням порядку?
9) Область визначення F .
10) Область значення F .
11) F — iн’єкцiя?
12) F — сюр’єкцiя?
13) F — бiєкцiя?
14) Побудувати F−1.
15) Ядро F .
16) Система твiрних для A.
17) Чи є A скiнчено-породженою?
18) Асоцiативнiсть O1.
19) Комутативнiсть O1.
20) Iдемпотентнiсть O1.
21) Асоцiативнiсть O2.
22) Комутативнiсть O2.
23) Iдемпотентнiсть O2.
24) Дистрибутивнiсть O1 вiдносно O2.
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25) Чи є A напiвгрупою вiдносно будь-якої iз заданих
операцiй?

26) Чи є A групою вiдносно будь-якої iз заданих операцiй?
Побудувати обернений елемент.

27) Чи є A кiльцем?
28) Чи є A полем?

42



Питання до iспиту з курсу «Числовi системи»

1. Вiдношення. Основнi види вiдношень.
2. Функцiональне вiдношення.
3. Вiдношення еквiвалентностi.
4. Вiдношення порядку.
5. Поняття алгебраїчної системи.
6. Iзоморфiзм алгебраїчних систем.
7. Напiвгрупи i групи.
8. Напiвкiльця i кiльця.
9. Лiнiйнi алгебри над полем.
10. Вiдношення порядку на множинi N.
11. Скiнченнi множини.
12. Упорядкованi напiвгрупи i групи.
13. Упорядкованi кiльця i поля.
14. Аксiоматичний метод у математицi.
15. Аксiоми Пеано i наслiдки з них.
16. Основнi властивостi операцiї додавання.
17. Основнi властивостi операцiї множення.
18. Характеристика системи аксiом Пеано.
19. Аксiоми цiлих чисел. Властивостi цiлих чисел.
20. Аксiоми рацiональних чисел i деякi наслiдки з них.
21. Властивостi рацiональних чисел.
22. Нормованi поля. Властивостi норми.
23. Аксiоматична теорiя дiйсних чисел. Властивостi дiйсних

чисел.
24. Зображення дiйсних чисел системними дробами.
25. Зображення дiйсних чисел ланцюговими дробами.
26. Рiзнi способи введення комплексних чисел.
27. Аксiоми комплексних чисел. Властивостi комплексних

чисел.
28. Подальшi розширення поняття числа.
29. Алгебри скiнченого рангу.
30. Алгебри над полем R. Теорема Фробенiуса.
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