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Практичне заняття №1 «Комплексні числа. Алгебраїчна форма»  

Мета: Опанувати поняттям комплексного числа та операціями 

над ними в алгебраїчній формі. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Комплексним числом називається вираз виду bia  , де a  і b  – 

дійсні числа, i  – уявна одиниця, а саме 12 i . },|{ R babiaC  – 

множина комплексних чисел в алгебраїчному вигляді. 

Введемо функції Re  та Im , що діють із C  в R : якщо biaz  , то 

az Re  (дійсна частина z ), bz Im  (уявна частина z ). Два комплексні 

числа рівні, якщо рівні їх дійсні та уявні частини. Число biaz   

називається спряженим до z .  

Введемо арифметичні дії над комплексними числами в 

алгебраїчному вигляді. Нехай biaz 1
, dicz 2

. 

d)i(bc)(azz
21

 .  

bc)i(adbd)(aczz
21

 .  

2

21

2

1

zz

zz

z

z






2

i
dc

bcad

dc

bdac
2222 







 . 

Всі ці арифметичні дії на множині комплексних чисел мають 

такі ж властивості, як і на множині дійсних чисел, а саме: 

1221
zzzz  ,                             

1221
zzzz  , 

   
321321

zzzzzz  ,               
321331

zzzzzz  , 

 
3121321

zzzzzzz  ,                     
321321

zzzzzz  , 

42

3241

4

3

2

1

zz

zzzz

z

z

z

z 
     і т.д. 

Ця єдність властивостей дій трансформує на множину 

комплексних чисел методи розв’язування систем лінійних рівнянь, 

квадратних рівнянь тощо.  

Аудиторна робота 

Приклад 1. 1.* Знайти суму, добуток та частку чисел  

iziz 41,32
21

 . 

Розв’язання. Суму знайдемо за правилом додавання: 

    iizz  14312
21

. 

Для знаходження добутку не обов’язково пам’ятати правило 

множення. Достатньо виконати множення двох виразів за правилами 

розкриття дужок: 

       iiiiiiizz 111038122123824132 2

21
 . 
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Також не обов’язково пам’ятати правило ділення. Частку можна 

знайти у вигляді дробу, в якому чисельник і знаменник помножається 

на число, спряжене до знаменника: 

  
  

i
iii

ii

ii

i

i

z

z

17

5

17

14

161

12382

4141

4132

41

32 2

2

1 













 . ▲ 

Приклад 1.2.* Знайти       i125 . 

Розв’язання. Нехай yixi 125 . Тоді   
2

125 yixi  

xyiyx 222  . За означенням рівності двох комплексних чисел 

(рівність дійсних та уявних частин), отримаємо систему рівнянь: 

12

5

2

22









xy

yx
. 

Розв’яжемо її:   




















































 

2

3

9

6

0

0365

6

5
36

12

5

2

2

2

2

2
22

2

y

x

t

x
y

xt

tt

x
y

x
x

xy

yx xt

. 

Відповідь:          iii 23,23125  .   ▲ 

Приклад 1.3.* Розв’язати рівняння 

03552  izz . 

Розв’язання. Скористаємося відомим алгоритмом розв’язку 

квадратного рівняння:     

1.   iiacbD 1253542542  . 

2.  iiD 23125   (це значення обчислене в 

попередньому прикладі). 

3. 
 
2

235

2
2,1

i

a

Db
z





 . 

Відповідь:        iziz  4,1
21

.    ▲ 

 

Приклад 1.4.* Розв’язати рівняння: 

izzz 482  . 

Розв’язування: Нехай yixz  , де Ryx, . Тоді дане рівняння 

має вигляд:   

iyixyixyix 48)()()( 2  , 

ixyix 4822 2  . 



6 
 

  

Застосуємо умову рівності комплексних чисел, записаних в 

алгебраїчній формі: прирівняємо дійсні і уявні частини лівої і правої 

сторін рівняння. Матимемо: 










42

82 2

xy

x
    













x
y

x

2

42

     











x
y

x

2

2

    








1

2

y

x
. 

Отже, задане рівняння має два розв’язки. 

Відповідь:        iz  21 ,                iz  22 .      ▲ 

Вправа 1.1* Знайти дійсну та уявну частини комплексних чисел 

а) 
i

ii

i

ii










2

)2)(1(

2

)2)(1(
;  б) 

i

i

54

23




,  в) Nnin , ,  г) 

2009

1

1













i

i
. 

 

Вправа 1.2*  Розв’язати рівняння: 

а) zz  5 ,                     б) 12  zz . 

 

Вправа 1.3 Знайти необхідну і достатню умови того, щоб сума 

комплексних чисел 1z  і 2z  була дійсним числом. 

 

Самостійна робота 

Задача 1.1* Знайти дійсну та уявну частини комплексних чисел 

 

а) 

2

11

7

1

2













i

i
;            б) 

23

23

)51()3(

)31()21(

ii

ii




. 

 

Задача 1.2* Розв’язати рівняння: 

а) izzz 3322  ,                     б) izz 5332  . 

 

Задача 1.3* Розв’язати рівняння 021)1(2  iziz . 

 

Задача 1.4 Знайти необхідну і достатню умови того, щоб 

добуток комплексних чисел 1z  і 2z  був дійсним числом. 

 

Задача 1.5 Нехай 01
1

1 ...)( azazazazf n
n

n
n  

  – 

многочлен з дійсними коефіцієнтами 011 ,,...,, aaaa nn   степеня Nn . 

Довести, що )()( zfzf  . 
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Практичне заняття 2. «Геометрична форма комплексного числа. 

Модуль, аргумент. Тригонометрична форма комплексного числа» 

Мета: Навчитись зображати комплексні числа на комплексній 

площині, опанувати поняття модуля, аргументу комплексного числа, 

переведення комплексного числа в тригонометричну форму, 

навчитись ділити та множити в тригонометричній формі, знаходити 

геометричне місце комплексних чисел, які задовольняють певним 

умовам. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Кожному комплексному числу biaz   поставимо у 

відповідність точку ),( ba  на координатній площині. 

Цю площину називають комплексною площиною. Її вісь 

абсцис називається дійсною віссю, вісь ординат – уявною віссю. 

Точка перетину O  цих осей має координати (0,0) і відповідає 

комплексному числу iz 00  . Також довільній точці на комплексній 

площині з координатами ),(
11

ba  відповідає комплексне число 

ibaz
111

 . 

Кожному комплексному числу biaz   відповідає радіус-

вектор r


, що утворюється з’єднанням точок O  і ),( ba . Навпаки, 

кожному радіус-вектору 
1

r


 відповідає комплексне число ibaz
111

 , 

де ),(
11

ba  – координати кінця радіус-вектору 
1

r


. 

Зберігається відповідність між алгебраїчною сумою та 

різницею  комплексних чисел і векторною сумою та різницею 

відповідних радіус-векторів. 

Модуль комплексного числа z  (позначається || z ) – це відстань 

від початку координат комплексної площини до точки, яка зображає 

це число. 

Геометричне місце точок z  на комплексній площині, які 

задовольняють умові rz  , знаходиться на колі з центром в початку 

координат і радіусом r . 

Модуль різниці двох комплексних чисел дорівнює відстані між 

цими числами, зображеними на комплексній площині. 

Точки z , що задовольняють рівності rzz 
0

, знаходяться на 

колі з центром в точці 
0

z  і радіусом r . 

Геометричне місце точок z  на комплексній площині, які 

задовольняють умові 
1

zz
2

zz  , де 
21

, zz  – деякі задані числа, 
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знаходиться на серединному перпендикулярі, проведеному до 

відрізка з кінцями в точках 
1

z  і 
2

z . 

Величина кута, виміряного проти годинникової стрілки, від 

додатного напряму дійсної осі до ненульового вектору r


, що 

відповідає числу z , називається аргументом числа z  і позначається 

zarg . (Аргумент 0z  не визначається). 

Якщо zarg , rz || , то можна писати   sincos irz  . 

Така форма запису комплексного числа називається 

тригонометричною формою комплексного числа. 

Якщо biaz  , то || z 22 bar   формула модуля 

комплексного числа, а zarg  – це такий кут  , який задовольняє 

системі залежностей. 
















22

22

sin

cos

ba

b

r

b

ba

a

r

a





. 

 

Правило множення комплексних чисел в тригонометричній 

формі виражається формулою: 

)sin()(cos(
21212121

  irrzz . 

З неї маємо геометричний зміст модуля і аргументу:  

||||||
212121

zzrrzz   – 

модуль добутку дорівнює добутку модулів, 

212121
argarg)arg( zzzz    – 

аргумент добутку дорівнює сумі аргументів. 
 

Правило ділення комплексних чисел в тригонометричній 

формі виражається формулою: 


2

1

z

z
= ))sin()(cos( 2121

2

1   i
r

r
. 

 

Аудиторна робота 

Приклад 2.1.* Знайти модуль, аргумент, та тригонометричну 

форму комплексного числа  iz 232  . 

Розв’язання. Дійсна частина числа z  дорівнює 32a , а 

уявна частина 2b . Знайдемо модуль z  за формулою : 

4412)2()32( 22  rz . 

Знайдемо аргумент z  за відповідними залежностями: 
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








 nn

r

a
,2

2
3arccos

2

3

4

32
cos  Z

 nn,2
6

5



 Z  

k


 2
6

5
  або   Z kkk ,2

6

7
12

6

5






 . 

  


 nn
r

b n ,
2

1arcsin)1(
2

1

4

2
sin  Z

k


 2
6
  або    kkk ,2

6

7
12

6






 Z . 

Спільним розв’язком цих залежностей є лише кут 

 kk,2
6

7



 Z  або просто 

6

7
  . 

Цей аргумент можна знайти і з однієї залежності, але тоді 

необхідно враховувати місце знаходження даного числа на 

комплексній площині. 

Так як точка z  з координатами ( 2,32  ) знаходиться в 

третьому координатному куті, то кут zarg  також знаходиться в 

третьому координатному куті. Враховуючи, що 







2
3arccos  

знаходяться в другому і третьому координатних кутах, приходимо до 

висновку, що 
6

7

6

5

2
3arccos


 






 . Тригонометрична 

форма числа z  має вигляд: 











6

7
sin

6

7
cos4


iz . 

Відповідь:   4z , 
6

7
arg


z , 










6

7
sin

6

7
cos4


iz .   ▲ 

Приклад 2.2* Знайти добуток і частку чисел iz 232
1

  та 

iz 1
2

    у тригонометричній формі. 

Розв’язання. У даного числа 
1

z  дійсна частина 32
1

a , а 

уявна частина 2
1
b . Знайдемо модуль 

1
z : 

 

44122)32( 22

11
 rz . 
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Знайдемо аргумент 
1

z : 











 nn
r

a
,2

2
3arccos

2

3

4

32
cos

1

1

1

1
 Z , 

 nn
r

b n ,
2

1arcsin)1(
2

1

4

2
sin

1

1

1

1
 Z . 

Один із кутів 
1

 , що задовольняє попереднім умовам, це кут 

6

5
1


  . Тому тригонометрична форма числа 

1
z  має вигляд: 

)
6

5
sin

6

5
(cos4

1


iz  .  

У числа 
2

z  дійсна частина 1
2
a , а уявна частина 1

2
b . 

Знайдемо модуль 
2

z : 

  211
22

22
 rz . 

Знайдемо аргумент 
2

z : 

42

2

2

1
cos

2

2

2

2


 

r

a
   або 

4
2


  , 

42

2

2

1
sin

2

2

2

2


 







r

b
   або 

4

3
2


  . 

Один із кутів 
2

 , що задовольняє попереднім умовам, це кут 

4
2


  . Тому тригонометрична форма числа 

2
z  має вигляд: 









 )

4
sin()

4
cos(2

2


iz . 

Скористаємося формулами множення і ділення в 

тригонометричній формі і одержимо:  

,
12

7
sin

12

7
cos24

)
4

(
6

5
sin)

4
(

6

5
cos24

21










































i

izz

 

.
12

13
sin

12

13
cos22

)
4

(
6

5
sin)

4
(

6

5
cos

2

4
:

21










































i

izz

.  ▲ 
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Приклад 2.3* Знайти геометричне місце точок, що зображують 

комплексні числа z , які задовольняють умови: 

а) 2||  iz ; б) |32|log|2|log
2

1

2

1
izz  ; в)  

3

2
)1(arg

6


 iz . 

Розв’язання. а) І спосіб. Модуль різниці двох комплексних 

чисел дорівнює відстані між цими числами, зображеними на 

комплексній площині. Тому || iz   – це відстань між точками z  і i . 

Так як точки z , що задовольняють рівності rzz 
0

, знаходяться 

на колі з центром в точці 
0

z  і радіусом r , то точки що задовольняють 

нерівності 2||  iz  знаходяться на колі та за межами кола з центром 

в точці   i    і радіусом  2. 

ІІ спосіб. На відміну від попереднього способу геометричного, 

існує алгебраїчний спосіб розв’язування. Позначимо yixz  . Тоді  

  2122  iyxiyixiz . 

За алгебраїчною формулою модуля 

      22222 212121  yxyxiyx . 

Зі шкільного курсу математики відомо, що   222 21  yx  – 

рівняння кола з центром в точці    1,0     і радіусом  2. Точки, що 

задовольняють нерівності   41
22  yx  знаходяться за межами 

цього кола. Якщо врахувати, що точці  1,0   на комплексній площині 

відповідає число   ii  10 , то ми одержали таку ж відповідь. ▲ 

б) І спосіб (геометричний). Функція логарифму за основою, 

меншою 1, є спадною, тому дана нерівність еквівалентна нерівності 

|32||2| izz  . В лівій і правій частині цієї нерівності стоять 

вирази, геометричним змістом яких є відстані від точки z  до точок 

2
1
z    і  iz 32

2
 . Тоді цю останню нерівність можна прочитати як 

множина точок z , відстань від яких до точки 2
1
z  менша, ніж до 

точки iz 32
2

 . Так як геометричне місце точок, рівновіддалених 

від 
1

z  і 
2

z , знаходиться на серединному перпендикулярі, проведеному 

до відрізка з кінцями в точках 
1

z  і 
2

z , то геометричне місце точок, які 

задовольняють нерівності |32||2| izz   (а значить і нерівності 

|32|log|2|log
2

1

2

1
izz  ), знаходиться у тій півплощині такого 

серединного перпендикуляру, в якій знаходиться точка 2
1
z . 
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ІІ спосіб (алгебраїчний). Позначимо yixz  . Тоді  

       iyxyixizz 322|32||2|  

      
2222

322 yxyx  

 964444 2222 yyxxyxx  

2

3

3

4
986  xyxy . 

Точки, що задовольняють рівності
2

3

3

4
 xy , є пряма, а ті, що 

задовольняють нерівності 
2

3

3

4
 xy  і еквівалентній їй заданій 

нерівності |32|log|2|log
2

1

2

1
izz  , знаходяться нижче цієї прямої.  

Незважаючи на те, що відповіді в цих двох способах 

виглядають по різному, ми маємо одну й ту ж область (впевніться в 

цьому). Переваги першого способу в тому, що ми практично без 

обчислень можемо зобразити шукану область, причому знаємо її 

геометричний зміст, пов'язаний з серединним перпендикуляром. ▲ 

в) Очевидно, що геометричним місцем точок z  подвійної 

нерівності 
21

arg   z  є сектор кута між променями під кутами 
1

  і 

2
 . Приведемо дану нерівність до такого вигляду. 

Врахуємо, що аргумент добутку дорівнює сумі аргументів 

співмножників, тоді    
4

arg1argarg)1(arg


 ziziz . Таким 

чином  

  
3

2

4
arg

63

2
)1(arg

6


ziz  

43

2
arg

46


 z

12

5
arg

12


 z . 

Отже, геометричним місцем точок z , які задовольняють умову 

 
3

2
)1(arg

6


 iz , є сектор кута між променями під кутами 

12


  і 

12


 (проти годинникової стрілки від меншого до більшого). ▲ 

Вправа 2.1* Зобразити числа та визначити їх модуль і аргумент: 

i23 , 1, 5, –3, i , i3 , – i3 , i22  . 
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Вправа 2.2* Записати в тригонометричній формі числа:  

а) 5;  б) i2 ;  в) i
2

1

2

1
 ;  г) i 3 ;   д) 13  i ,  е)  sincos i . 

Вправа 2.3.* Знайти в тригонометричній формі. 

а) )22()3( ii  ,                              б)
i

i

22

3




. 

Вправа 2.4 *Знайти геометричне місце точок, що зображують 

комплексні числа z , які задовольняють умови: 

а) 2Re1  z ;                          б) 1|Im| z ;                в) 3||1  z ; 

г) iziz 223  ;                                          д) 
3

arg0


 z . 

 

Самостійна робота 

Задача 2.1.* Знайти модуль та аргумент чисел: 

а) i1 ,       б) i322 ,       в) 7,      г) –9,        д) i4122  . 

 

Задача 2.2.* Знайти геометричне місце точок, що зображують 

комплексні числа z , які задовольняють умови: 

а) 2|2|  iz ,     б) 
2

arg
4


 zi ,      в) 

i
zz

3
||   та 2|| z ,  

г) |1||2|  ziz ,                        д) 1
2|1|3

4|1|
log

2

1 




z

z
, 

е) 2
||2

1||||
log

2

3






z

zz
,         є) 2 ziz . 

 

Задача 2.3. Записати в тригонометричній формі числа:  

а)* (-1-і)(-2+2 3 і),     б)* 
)322(

)1(

i

i




,        в)* 2)1)(273( ii  ,  

г)* 
134)212( ii ,         д*) 00 45sin45cos i ,     е)  cossin i , 

є) 
12

1


itg ,                  ж) ictg   . 
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Практичне заняття № 3. «Степені, корені комплексних чисел» 

Мета: Навчитись знаходити степені комплексних чисел за 

допомогою формули Муавра та корені комплексних чисел n -го 

степеня. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Степінь комплексного числа   sincos irz   в 

тригонометричній формі обчислюється за формулою Муавра: 

)sin(cos  kikrz kk  , k Z . 

Теорема .( Про корені n -го степеня) Існує рівно n  різних 

значень кореня n -го степеня відмінного від нуля комплексного числа 

)sin(cos  ir  . Їх дає формула  

)
2

sin
2

(cos
n

k
i

n

k
rnn








 , 1,...,2,1,0  nk .     

Так як  0sin0cos1 i , то корені степеня n  із одиниці мають 

вигляд:  

n

k
i

n

k
k




2
sin

2
cos  , k 0, 1, 2,..., n –1. 

Очевидно, що одиниця є коренем з одиниці довільного степеня. 

При зображенні коренів n -го степеня з одиниці на комплексній 

площині ми отримаємо правильний n -кутник з центром в точці 0 і 

однією із вершин в точці 1. 

Твердження. (Про добуток коренів із одиниці) Добуток двох 

коренів із одиниці степеня n  є корінь із одиниці степеня n . 

Твердження. Всі значення n   (  C , 0 ) утворюються із 

якогось одного значення n   множенням на всі корені степеня n  із 

одиниці. 

 

Аудиторна робота 

Приклад 3.1.* Обчислити 
10)322( i . 

Розв’язання. Скористаємося формулою Муавра. Для цього 

число z  запишемо в тригонометричному вигляді: 
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   






















3

2
arg

2

3

4

32
sin

2

1

4

2
cos

,4322322 22







z

ziz

  











3

2
sin

3

2
cos4


iz  . 

Тепер за формулою Муавра  

  


























3

2
10sin

3

2
10cos4322 1010

10 
izi  











3

20
sin

3

20
cos410 

i 
























 32

3

2
sin32

3

2
cos410 





i  

iii 322
2

3

2

1
2

3

2
sin

3

2
cos2 19192020 























. 

Відповідь: ii 322)322( 191910  .       ▲ 

 

Приклад 3.2.* Обчислити 4  , якщо i31 . 

Розв’язання. Знайдемо модуль   : 231||  r . Знайдемо 

аргумент   із умов: 
2

1
cos  , 

3

4
arg

2

3
sin


  . 

Тоді 

)
3

4
sin

3

4
(cos2


 i  – тригонометрична форма числа  . 

Формула коренів в нашому випадку має вигляд: 

)
4

2
3

4

sin
4

2
3

4

(cos244



k

i
k 




 , 3,2,1,0k . 

А саме  

2

32

2

2
)

3
sin

3
(cos2)

4

3
4

sin
4

3
4

(cos2
44

44

0
iii 




 , 
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,
2

2

2

32

)
6

5
sin

6

5
(cos2)

4

2
3

4

sin
4

2
3

4

(cos2

44

44

1

i

ii














,
2

32

2

2

)
3

4
sin

3

4
(cos2)

4

4
3

4

sin
4

4
3

4
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Приклад 3.3. Знайти всі корені 8-го степеня із числа  , якщо 

відомо, що один з його коренів i31 . 

Розв’язання. За твердженням про зв'язок коренів комплексного 

числа і всіх коренів з одиниці такого ж степеня, всі 8   можна 
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Зауваження. Зображення всіх коренів цього числа   на комплексній 

площині будуть утворювати правильний восьмикутник з центром в точці 0 і 

однією із вершин в точці i31 . 

Приклад 3.4. Вивести формули для 2cos  і 2sin , 

застосувавши формулу Муавра. 

Розв’язання. За формулою Муавра  

 2sin2cos)sin(cos 2 ii  . 

З іншого боку  

 222 sinsincos2cos)sin(cos  ii . 

Прирівняємо дійсні та уявні частини правих частин одержаних 

рівностей: 

 22 sincos2cos  , 

 sincos22sin  .                   ▲ 

Вправа 3.1* Обчислити:   

а) 6)1( i ,                                                  б) 15)3( i , 

в)  
5

8

)22(

)sincos()3(2

i

ii



 
. 

Вправа 3.2.* Знайти корені:  

а) 5 3 i ,                                                       б) 8 322 i . 

Вправа 3.3. Зобразити корені: 

а) 4 16 ,                        б) 6 27 ,                     в) 3 i . 

 

Самостійна робота 

Задача 3.1 Обчислити: 

а)* 
2009)122( i ,                                      б)* 

7

5

)322(

)1(

i

i




, 

в)* )30cos30sin(
)1(

)30( 00

2000

150

i
i

itg





. 

Задача 3.2* Знайти корені: 

а) 6 64 ,                                           б) 4
0

4

60sin

8

1 i
 , 

в) 5

31

2

i

i




,                                           г) 6

3

1

i

i




. 

Задача 3.3. Вивести формули для 3cos  і 3sin , застосувавши 

формулу Муавра. 
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Практичне заняття №4. «Відношення. Властивості відношень. 

Відображення. Види відображень» 

Мета: Опанувати поняття відношення, навчитись визначати 

властивості відношень та розподіляти множину на класи відповідно 

до заданого відношення еквівалентності. Засвоїти поняття 

відображення, навчитись визначати тип відображення. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Декартовий добуток YX   множин X  і Y  – це множина, що 

складається із впорядкованих пар ),( yx : },|),{( YyXxyxYX  . 

Відповідністю між множинами A  і B  називається довільна 

підмножина R  декартового добутку BA . Наряду з записом Rba ),( , 

пишуть aRb , або ),( baR , або baR )( . Іноді позначають BAR : . 

Відповідність між елементами однієї і тієї ж множини 

називається відношенням. 

Властивості  відношень: ( XX
R

 ). 

1. Відношення R  називається рефлексивним, якщо Xx  

виконується умова, що xxR . 

2. Відношення називається симетричним, якщо Xxx  21, , для 

яких виконується умова 
21

xRx , випливає, що 
12

xRx . 

3. Відношення називається транзитивним, якщо Xxxx  321 ,, , 

для яких виконуються умови 
3221

, xRxxRx , випливає, що 
31

xRx . 

Функцією називається така відповідність YXR : , при якій, 

якщо елементу x  множини X  відповідає елемент y  із Y , то елемент 

y  єдиний. Функція YXf : , при якій її область визначення 

співпадає з множиною X , називається відображенням ( іноді 

говорять відображенням «в»). Або також відповідність YXf : , при 

якій кожному елементу із X  відповідає єдиний елемент із Y  

[ Xx Yy! , що ))(( yxf  ], називається відображенням.  

Відображення YXf :  називається відображенням «на» 

(сюр’єктивним), якщо множина значень співпадає з множиною Y  

( YXf )( ). Або відповідність YXf :  називається сюр’єктивною, 

якщо виконуються наступні умови: 














)(що,)2

)( що ,!)1

xfyXxYy

yxfYxyXx
                                    (*) 

Відображення YXf :  називається ін’єктивним, якщо 

Xxx  21,  із умови 
21 xx   випливає )()( 21 xfxf  :  
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












))()(()(,)2

))((!)1

212121 xfxfxxXxx

yxfYyXx
                                 (**) 

Відображення, яке одночасно ін’єктивне і сюр’єктивне, 

називається бієктивним або взаємно однозначним, тобто бієктивне 

відображення YXf :  задовольняє умовам: 























))()(()(,)3

))(()2

))((!)1

212121 xfxfxxXxx

xfyXxYy

yxfYyXx

                                    (***) 

 

Аудиторна робота 

Вправа 4.1! Перевірити, чи є відношення   відношенням 

еквівалентності, якщо )}2,1(),3,3(),2,2(),1,2(),1,1{(  і 33 MM  . 

Вправа 4.2 Доповнити відношення   між елементами 3M  

мінімальною кількістю елементів до відношення еквівалентності, 

якщо 

а) )}2,2(),1,2(),2,1{( , б) )}2,3(),3,1(),1,1{( , в) )}3,3(),1,1{( . 

Знайти відповідне одержаному відношенню еквівалентності 

розбиття 3M  на класи, що не перетинаються. 

Вправа 4.3 Заповнити таблицю знаками «+» і «–» залежно від 

того, чи має дане відношення відповідну властивість: 

Відношення 

Властивість 

р
еф

ле
к
т

и
вн

іс
т

ь
 

си
м

ет
р
и
ч
н
іс

т
ь
 

т
р
а
н
зи

т
и
вн

іс
т

ь
 

ві
д

н
о
ш

ен
н
я
 

 е
к
ві

ва
ле

н
т

н
о
ст

і 

« x  проживає в одному будинку з y » на 

множині всіх жителів м. Слов’янська 
    

« x батько або мати y » на множині всіх 

людей 
    

« x командир y » на множині 

військовослужбовців деякого 

підрозділу 

    

« x більшу y » на множині R      

« x ділиться на y » на множині Z      

« x  і y  – числа однакової парності» на 

множині Z  
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Вправа 4.4 За даним розбиттям   множини M  учнів деякої 

школи знайти відповідне йому відношення еквівалентності, якщо   – 

множина всіх класів даної школи. 

 

Вправа 4.5! Визначити, чи буде відповідність   відображенням: 

а) 1) 
2)},{( RRR  xx  

    2) RR  )},{( xx  

    3)   RR)},{( xx  

б) 1) RR  )}cos,{( xx  

    2) ]1;1[)}cos,{(  Rxx  

    3) ]1,1[],0[)}cos,{(   xx  

Вправа 4.6 Чи є відповідність   відображенням і якщо є, то 

яким, коли  

а) ))}3,2(),1,2(),2,1{( 32 MM  ; 

б) ))}2,3(),1,2(),2,1{( 23 MM  ? 

Вправа 4.7! Визначити вид відображення: 

а) 
2)( xxf   1) RR :f ,                  б) 

3)( xxg      1) QQ :g , 

                   2) RR:f ,                                       2) RR :g , 

                   3)  RR:f ;                                     3) CC :g ; 

          в) 
3)( xxh          1) RR :h , 

                                     2) CC:h . 

Вправа 4.8*. Знайти відображення, обернене до  

         а)
3)( xxg  ,                        б) 

2)( xxf  . 

 

Самостійна робота. 

Задача 4.1 Перевірити, чи є відношення   відношенням 

еквівалентності, якщо  

а) )}2,2(),1,3(),3,3(),1,1{(  і 33 MM  , 

б)   – відношення « xбрат або сестра y » на множині всіх людей. 

Задача 4.2 Доповнити відношення   між елементами 4M  до 

відношення еквівалентності, якщо 

а) )}4,2(),2,2(),3,1{( ,   б) )}2,2(),3,1(),3,2{( . 

Знайти відповідне одержаному відношенню еквівалентності 

розбиття 4M  на класи, що не перетинаються. 
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Задача 4.3 За даним розбиттям   деякої множини M  знайти 

відповідне йому відношення еквівалентності, якщо    містить точно 

два елементи – множини всіх парних і непарних цілих чисел. 

 

Задача 4.4 Задати бінарне відношення « x ділиться на y » на 

множині 10M  перших десяти натуральних чисел: 

а) переліком елементів,                 б) графом, 

в) таблицею,                   г) графіком,              д)стрілками. 

 

Задача 4.5 Чи є відповідність   відображенням і якщо є, то 

яким, коли )}|)5,{( 2
NN  xxx ? 

 

Задача 4.6 Визначити вид відображення: 

а) xxf 5)(     1) NN :f ,            б) 
xexh )(    1) RR :h , 

                      2) QQ :f ;                                2) RR:h . 

 

Задача 4.7 Навести приклад відображення: 

а) ін’єктивного, не сюр’єктивного; 

б) сюр’єктивного, не ін’єктивного; 

в) взаємно однозначного. 

 

Задача 4.8 Знайти відображення, обернене до 

а) 
xexh )( ,    RRh : , 

б) xxf cos)(  ,   ]1,1[],0[: f . 
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Практичне заняття №5. «Операції над матрицями. Елементарні 

перетворення матриць. Східчаста матриця» 

Мета: Засвоїти дії над матрицями. Закріпити поняття 

елементарних перетворень матриць. Дослідити вплив множення 

матриці на елементарні матриці різних типів з різних сторін. 

Навчитися приводити матрицю до східчастої форми та знаходити 

обернену матрицю за допомогою елементарних перетворень рядків. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Матрицею розміром m  на n  (m n )  називається прямокутна 

таблиця дійсних чисел, що має  m  рядків  і  n  стовпців. Дві nm - 

матриці )(
ij

aA   і )(
ij

bB   називаються рівними )( BA , якщо їх 

елементи відповідно рівні: .,,1;,,1, njmiba
ijij

   На 

множині матриць 
nm

M


(R ) одного розміру ( nm ) можна визначити 

операції додавання двох матриць і множення матриці на число. 

Нехай 
nm

MBA


, (R ), )(
ij

aA  , )(
ij

bB  . Операція додавання 

задається за таким правилом:              
nm

MCBA


 (R ), 

де   )(
ij

cC  ,   
ijijij

bac     для всіх mi 1 , nj 1 . 

Операція множення на число  R  задається за таким 

правилом:                            
nm

MCA


 (R ),      

де   )(
ij

cC  ,   
ijij

ac      для всіх mi 1 , nj 1 . 

Для будь-яких матриць nmij MaA  )( (R ) та pnij MbB  )( ( R ) 

існує операція множення за правилом:  

pm
MCBA


 (R ), де )(

ij
cC  ,        




n

k
kjiknjinjiij

bababac
1

11
...              

для всіх mi 1 , pj 1 . Матриця C  називається добутком 

матриць A  і B . Через 
nA  позначається добуток n  матриць A:  

 
n

n AAAA  . 

Існує три види елементарних перетворень рядків матриці: 

1) перестановка двох рядків місцями; 

2) множення рядка на число, відмінне від нуля; 

3) додавання до одного рядка іншого, помноженого на деяке число. 

Такі ж елементарні перетворення існують і для стовпчиків. 

Матриця розміром nm  виду  
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1

nr

n

n

rs

s

s

c

c

c

c

c

c

C
r

,   

де 0
iis

c , ri ,...,2,1 , nmr , , ns
i
1  називається східчастою 

матрицею. 

Теорема. (Про приведення до східчастої матриці) За 

допомогою елементарних перетворень рядків кожну матрицю 

можна привести до східчастої матриці. 

Одиничною матрицею n -го порядку називається матриця 

nnij
E


 )( , де 

ij
  – символи Кронекера. Її також позначають 

n
E . 

Квадратна матриця, яку можна одержати з одиничної матриці 

одним із елементарних перетворень, називається елементарною. 

Множення на таку матрицю зліва виконує елементарні перетворення 

рядків, а справа – стовпчиків. 

Згідно трьох видів елементарних перетворень існує три типи 

елементарних матриць, які будемо позначати наступним чином: 

1. 
ij

E  – матриця, яка одержується з одиничної матриці 

перестановкою i -го та j -го рядків (стовпчиків); 

2. )(kE
i

 – матриця, яка одержується з одиничної матриці 

множенням i -го рядка (стовпчика) на дійсне число 0k . 

3. )(kE
ij

 – матриця, яка одержується додаванням до i -го рядка 

( j -го стовпчика) одиничної матриці її j -го рядка ( i -го стовпчика), 

помноженого на дійсне число k . 

Матриця 
1A  є оберненою до матриці A , якщо EAAAA   11

, 

де E  – одинична матриця. Відомо, що обернена матриця існує тільки 

для квадратної матриці. 

Існує метод знаходження оберненої матриці, якщо вона існує, 

за допомогою елементарних перетворень рядків. Опишемо його. 

Якщо A  – матриця n -го порядку, то складаємо матрицю 

розміру  nn 2  виду  EA . Елементарними перетвореннями рядків 

ліву частину цієї матриці приводимо до східчастої матриці C . Тоді 

права частина набуде змін і утворить деяку матрицю B . Якщо 
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східчаста матриця C  має нульові рядки, то матриця A  не має 

оберненої, якщо матриця C  не має нульових рядків, то продовжуємо 

елементарні перетворення матриці  BC  з метою одержання в лівій 

частині одиничної матриці. Після цих елементарних перетворень в 

правій частині отримаємо шукану обернену матрицю 1A . Схема 

цього методу виглядає так: 

     1 AEBCEA . 

Аудиторна робота 

Приклад 5.1* Обчислити  




























 


231

142
2

212

131
3

112

121
4X . 

Розв’язання. За правилами множення на число та додавання 

матриць маємо 











































 


6116

393

462

284

636

393

448

484
X . ▲ 

Приклад 5.2* Знайти добуток AB , а також BA , якщо він існує. 

Порівняти ці добутки: 

а) 













310

421
A , 





















1

2

2

B ;  

б) 









23

12
A , 







 


11

11
B .  

Розв’язання. а) За правилом множення добуток матриць існує, 

якщо кількість стовпчиків першого співмножника дорівнює кількості 

рядочків другого. Так як матриця A  має три стовпчики, а матриця B  

має три рядочки, то добуток AB  існує і це є матриця C  розміру  12 . 

За умовним правилом „ множення першого рядка на перший 

стовпчик ” знайдемо  


31132112111111

bababac           142221  

6442  .  

За допомогою „ множення другого рядка на перший стовпчик ” 

знайдемо  


31232122112121

bababac       132120 1320  .  

Таким чином  











1

6
CAB .  
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Добуток BA не існує, так як кількість стовпчиків першого 

співмножника не дорівнює кількості рядочків другого ( 21 ), тому 

порівняти добуток AB  та BA  не можливо. 

б) Так як матриця A  має два стовпчики, а матриця B  має два 

рядочки, то добуток AB  існує і це є матриця C  розміру  22 . 

Знайдемо 

31112
2112111111

 babac ; 

51213
2122112121

 babac ; 

  11112
2212121112

 babac ; 

  11213
2222122122

 babac . 

Таким чином  













15

13
CAB .  

Добуток BA також існує, оскільки матриця B  має два 

стовпчики, а матриця A  має два рядочки. Це буде матриця D  розміру 

 22 . 

Знайдемо 

  13121
2112111111

 ababd ; 

53121
2122112121

 ababd ; 

    12111
2212121112

 ababd ; 

32111
2222122122

 ababd . 

Таким чином  






 


35

11
DBA .  

Добутки AB  і BA мають однаковий розмір  22 , тому їх 

можна порівнювати. За правилом рівності двох матриць одержуємо 

BAAB  , бо, наприклад, 
1111

dc  . ▲ 

Приклад 5.3 Знайти значення виразу )32)(32( EAEA  , де 











14

31
A .  

Розв’язання. Враховуючи властивості операцій над матрицями, 

даний вираз можна розглядати як добуток суми і різниці, тобто він 

тотожний виразу 
2222 12)32( EAEA  . Обчислимо 

2A  і 
2E : 














































10

01

10

01
,

130

013

14

31

14

31
2

22 EA .  

Тоді 













































10

01

120

012

130

013

10

01
12

130

013
12 22 EA .  
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Відповідь: EEAEA 









10

01
)32)(32( . ▲ 

Приклад 5.4* Знайти        

3

3

43

21












A . 

Розв’язання. Обчислимо третій степінь матриці A  поступово: 








































109

65

43

21

43

21
2A , 








































2221

1413

109

65

43

21
23 AAA .  

Відповідь: 













2221

1413
3A . ▲ 

Приклад 5.5* Привести дану матрицю до східчастої форми за 

допомогою елементарних перетворень рядків.: 























231785

432232

054232

502321

 

Розв’язання. Перший стовпчик даної матриці ненульовий і в 

ньому є число 1, яке належить першому рядочку. Тому найзручніше 

першим рядочком подібної матриці залишити цей же рядок. Для 

решти рядочків підберемо елементарні перетворення третього типу 

так, щоб в їх перших стовпчиках утворилися нулі. Підібрані 

елементарні перетворення можна позначати справа від матриці, 

вказуючи відповідний множник до обраного рядка та стрілку, яка 

показує, до якого рядка додається помножений. Наприклад, щоб на 

місці (41) утворився 0, можна перший рядок помножити на 5 і додати 

до четвертого рядка, що і позначено на наступному зображенні. 

 

































5)2()2(

231785

432232

054232

502321

 

Далі показано результат вказаних елементарних перетворень та 

наступні елементарні перетворення рядків, що приводять до 

східчастої матриці: 
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 




























2)1(

2739820

1436410

1050410

502321

  

 


























2

)3(

779000

486000

1436410

502321



















 2100000

486000

1436410

502321

. ▲ 

 

Приклад 5.6 Знайти обернену матрицю 1A  за допомогою 

елементарних перетворень: 

























573

452

231

A  

Розв’язання. Скористаємося описаним в теоретичних матеріалах 

способом. Складемо матрицю  EA  і приведемо елементарними 

перетвореннями рядків її ліву частину до східчастої матриці:  

  

 




























































2

103

012

001

120

010

23132

100

010

001

573

452

231

 



























121

012

001

100

010

231

. 

Одержану матрицю приведемо елементарними перетвореннями 

рядків до виду  1AE  

  

 

























































3

121

012

243

100

010

031

12121

012

001

100

010

231

 

























121

012

213

100

010

001

.     Відповідь: 
























121

012

213
1A . ▲ 
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Приклад 5.7 Як зміниться матриця 
















333

222

111

cba

cba

cba

, якщо 

помножити її зліва на елементарну матрицю  
















010

100

001

.      А справа?   

Розв’язання. Обчислимо добуток зліва: 

















010

100

001




































222

333

111

333

222

111

cba

cba

cba

cba

cba

cba

. 

Очевидно, що таке множення міняє другий і третій рядки 

місцями. Помножимо на цю матрицю справа: 

















333

222

111

cba

cba

cba




































333

222

111

010

100

001

bca

bca

bca

. 

Таке множення міняє другий і третій стовпчики місцями. ▲ 

 

Приклад 5.8 Розкласти дану матрицю  на добуток елементарних 

матриць: 





















 



10000

01000

00100

07010

13201

X . 

Розв’язання. Одержимо дану матрицю поступовими 

елементарними перетвореннями із одиничної п’ятого порядку:  

  

























 2

10000

01000

00100

00010

00001

E

 





























3

10000

01000

00100

00010

00201

1
X  
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 































110000

01000

00100

00010

03201

2
X

 

























 



7

10000

01000

00100

00010

13201

3
X  

 





















 



10000

01000

00100

07010

13201

X  

Використаним елементарним перетворенням відповідають 

елементарні матриці        7,1,3,2
23151413

EEEE  . Множення довільної 

матриці на елементарну матрицю зліва виконує елементарне 

перетворення рядків, тому маємо:     ,3,2
1142131

XEXEEX   

  ,1
2153

XEX    
323

7 XEX  .    З цього одержуємо відповідь: 

               23172317
1314152313141523

EEEEEEEEEX  . ▲ 

 

Вправа 5.1 Знайти добуток AB , а також BA , якщо він існує. 

Порівняти ці добутки: 

а) 









104

312
A , 



















34

10

21

B ;  

б) 


















302

110

021

A , 






















002

140

022

B ; 

в) 
























142

132

263

A , 


















302

110

021

B , 

г) 













4532

1047
A , 












125

864
B . 
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Вправа 5.2 Як зміниться матриця 
















333

222

111

cba

cba

cba

, якщо 

помножити її зліва на елементарну матрицю  
















001

010

100

?    А справа? 

Вправа 5.3 Привести матрицю до східчастої форми за 

допомогою елементарних перетворень рядків. 

а) 






















5

9

3

3

0

2

2422

1213

1111

,                            б) 
















2422

1211

2311

, 

в) 
















442

121

231

. 

 

Вправа 5.4 Знайти обернену матрицю за допомогою 

елементарних перетворень та виконати перевірку за означенням 

оберненої матриці. 

















753

532

310

. 

 

Самостійна робота 

Задача 5.1* Знайти добуток AB , а також BA , якщо він існує. 

Порівняти ці добутки: 

а) 



















321

212

113

A , 






















101

112

111

B ;  

 

б) 
























21

13

12

01

A , 











3201

4321
B ; 
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в) 









20

21
A , 










11

31
B ;  

г) 






















020

141

140

A , 


















302

110

021

B . 

Задача 5.2 Знайти значення виразу )()2( 2 EAEA  , де 



















200

120

011

A . 

Задача 5.3 Знайти:  а) 

n

a

aa









0
;            б) 

k

n


























0

0

2

1


. 

Задача 5.4* Привести матрицю до східчастої форми за 

допомогою елементарних перетворень рядків.  

а) 




















1143

1312

1121

,                    б) 



















11010

00110

00011

00101

,  

 

в)



























11213

55571

11112

11121

. 

 

Задача 5.5* Знайти обернену матрицю за допомогою 

елементарних перетворень та виконати перевірку. 

 

а) 






















542

211

321

,                           б) 























1000

2100

3210

7531

. 
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Задача 5.6 Як зміниться матриця 
















333

222

111

cba

cba

cba

, якщо 

помножити її зліва на матрицю 

а) 


















100

020

001

,                       б) 
















100

310

001

?               А справа? 

Задача 5.7 Розкласти матрицю 








EO

AE
 на добуток 

елементарних матриць, якщо 





























10000

01000

65100

62010

20001

. 
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Практичне заняття №6. «Системи лінійних рівнянь. Метод Гауса» 

Мета: Закріпити поняття системи лінійних рівнянь і всі поняття, 

які пов’язані з нею. Засвоїти використання методу Гауса у 

визначеному та невизначеному випадках. Навчитись використовувати 

метод Гауса при розв’язанні матричних рівнянь. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Система m лінійних рівнянь з n  невідомими має вигляд  



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...

...

2211

22222121

11212111


                                                (1) 

де 
ij

a , 
i

b  – дійсні числа, 
j

x  – невідомі змінні, mi ,...,1 , nj ,...,1 . 

Числа 
ij

a  утворюють матрицю системи )(
ij

aA  , а числа 
i

b  – 

стовпчик вільних членів )(
i

bB  . Матриця розміру )1(  nm , яка 

утворюється приєднанням до матриці A  стовпчика вільних членів, 

називається розширеною матрицею системи )( BA . 

Нехай X  – стовпчик невідомих 
n

xxx ,...,,
21

. Тоді існує добуток 

AX  матриці системи (1) та стовпчика невідомих, бо 

1
,




nnm
MXMA :  









































































nmnmm

nn

nn

nmnmm

n

n

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

x

x

x

aaa

aaa

aaa

AX



















2211

2222121

1212111

2

1

21

22221

11211

. 

Кожен елемент цього добутку – це ліва частина одного з рівнянь 

системи (1), яка дорівнює елементу стовпчика вільних членів, тому 

можна говорити що система (1) в матричній формі має вигляд 

BAX  . 

Розв’язком системи  називають такий набір чисел ),...,,(
21 n

lll , 

що при відповідній підстановці замість невідомих 
n

xxx ,...,,
21

 кожне 

рівняння системи перетворюється в числову рівність. Всі такі набори 

утворюють множину розв’язків системи. 

Система, яка має хоч один розв’язок, називається сумісною, в 

протилежному випадку – несумісною. Сумісна система, яка має 

єдиний розв’язок, називається визначеною. Сумісна система, що має 

більше одного розв’язку, називається невизначеною. Система 
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називається однорідною, якщо її стовпчик вільних членів є нульовим: 

0...
21


m

bbb , і неоднорідною – в протилежному випадку.  

Дві системи називаються еквівалентними, якщо вони несумісні 

або їх множини розв’язків співпадають. 

Елементарними перетвореннями системи вважають: 

1) перестановку рівнянь системи місцями; 

2) множення обох частин довільного рівняння системи на одне й 

те ж саме число, відмінне від нуля; 

3) додавання до довільного рівняння системи іншого, 

помноженого на деяке число. 

Твердження. Система, одержана за допомогою елементарних 

перетворень даної, еквівалентна їй. 

Аудиторна робота 

Приклад 6.1* Розв’язати систему лінійних рівнянь методом 

Гауса: 





















235

443

2294

22

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

. 

Розв’язання. Складемо розширену матрицю даної системи і 

приведемо матрицю системи до східчастої форми разом із 

стовпчиком вільних членів:  









































 )1()3()4(

2

4

2

2

351

143

294

121










































)1()3()2(

4

2

6

2

430

220

610

121

14:)1(

14

14

6

2

1400

1400

610

121































)(

)(

0

1

6

2

000

100

610

121

II

I
































  

Аналіз характеристичної частини )(II  говорить про сумісність 

системи, а розв’язок слід шукати в розв’язуючій частині )(I . 

Східчаста матриця цієї частини має три сходинки, тому головних 

змінних – три ),,(
321

xxx , незалежні змінні відсутні. Для одержання 

розв’язку виконаємо такі елементарні перетворення рядків 
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розширеної матриці )(I , щоб в усіх рядочках, крім одного, 

коефіцієнти при головних змінних дорівнювали нулю (додамо третій 

рядок до першого та помножений третій рядок на 6 додамо до 

другого, а потім одержаний другий рядок помножимо на 2 та додамо 

до першого): 

 























2

1

0

1

100

010

021

















1

0

1

100

010

001

 

Відтворюючи відповідну до одержаних рядків систему рівнянь, 

знаходимо значення головних змінних: 















1

0

1

3

2

1

x

x

x

. 

Відповідь. Система визначена, її розв’язок )1,0,1(  .    ▲ 

Приклад 6.2* Розв’язати систему лінійних рівнянь методом 

Гаусса:  















443242

454263

25232

654321

54321

64321

xxxxxx

xxxxx

xxxxx

. 

Розв’язання. Складемо розширену матрицю даної системи і 

приведемо матрицю системи до східчастої форми разом із 

стовпчиком вільних членів:  































 )2()3(

4

4

2

432142

054263

502321

 






























 )1(

0

2

2

632700

1552700

502321

 



























2

2

2

920000

1552700

502321

. 

Характеристична частина системи відсутня, тому система 

сумісна і вся одержана матриця буде відповідати розв’язуючій 

частині системи. Виберемо головні змінні „з кожної сходинки по 
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одній”: 
541

,, xxx , тоді змінні 
632

,, xxx  будуть незалежними. Далі 

виконаємо такі елементарні перетворення рядків останньої 

розширеної матриці, щоб в усіх рядочках, крім одного, коефіцієнти 

при головних змінних дорівнювали нулю (помножимо третій рядок 

на 
2

5  та додамо до другого, а потім одержаний другий рядок додамо 

до першого): 

























2

3

5

920000
2

1502700

2
2500421

. 

Щоб коефіцієнти при всіх головних змінних дорівнювали 1, 

поділимо другий і третій рядки на (–2): 





























1
2

3

5

2
910000

4
1501

2
700

2
2500421

. 

Відтворюючи відповідні до одержаних рядків рівняння 

(наприклад, другому рядку відповідає рівняння 

2
3

4
15

2
7

643  xxx ), знаходимо значення головних змінних: 

5
2

2542 6321  xxxx ; 

2
3

4
15

2
7

634
 xxx ; 

1
2

9
65
 xx . 

Відповідь. Система невизначена. Загальний розв’язок має 

вигляд: 

 ,,,5
2

2542( 32632 xxxxxF  ,
2

3
4

15
2

7
63
 xx ),1

2
9

66
xx  , 


632

,, xxx R .▲ 

Приклад 6.3 Розв’язати матричне рівняння BAX   за 

допомогою елементарних перетворень: 






































42

12

01

442

121

231

X . 

Розв’язання.  Для того, щоб матриця X  була розв’язком даного 

рівняння, вона повинна мати розмір )23(   і мати вигляд  
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

















33

22

11

yx

yx

yx

X . 

Тоді матричне рівняння приймає вигляд 












































42

12

01

442442

22

2323

321321

321321

321321

yyyxxx

yyyxxx

yyyxxx

 

і перетворюється на систему шести лінійних рівнянь з шістьма 

невідомими. Рівняння, що утворюються з перших стовпчиків, мають 

невідомі 
321

,, xxx  і не залежать від рівнянь, що утворюються з других 

стовпчиків, які мають невідомі 
321

,, yyy . Отже, така система шести 

лінійних рівнянь з шістьма невідомими перетворюється на сукупність 

двох систем трьох рівнянь з трьома невідомими: 















2442

22

123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   і   















4442

123

023

321

321

321

yyy

yyy

yyy

. 

Причому матриці цих систем не відрізняються, а відрізняються 

вони тільки стовпчиком вільних членів: системі з невідомими 
321

,, xxx  

із першого стовпчика шуканої матриці відповідає перший стовпчик 

матриці B , а системі з невідомими 
321

,, yyy  із другого стовпчика 

шуканої матриці відповідає другий стовпчик матриці B . Таким 

чином, нічого не заважає для розв’язання цих систем створити 

об’єднану таблицю  BA  та приводити ліву її частину до східчастої, 

а потім, якщо це можливо, до одиничної матриці. В усякому випадку, 

значення змінних першого стовпчика матриці  знаходиться як 

розв’язок системи з першим стовпчиком правої частини, а другого – з 

другим: 

  

 























































2:44

11

01

020

110

23121

42

12

01

442

121

231

  

 

 

   























































213

22

01

100

010

231

1

1

11

22

01

110

010

231
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 














































13

22

41

100

010

001

3

13

22

27

100

010

031

. 

Так як в лівій частині одержано одиничну матрицю, то в правій 

частині утворилася шукана матриця. 

Відповідь. 






















13

22

41

X  ▲ 

Вправа 6.1* Розв’язати систему рівнянь методом Гауса 

а) 















6

32

22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

,                           б) 















7335

733

112

321

321

321

xxx

xxx

xxx

,  

в) 















243253

2753

25233

54321

5321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

,   г) 















023

034

0532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

,   

д) 















01433

0326

06539

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

,               е) 





















235

143

132

67

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

, 

є) 





















2

2

1

1

32

41

43

21

xx

xx

xx

xx

,                                  ж) 





















03532

0623

08423

0332

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

, 

 

з) 








22

12

421

4321

xxx

xxxx
,                  і) 









43

632

54321

5321

xxxxx

xxxx
. 

 

Вправа 6.2 Розв’язати матричне рівняння BAX   за допомогою 

елементарних перетворень. 






































12

10

31

142

231

121

X . 
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Самостійна робота 

Задача 6.1* Розв’язати систему рівнянь методом Гауса. 

а) 





















042

03

0273

052

4321

321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

,        б) 





















124

42

12

2

431

431

4321

4321

xxx

xxx

xxxx

xxxx

, 

в) 





















122

722

72

222

4321

421

432

4321

xxxx

xxx

xxx

xxxx

,       г) 















4682

23524

14232

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

, 

 

д) 















0322

12

043

54321

54321

5421

xxxxx

xxxxx

xxxx

. 

 

Задача 6.2 Розв’язати матричні рівняння BAX   за допомогою 

елементарних перетворень. 

 

а) 











































8710

7210

031

012

423

321

X ,  б) 

































24

12

31

2422

1211

1111

X , 

 

в) 





































12

10

31

92131

12592

30241

X  
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Практичне заняття № 7. «Визначники. Методи знаходження 

визначника» 

Мета: Оволодіти поняттям визначника, навчитись обчислювати 

кількість інверсій підстановки, визначати знак довільного доданку 

визначника, здобути навички знаходження визначників другого та 

третього порядків. Опанувати метод розкладання визначника по 

рядку чи стовпчику для обчислення визначників довільного порядку. 

Необхідні теоретичні матеріали 
Перестановкою із n  елементів називається будь-яка 

упорядкована множина n  перших натуральних чисел. В загальному 

вигляді перестановку p  із n  елементів можна записати 

),...,,(
21 n

p  , },...,2,1{ ni  ; 
ji   ,якщо ji  . 

Якщо у перестановці p  має місце нерівність 
ji    при ji  , то 

говорять, що числа 
i  та j  складають інверсію. Загальна кількість 

інверсій перестановки p  позначається )( p . 

Кожне взаємно однозначне відображення множини перших n  

натуральних чисел на себе називається підстановкою n -го степеня. 

Підстановка n -го степеня   може бути записана у наступному 

вигляді: 











n

n




...

...21

21

, 

де 
n ,...,, 21
 – різні натуральні числа від 1 до n , якщо 

i
i  : . 

Кількістю інверсій )(  підстановки   називається сума 

кількостей інверсій її верхнього і нижнього рядків. 

Визначником квадратної матриці n -го порядку називається 

алгебраїчна сума n ! доданків 
nnaaa 

 ...)1(
21 21 , які складаються із 

добутків її елементів, взятих по одному і тільки одному із кожного 

рядка і кожного стовпчика, причому знак кожного такого доданка 

визначається множником )1( , де )(   – число інверсій у 

підстановці   індексів його елементів.  

Очевидно, якщо )( 11aA , то 
11

|| aA  ,  

                   якщо 









2221

1211

aa

aa
A , то 

21122211
|| aaaaA  . 

Для простоти обчислення визначника 3-го порядку існує 

правило трикутників, яке продемонстроване на наступній схемі: 
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                                        . 

«+»                                                         «–» 

Всі множники добутків, які входять до визначника із знаком 

«+» знаходяться на головній діагоналі та трикутниках із стороною, 

паралельною їй; всі множники добутків, які входять до визначника із 

знаком «–», знаходяться на бічній діагоналі та трикутниках із 

стороною, паралельною їй. 

Якщо 
ij

aA  , то мінор першого порядку 
sk

k

s
aM  . 

Алгебраїчне доповнення такого мінору позначають k

s

ks

sk
MA  )1(  і 

називають алгебраїчним доповненням елементу 
sk

a . При цьому 

мінор k

s
M   – це визначник, що утворюється із матриці A  

викреслюванням s-го рядочка та k -го стовпчика. 

Визначник ija  n -го порядку дорівнює сумі всіх добутків 

елементів i -го рядка або k -го стовпця на їх алгебраїчні доповнення, 

тобто 

Формула розкладу визначника за елементами i -го рядка:  

ininiiii
AaAaAa  ...

2211
. 

Формула розкладу визначника за елементами k -го стовпця: 

nknkkkkk
AaAaAa  ...

2211
. 

 

Теорема. Визначник добутку двох квадратних матриць 

дорівнює добутку визначників цих матриць:  

n
MBABAAB  ,, (R ). 

 

Аудиторна робота 

Приклад 7.1* Визначити парність підстановки:  










5142673

4561732
. 

Розв’язання. Обчислимо кількість інверсій підстановки, яка 

дорівнює сумі інверсій верхнього і нижнього рядків. Інверсію можна 

розглядати як випадок, коли в перестановці більше число стоїть 

раніше меншого. Випишемо всі інверсії верхнього рядка: 

                 4,5,4,6,5,6,4,7,5,7,6,7,1,7,1,3,1,2 . 
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Цих інверсій 9. Аналогічно випишемо всі інверсії нижнього 

рядка: 

                 ,4,6,2,6,5,7,1,7,4,7,2,7,6,7,1,3,2,3

.  ,1,6  ,5,6   ,1,2   1,4 .   Цих інверсій – 13. Загальна кількість 

інверсій даної підстановки 22139  , тому ця підстановка парна.  ▲ 

 

Приклад 7.2* Обчислити визначники: 

а) 
21

73
,                 б) 

201

457

321





 

Розв’язання. а) Обчислимо як різницю добутку елементів 

головної діагоналі та бічної діагоналі:    17123
21

73
 . 

б) Обчислимо за правилом трикутників: 

.41280158010

227140)1(5)3()1(42)3(07251

201

457

321









 ▲ 

Приклад 7.3* Обчислити визначник розкладанням по рядку чи 

по стовпчику. 

2151

3612

0105

3412






 . 

Розв’язання.  Легко помітити, що даний визначник у другому 

рядку має два нульові елементи. Тому розкладати цей визначник і 

будемо по другому рядку. Формула цього розкладу  

 


2424232322222121

AaAaAaAa  

     

      .18245

0

251

312

312

110

215

361

341

15
24

32

22

12










AA
  

Відповідь:       18 .                     ▲ 
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Вправа 7.1* Обчислити визначники: 

а) 
43

21
,                 б) 

241

235

312

,                 в) 

730

425

103





,     

г) 

021

011

322



 ,                                  д) 

100

010

111

. 

 

Вправа 7.2.* Обчислити визначники розкладанням по рядку 

(стовпчику). 

а) 

243

352

123

,                                  б) 

013

452

110



, 

в) 

0111

1011

1101

1110

,                               г) 

2064

7294

4173

2052







. 

 

Вправа 7.3 Обчислити визначник добутку матриць A і B, якщо  

 

A=


















212

301

321

, B=














 

100

010

321

. 

 

Вправа 7.4 Обчислити квадрат визначника 
23

12


, 

користуючись теоремою про визначник добутку. 

 

Самостійна робота 

Задача 7.1* Визначити парність підстановки: 

а) 








5712643

7654321
,         б) 









46132758

71368542
. 
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Задача 7.2* Обчислити визначник      
23

11




. 

 

Задача 7.3* Обчислити визначники: 

а) 

571

823

534







,    б) 

631

321

111

,    в) 

812

278

543







,    г) 

100

010

001

, 

 

д) 

300

710

512 

,    є) 

200

100

111

. 

 

Задача 7.4*. Обчислити визначники розкладанням по рядку 

(стовпчику). 

а) 

231

423

121

,                                     б) 

571

823

534







. 

 

Задача 7.5*. Знайти визначник: 

 

а) 

2151

3612

0105

3412






,                           б) 

1113

4232

1371

6541




, 

в) 

4127

2936

1321

5745




,                        г) 

12322

10311

31121

01220

12231











. 
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Задача 7.6. Користуючись теоремою Лапласа, обчислити 

визначник: 

а) 

3002

5431

2003

7215

,    б) 

07064

34251

12543

05043

53412

,       в) 

14312

52341

70403

04060

54321

, 

 

г) 

32215

54236

70403

30201

43127

,              д) 

140000

370000

651386

245265

457300

273100 

. 

 

Задача 7.7. Обчислити визначник добутку матриць A і B, якщо 

 





















101

132

111

A , 


















123

012

001

B . 

 

Задача 7.8. Обчислити квадрат визначника, користуючись 

теоремою про визначник добутку 

1111

1111

1111

1111






. 
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Практичне заняття № 8. «Метод Крамера та матричний метод 

розв’язування систем лінійних рівнянь. Обернена матриця» 

Мета: Опанувати метод Крамера, знаходження оберненої 

матриці за допомогою формули, матричний метод розв’язування 

системи лінійних рівнянь. 

Необхідні теоретичні матеріали 
Метод Крамера застосовується для розв’язування систем 

лінійних рівнянь BAX  , якщо матриця A  – квадратна і 0A  ( A  – 

невироджена матриця). 

Введемо такі позначення: 

.,...,2,1,

......

.....................

......

......

;

)1()1(1

2)1(22)1(221

1)1(11)1(111

ni

aabaa

aabaa

aabaa

A

nninninn

nii

nii

i








 

Очевидно, що визначник 
i

  отримується із визначника   

заміною i –го стовпчика стовпчиком вільних членів B . 

Розв’язок системи BAX   знаходиться за наступними 

формулами Крамера:                        .,...,2,1, njx
j

j





  

Знаходження розв’язку системи лінійних рівнянь за цими 

формулами називається методом Крамера. 

Кожна невироджена матриця 
n

MA (R ) має обернену 1A , яка 

обчислюється за формулою:   

,

...

......

...

...

1

21

22212

12111

1























nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A
A  

де 
ijA  – алгебраїчні доповнення до елементів 

ija  матриці .A  

Якщо у системи BAX   матриця A  – невироджена, то 

розв’язок такої системи можна знайти як             BAX 1 .   

Знаходження розв’язку системи за цією формулою називається 

матричним методом розв’язування системи. 
Зауважимо, що для матричного рівняння BAX  , де 

p

m

n

mij bijBaA )(,)(   –дані матриці, а p

nijxX )(  – невідома матриця та матриця 

A  – невироджена, розв’язком також буде  BAX 1 . 
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Аудиторна робота 

Приклад 8.1*.  Розв’язати систему методом Крамера: 















1442

3252

132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

Розв’язання. Матриця цієї системи квадратна, тому знайдемо 

значення визначника цієї матриці: 

021683082420

442

252

321







 .  

Так як 0 , то дану систему можна розв’язувати методом 

Крамера. Знайдемо значення визначників 3,2,1,  i
i

, які одержуються 

із визначника   заміною відповідного стовпчика на стовпчик вільних 

членів: 

59

441

253

321

1








 ; 26

412

232

311

2








 ; 3

142

352

121

3




 . 

За формулами Крамера одержуємо: 

.
2

3
;13;

2

59
3

3

2

2

1

1















 xxx  

Відповідь:    





 

2
3,13

,2
59 .    ▲ 

 

Приклад 8.2*. Знайти матрицю, обернену до даної: 















 



200

210

321

A . 

Розв’язання. Так як 02 A , то матриця A  невироджена, 

тому має обернену. Знайдемо алгебраїчні доповнення 
ij

A  елементів 
ij

a  

матриці A . Для їх обчислення скористаємось формулою 
j

i

ji

ij
MA  )1( . Маємо 
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;0
00

10
)1(

;0
20

20
)1(

;2
20

21
)1(

31

13

21

12

11

11













A

A

A

 

;0
00

21
)1(

;2
20

31
)1(

;4
20

32
)1(

32

23

22

22

12

21



















A

A

A

 

.1
10

21
)1(

;2
20

31
)1(

;7
21

32
)1(

33

33

23

32

13

31



















A

A

A

 

За формулою оберненої матриці одержуємо: 












































5,000

110

5,321

100

220

742

2

11A .            ▲ 

 

Приклад 8.3* Знайти обернену матрицю до матриці 

























542

211

321

A . 

Розв’язання. Матриця A  невироджена, оскільки 

0110868125 A , тому має обернену. Знайдемо 

алгебраїчні доповнення 
ij

A  елементів 
ij

a  матриці A: 

 

;

;2
42

11
)1(

1
52

21
)1(

;3
54

21
)1(

31

13

21

12

11

11
























A

A

A

 

;0
42

21
)1(

;1
52

31
)1(

;2
54

32
)1(

32

23

22

22

12

21





















A

A

A

 ;

.1
11

21
)1(

1
21

31
)1(

;1
21

32
)1(

33

33

23

32

13

31
























A

A

A

 

За формулою оберненої матриці одержуємо: 

























102

111

123
1A .                                ▲ 

 

Приклад 8.4*  Розв’язати систему матричним методом: 















2542

22

132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 
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Розв’язання. У матричному вигляді ця система має вигляд 

B

x

x

x

AX 































































2

2

1

542

211

321

3

2

1

. 

Для знаходження розв’язку X  матричним методом необхідно 

знайти матрицю 1A  і помножити її на стовпчик вільних членів B . 

Обернена матриця до матриці цієї системи знайдена в попередньому 

прикладі 4.3 і 
























102

111

123
1A .  

Отже   BAX 1






























































0

3

5

2

2

1

102

111

123

.  

Відповідь:    0,3,5                ▲ 

 

Вправа 8.1* Розв’язати системи методом Крамера: 

а) 








1935

827

21

21

xx

xx
,                                 б) 















232

622

2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

, 

 в) 















0578

0697

0356

321

321

321

xxx

xxx

xxx

,                       г) 





















1

3

4

33

43

4321

42

31

xx

xxxx

xx

xx

. 

 

Вправа 8.2* Знайти обернену матрицю за допомогою формули. 

а) 
















101

103

021

,             б) 






















542

211

321

,               в) 














 

100

210

321

. 

 

Вправа 8.3* Розв’язати лінійну систему матричним методом. 

а) 















12

23

82

21

321

21

xx

xxx

xx

,                                б) 















2542

22

132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 
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Вправа 8.4 Розв’язати рівняння матричним методом. 

а) 





































42

42

01

442

121

231

X ,           б) 































234

211

573

452

231

X . 

 

Самостійна робота 

Задача 8.1* Розв’язати системи методом Крамера: 

а) 















043

53

432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

,             б) 















67

21432

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

, 

в) 





















02

34

12

143

41

432

31

421

xx

xxx

xx

xxx

,     г) 
























043

054632

235732

074

02323

31

54321

54321

31

54321

xx

xxxxx

xxxxx

xx

xxxxx

. 

 

Задача 8.2* Знайти обернену матрицю за допомогою формули. 

а) 
















 221

411

141

,        б) 






















291

141

131

,           в) 



















 3212

4311

0023

0012

. 

 

Задача 8.3* Розв’язати лінійну систему матричним методом. 

а) 















3

12

024

32

321

321

xx

xxx

xxx

,                      б) 





















332

13

222

032

4321

421

4321

431

xxxx

xxx

xxxx

xxx

. 

 

Задача 8.4 Розв’язати рівняння матричним методом. 

а) 





































22

14

11

414

212

211

X ,    б) 



































 

521

234

311

111

012

111

X . 
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Практичне заняття № 9. «Вектори. Лінійна залежність та лінійна 

незалежність векторів. Ранг матриці» 

Мета: Опанувати навички дій над векторами, знаходження 

лінійної комбінації. Засвоїти означення лінійної залежності та 

лінійної незалежності векторів, поняття рангу. Навчитись визначати 

ЛЗ та ЛНЗ через означення та через поняття рангу. Навчитись 

знаходити ранг приведенням до східчастої матриці. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Вектором розміру n  називається упорядкований набір з n  

чисел ).,...,,(
21 n

a   Два вектори називаються рівними, якщо їх 

відповідні компоненти рівні:  

 ),...,,(),,...,,(
2121 nn

ba  R ),...,1,()(, niba
ii

n    

На множині векторів задаються операції додавання і множення 

на число:  ),...,,(),,...,,(
2121 nn

ba  R n ,  R  

),,...,(
11 nn

ba              ).,...,(
1 n

a    

Лінійною комбінацією векторів 
s

aaa ,...,,
21

R n  з дійсними 

коефіцієнтами 
skkk ,..., 21
 називається вектор y R n , що дорівнює сумі 

....
1

2211 



s

i
iiss akakakaky  

Лінійна комбінація довільних векторів з нульовими 

коефіцієнтами дорівнює  . Вектори 
saaa ,...,, 21
 називаються лінійно 

залежними (ЛЗ), якщо для них існують не всі рівні нулю коефіцієнти 

skkk ,...,, 21
 такі, що лінійна комбінація 



s

i
iiak

1

. В протилежному 

випадку, якщо лінійна комбінація векторів дорівнює нулю тільки при 

нульових коефіцієнтах, ці вектори називаються лінійно 

незалежними (ЛНЗ). 

Властивості системи векторів 

1. Система, що складається з одного нульового вектора, 

лінійно залежна. 

2. Система, що складається з одного ненульового вектора, 

лінійно незалежна. 

3. Якщо вектори ba,  пропорційні ( ba  ), то система векторів 

ba,  – лінійно залежна: 

4. Кожна підсистема лінійно незалежної системи векторів 

лінійно незалежна. 

5. Якщо підсистема векторів лінійно залежна, то вся система 

лінійно залежна. 
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Теорема. (Критерій лінійної залежності.) Система векторів 

лінійно залежна тоді і тільки тоді, коли один з векторів можна 

виразити через лінійну комбінацію решти векторів системи. 

Ранг матриці – це максимальна кількість лінійно незалежних 

рядків або стовпчиків. Якщо ранг матриці A  дорівнює r , то 

позначають rArg  . 

Наслідок. Для того, щоб рядки матриці були лінійно залежні, 

необхідно і достатньо, щоб її ранг був менший числа рядків. 

Наслідок. Для того, щоб рядки матриці були лінійно 

незалежні, необхідно і достатньо, щоб її ранг дорівнював числу 

рядків. 

Твердження. Елементарні перетворення рядків і стовпчиків не 

змінюють рангу матриці. 

Теорема. Ранг східчастої матриці дорівнює кількості її 

ненульових рядків. 

Аудиторна робота 

Приклад 9.1*. Перевірити, чи лінійно залежні вектори 

а) )2,1,3,1(
1

a ,  )5,1,7,3(
2

a ,    )3,0,2,1(
3

a ; 

б) )2,1,3,1(
1

a ,  )8,1,7,3(
2

a ,    )3,0,2,1(
3

a . 

Розв’язання. а) Складемо з цих векторів лінійну комбінацію з 

невідомими коефіцієнтами та прирівняємо її до нульового вектора: 


332211

axaxax . 

Підставимо значення даних векторів та виконаємо дії: 

     

   .0,0,0,0,352,,273,3

3,0,2,15,1,7,32,1,3,1

32121321321

321





xxxxxxxxxxx

xxx
 

За означенням рівності векторів отримаємо однорідну систему 

чотирьох рівнянь:





















0352

0

0273

03

321

21

321

321

xxx

xx

xxx

xxx

. 

Приведемо матрицю цієї системи до східчастої форми: 

 


































































000

300

110

131

110

120

120

131

352

011

273

131

. 
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З неї видно, що система сумісна і не має вільних змінних. В такому 

випадку система має єдиний розв’язок. Для однорідної системи це 

означає єдиний нульовий розв’язок. Тобто, лінійна комбінація 

векторів 
321

,, aaa  дорівнює нулю тільки при нульових коефіцієнтах 

321
,, xxx . Тоді, за означенням, вектори 

321
,, aaa  є ЛНЗ. ▲ 

б) Виконуючи аналогічні дії з даними векторами, отримаємо 

однорідну систему чотирьох рівнянь: 





















0382

0

0273

03

321

21

321

321

xxx

xx

xxx

xxx

. 

Приведемо матрицю цієї системи до східчастої форми: 































































000

000

120

131

120

120

120

131

382

011

273

131

. 

З неї видно, що система сумісна і має одну вільну зміну. В такому 

випадку система має безліч розв’язків, серед яких безліч ненульових. 

Тобто, лінійна комбінація векторів 
321

,, aaa  дорівнює нулю не тільки 

при нульових коефіцієнтах 
321

,, xxx . Тоді, за означенням, вектори 

321
,, aaa  є ЛЗ. ▲ 

Зауваження. На практиці, для вирішення питання про ЛЗ чи ЛНЗ 

заданих векторів, складають матрицю стовпчиків із цих векторів, приводять її 

до східчастої форми та роблять висновок про наявність ненульових 

коефіцієнтів чи їх відсутність, а складати лінійну комбінацію векторів та 

знаходити однорідну систему, що їй відповідає, немає необхідності. 

Приклад 9.2* Знайти ранг даної матриці: 





























231342

442142

754263

312321

A . 

 

Розв’язання. Приведемо дану матрицю елементарними 

перетвореннями рядків до східчастої матриці: 
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



































 2)2()3(

231342

442142

754263

312321

 





































7

9)1(

1233900

222700

222700

312321

 





























6633000

000000

222700

312321

     

























000000

2211000

222700

312321

. 

Так як елементарні перетворення не змінюють рангу матриці, а 

одержана східчаста матриця має три ненульових рядочки, тому 

3Arg .           ▲   

Приклад 9.3* З’ясувати, чи є лінійно залежною, чи лінійно 

незалежною система векторів (застосувати означення рангу):  

)3,2,1(a , )1,2,3(b , )1,1,4(c . 

Розв’язання. Складемо з даних трьох векторів матрицю і 

знайдемо її ранг:  























































300

210

321

1170

840

321

114

123

321

A . 

Ненульових рядків три, таким чином, 3Arg  і дорівнює 

кількості векторів. Отже, за наслідком із означення рангу, вектори 

cba ,,  є ЛНЗ.         ▲ 

Приклад 9.4. Знайти ранг матриці A  в залежності від 

параметру: 

























16101

512

211

a

a

A . 

Розв’язання. Матриця A  ненульова, має 3 рядки і 4 стовпчики, 

тому її ранг може дорівнювати 1, 2 або 3. Будемо виконувати 

елементарні перетворення матриці A , які наближають до східчастої 
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матриці: поміняємо місцями перший і третій рядки та застосуємо 

наступні елементарні перетворення:  

  































 12

211

512

16101

a

a
 























)3(

1

15100

312210

16101

a

a
 

























03390

312210

16101

aa

a . 

Так як елементарні перетворення не змінюють рангу матриці, то 

rgA  дорівнює рангу останньої матриці. При 3a  ця матриця має 

східчасту форму і два ненульових рядки: 





















0000

315210

16101

, 

значить 2rgA  при 3a .  

Якщо 3a , то для приведення до східчастої форми можна 

другий рядок останньої матриці помножити на 
7

3
21

39 aa   і 

додати до третього рядка: 

 


























7
3

03390

312210

16101

a

aa

a

     
























7
33

73500

312210

16101

a
aa

a . 

У цьому випадку матриця буде мати три ненульових рядки 

(наприклад, 
 

0
7

33


 a
), значить,  при 33  rgAa .   

Відповідь:   2rgA  при 3a ;   3rgA  при 3a .  ▲ 

Вправа 9.1* Знайти лінійну комбінацію векторів saaa ,...,, 21  з 

коефіцієнтами 
s

lll ,...,,
21

. 

а) )1,0,0,1(1 a , 

)4,3,2,1(2 a , 

)3,3,2,2(3 a , 

31 l , 42 l ,  

53 l ; 

б) )1,0,0,1(1 a , 

)4,3,2,1(2 a , 

)3,3,2,2(3 a , 

11 l , 12 l , 13 l ; 

в) )3,0,1(1 a , 

)1,5,2(2 a , 

41 l , 22 l . 



56 
 

  

Вправа 9.2* Виразити вектор 4a  через лінійну комбінацію 

векторів 321 ,, aaa : 

)0,0,1,1(1 a , )2,0,1,0(2 a , )0,3,0,1(3 a , )4,3,1,2(4 a . 

Вправа 9.3* Перевірити, чи лінійно залежні вектори. 

а) )3,2,1(1 a , 

)7,6,3(2 a ; 

б) )1,3,2(1 a , 

)5,1,3(2 a , 

)3,4,1(3 a ; 

в) )1,3,2(1 a , 

)5,2,3(2 a , 

)3,4,1(3 a ; 

г) )0,0,2(1 a , 

)0,1,0(2 a ; 

д) )3,1(1 a , 

)5,0(2 a , 

)6,2(3 a , 

)5,3(4 a ; 

е) )2,1,3,2(
1

a , 

)5,1,2,3(
2

a , 

)1,3,8,1(
3

a ; 

Вправа 9.4 Користуючись властивостями лінійної залежності, 

визначити усно, чи будуть лінійно залежними вектори? Чому? 

а) 1) cbaba ,,2,, ;                             2) cbaa ,,2, ; 

    3) cbcaa ,,3,  ;                           4) cbacb 2,, , 

де cba ,,  – лінійно незалежні вектори одного простору 
nR . 

б) 1) (0,0,0), (7,5,1), (11,6,4);                 2) (0,1,2), (4,3,1), (0,3,6); 

    3) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1);                   4) (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0); 

    5) )2,1,0(a ;                                    6) (0,1,2), (0,0,1); 

    7) (0,1,2), (0,0,1), (0,1,3);                   8) (0,1,2), (0,1,3). 

Вправа 9.5* Знайти ранг матриці: 

а) 
















12963

8642

4321

,                         б) 























6512

556411

1401

21112

,   

 в) 



















01010

12012

01010

20202

. 

 

Вправа 9.6* З’ясувати, чи є лінійно залежною, чи лінійно 

незалежною система векторів (застосувати означення рангу):. 

)1,1,2,1(a , )0,1,1,1(b , )0,1,0,1(c , )1,0,3,0(d . 
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Вправа 9.7 Усно по зовнішньому вигляду системи векторів 

визначити, чи є ця система лінійно залежною? 

а) )2,3,1(a , 

    )3,1,2( b , 

    )4,5,3( c  

    )4,17,1(d ; 

б) )5,1(a , 

    )3,0(b , 

    )6,2(c , 

    )4,4(d ; 

в) )3,2,0,0(a , 

    )4,3,1,1(b , 

    )1,0,3,0( c . 

 

Самостійна робота 

Задача 9.1* Знайти лінійну комбінацію векторів saaa ,...,, 21  з 

коефіцієнтами slll ,...,, 21 . 

а) )5,3,1(1 a , 

)1,3,4(2 a , 

21 l , 12 l ; 

б) )1,1,0(1 a , 

)1,0,0(2 a , 

)0,0,1(3 a , 

11 l , 22 l , 33 l ; 

Задача 9.2* Виразити вектор 4a  через вектори 321 ,, aaa : 

а) )5,3,1,2(1 a , )3,1,3,4(2 a , )3,1,1,4(3 a , )17,15,1,4(4 a , 

б) )3,1,2,2(1 a , )9,3,3,6(2 a , )6,2,5,4(3 a , )6,5,1,4(4 a  

Задача 9.3* Перевірити, чи лінійно залежні вектори 

(застосувати означення). 

а) )6,2,5,4(1 a , 

)3,1,2,2(2 a , 

)9,3,3,6(3 a , 

)6,5,1,4(4 a ; 

б) )0,0,0,1(1 a , 

)0,0,1,0(2 a , 

)0,1,0,0(3 a , 

)1,0,0,0(4 a ; 

в) )2,3,2,1(1 a , 

)5,2,1,2(2 a , 

)1,1,1,1(3 a , 

)2,1,2,1(4 a ; 

Задача 9.4* Знайти ранг матриці: 

 

а) 
















531

321

753

, б) 
















43121

86243

43121

, в) 






















28112

71224

43312

, 

 

г) 

























1797

1153

4231

7511

. 

 



58 
 

  

Задача 9.5* З’ясувати, чи є лінійно залежною, чи лінійно 

незалежною система векторів (застосувати означення рангу). 

а) )3,0,1(a , )11,7,4( b , )1,7,8(c ; 

 

б) )2,1,0,1(a , )1,0,3,1(b , )0,2,3,1( c , )2,1,1,0( d . 

 

Задача 9.6 Знайти ранг матриці в залежності від параметрів 

 

а) 






















2431

123

312

b

b

,                         б) 




















ba 71

2221

2132

. 
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Практичне заняття № 10. «Однорідні системи лінійних рівнянь.  

Фундаментальна система розв’язків» 

Мета: Навчитись знаходити ФСР однорідної системи та 

загальний розв’язок через ФСР. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Система лінійних рівнянь називається однорідною, якщо її 

стовпчик вільних членів складається з нулів. 

В матричній формі така система має вигляд OAX  . Вона 

завжди сумісна, бо нульовий розв’язок завжди є розв’язком цієї 

системи. 

Теорема. (Про розв’язки однорідної системи)  

1. Сума двох довільних розв’язків однорідної системи є 

розв’язком цієї системи.  

2. Довільний розв‘язок однорідної системи, помножений на 

число, є розв’язком цієї системи. 

Наслідок. Кожна лінійна комбінація розв’язків однорідної 

системи є розв’язком цієї системи. 

Максимальна лінійно незалежна сукупність розв’язків 

однорідної системи лінійних рівнянь називається фундаментальною 

сукупністю розв’язків (ФСР) цієї системи.  

Теорема.(Про фундаментальну сукупність розв’язків) Нехай r  

– ранг матриці однорідної системи лінійних рівнянь з n  невідомими. 

Якщо nr  , то кожна фундаментальна сукупність розв’язків 

однорідної системи складається з )( rn   розв’язків 
rn ,...,, 21
 

однорідної системи. 

 

Алгоритм знаходження фундаментальної сукупності 

розв’язків 

1. Матриця системи OAX   приводиться до східчастої форми 

A , яка має r  ненульових рядків )( rArgArg  . Отримаємо 

систему OXA  . 

2. За допомогою нескладного аналізу матриці A  вибираємо „з 

кожної сходинки по одній ” r  головних та решту rn  незалежних 

змінних. Нехай 
r

xx ,...,
1

 – головні, а 
nr

xx ,...,
1

 – незалежні змінні 

системи. 
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3. Складається таблиця з rn  рядків: 

x  1x  2x  ... r
x  

1r
x  

2r
x  ... n

x    

1
    ...  1 0 ... 0   

2
    ...  0 1 ... 0   

... ... ... ... ... ... ... ... ...   

rn


 
    0 0 ... 1 

  

де під rn  незалежними змінними вписується одинична матриця. 

 

4. Значення незалежних змінних 
nrr

xxx ,...,,
21 

, що відповідають 

першому рядку попередньої таблиці – 0,...0,0,1 , підставляємо в 

систему OXA  . З неї, починаючи з останнього рівняння, почергово 

знаходяться і вносяться в перший рядок таблиці  значення головних 

змінних 
1

11

1

22

1 ,,..., xxxxxx
rr

 . 

Вектор  0,...,0,0,1,,...,, 11

2

1

11 r
xxx  буде першим розв’язком ФСР. 

Потім замість незалежних змінних в систему OXA   

підставляються відповідні значення другого рядка таблиці: 0...,,0,1,0  

і аналогічно знаходимо і вносимо в таблицю другий розв’язок ФСР:  

 0,...,0,1,0,,...,, 22

2

2

12 r
xxx . 

Так продовжуємо до )( rn  -го розв’язку 
rn

 . 

Таблиця буде мати вигляд: 

x  1x  
2

x  ... r
x  

1r
x  

2r
x  ... n

x   

1
  1

1
x  1

2
x  ... 

1

r
x  1 0 ... 0  

2
  2

1
x  2

2
x  ... 

2

r
x  0 1 ... 0  

... ... ... ... ... ... ... ... ...  

rn
  rnx 

1
 rnx 

2
 ... 

rn

r
x   0 0 ... 1  

Одержані вектори 
rn

 ,,,
21
  утворюють ФСР однорідної 

системи OAX  . 

5. Якщо необхідно знайти загальний розв’язок системи OAX   

через ФСР, то його можна записати у наступному вигляді : 

 ,...,...,...(
2

2

22

1

211

2

12

1

11
1

rn

rn

rn

rn

rn

i
ii

xcxcxcxcxcxccF 











   






 irn

rn

rrnrr
ccccxcxcxc ),,...,,,...

21

2

2

1

1
R rni  ,...,2,1, . 
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Аудиторна робота 

Приклад 10.1.* Знайти ФСР і загальний розв’язок системи 

рівнянь 















.0282

,07524

,04232

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

▼ Скористаємося вказаним алгоритмом знаходження ФСР. 

1. Матрицю системи приведемо до східчастої форми: 



































)1()2(

28112

71524

42312

A 























)2(

210200

15100

42312

A






















00000

15100

42312

,     2 ArgArgr . 

2. З кожної сходинки матриці A  вибираємо дві головних та  5 

– 2 = 3 незалежних змінних. Нехай 
32

, xx  – головні (так як на першій і 

другій сходинці коефіцієнти при них дорівнюють –1), а 
541

,, xxx  – 

незалежні змінні системи. 

3. Складемо таблицю з трьох рядків, де під незалежними 

змінними вписується одинична матриця: 

x  1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x    

1
  1   0 0   

2
  0   1 0  (1) 

3
  0   0 1   

Випишемо систему OXA  : 









.05

,04232

543

54321

xxx

xxxxx
 

Значення незалежних змінних 
541

,, xxx , що відповідають 

першому рядку таблиці (1) – 0,0,1 , підставляємо в цю систему. З неї, 

починаючи з останнього рівняння, почергово знаходяться значення 

головних змінних 
23

, xx  і вносяться в перший рядок таблиці (1): 

,00055
543

 xxx  

.2040203124232
54312

 xxxxx  
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Вектор  0,0,0,2,1
1
  буде першим розв’язком 

фундаментальної сукупності. 

Потім замість незалежних змінних 
541

,, xxx  в систему OXA   

підставляються відповідні значення другого рядка таблиці (1) – 0,1,0  

і аналогічно знаходимо і вносимо в таблицю другий розв’язок 

фундаментальної сукупності: 

,50155
543

 xxx  

.13041253024232
54312

 xxxxx  

Вектор  0,1,5,13,0
2
  буде другим розв’язком 

фундаментальної сукупності. 

Третій розв’язок фундаментальної сукупності знаходиться 

аналогічно, підставляючи замість незалежних змінних 
541

,, xxx  в 

систему OXA   значення третього рядка таблиці (1) – 1,0,0 : 

,11055
543

 xxx  

.11402)1(3024232
54312

 xxxxx  

І в третьому рядку таблиці (1) буде записано розв’язок 

фундаментальної сукупності  1,0,1,1,0
3

 . Таблиця (1) буде мати 

вигляд: 

x  1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x  

1
  1 2 0 0 0 

2
  0 13 5 1 0 

3
  0 1 –1 0 1 

Отже, ФСР, яка складається із розв’язків 
321

,,  , побудована. 

Запишемо тепер загальний розв’язок даної однорідної системи: 

  R
321332211

,, ccccccF   

 R
32132323211

,,),,,5,132,( ccccccccccc .  ▲ 

Вправа 10.1.* Знайти фундаментальну систему розв’язків та 

загальний розв’язок однорідних систем. 

а) 















.032

,05

,0

4321

431

4321

xxxx

xxx

xxxx

     б) 





















.0148732

,011752

,0242

,032

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

, 
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в) 















.0234

,0345

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

            г) 















.055

,032

,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

д) 





















.056107

,05254

,04375

,03243

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

,        е) 








.022

,02

421

421

xxx

xxx
, 

ж) 















.02

,0845

,032

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

     з) 





















.08423

,097569

,075346

,05323

5421

54321

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

, 

і) 022 4321  xxxx . 

 

Самостійна робота 

Задача 10.1.* Знайти фундаментальну систему розв‘язків та 

загальний розв‘язок однорідних систем. 

а) 





















.052

,042

,03

,02

4321

4321

321

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

,                              б) 
























0

,0

,0

,0

,0

541

632

521

642

531

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

  

в) 
























.03

,05

,04

,036123

,026

542

6432

65421

654321

654321

xxx

xxxx

xxxxx

xxxxxx

xxxxxx

,         г) 




























0

,0

,0

,0

,0

,0

64

53

642

531

42

31

xx

xx

xxx

xxx

xx

xx

 

 д) 





















.06395

,06397

,02432

,047265

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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Практичне заняття № 11. «Критерії сумісності та визначеності. 

Неоднорідні системи лінійних рівнянь» 

Мета: Навчитись визначати сумісність та визначеність системи 

за допомогою відповідних критеріїв. Навчитись знаходити загальний 

розв’язок неоднорідної системи через частинний розв’язок та ФСР 

відповідної однорідної. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Теорема. (Критерій сумісності). Система лінійних рівнянь 

сумісна тоді і тільки тоді, коли ранг розширеної матриці дорівнює 

рангу матриці системи. 

Твердження. (Критерій визначеності). Система лінійних 

рівнянь визначена тоді і тільки тоді, коли ранг матриці системи 

дорівнює рангу розширеної матриці і кількості невідомих. 
Неоднорідну систему лінійних рівнянь з n  невідомими BAX   можна 

розв’язати, використовуючи фундаментальну систему відповідної однорідної 

системи OAX  . 

Теорема. Нехай   – частинний розв’язок системи BAX  . Для 

довільного розв’язку   відповідної однорідної системи OAX   сума 

   також є розв’язком системи BAX  . 

Теорема. Нехай   – частинний розв’язок системи BAX  . Для 

довільного розв’язку   системи BAX   існує такий розв’язок   

відповідної однорідної системи OAX  , що   . 

З цих теорем випливає, що загальний розв’язок   системи 

BAX   є сумою деякого її частинного розв’язку   і загального 

розв’язку F  відповідної однорідної системи OAX  : 

F  . 

 

Алгоритм знаходження загального розв’язку неоднорідної 

системи через ФСР відповідної однорідної 

 

1. Розширена матриця системи  BA |  приводиться до матриці 

 BA  | , де A  – східчаста матриця рангу r .  

2. Якщо виконуються умови критерію сумісності, то вибираємо 

головні і незалежні змінні. Нехай 
r

xxx ,...,,
21

 – головні , 
nrr

xxx ,...,,
21 

 – 

незалежні змінні. 
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3. Складаємо і заповнюємо таблицю: 

x  
1

x  
2

x  ... 
r

x  
1r

x  
2r

x  ... 
n

x  Зауваження 

1
  1

1
x  1

2x  ... 
1

r
x  1 0 ... 0 

OXA   
2

  2

1
x  2

2
x  ... 

2

r
x  0 1 ... 0 

... ... ... ... ... ... ... ... ... 

rn
  rnx 

1
 rnx 

2
 ... 

rn

r
x   0 0 ... 1 

  0

1
x  0

2
x  ... 

0

r
x  0 0 ... 0 BXA   

 

Ця таблиця має 1)(  rn  рядків. Перші rn  рядків 

заповнюються так, як у алгоритмі знаходження ФСР, застосовуючи 

обчислення до системи OXA  . 

Щоб знайти частинний розв’язок   та заповнити останній 

рядок таблиці, замість незалежних змінних можна взяти довільні 

значення і записати їх у стовпчиках під відповідними змінними, а 

потім із системи BXA   знайти 0

11

0

22

0 ,,..., xxxxxx
rr

  аналогічно 

тому, як це робилось в попередньому пункті. Якщо покласти 

0...
21


 nrr

xxx  (а так найчастіше і робиться на практиці), то, 

починаючи з останнього рівняння системи BXA  , почергово 

знаходяться і вносяться в останній рядок даної таблиці значення 

головних змінних 0

11

0

22

0 ,,..., xxxxxx
rr

 , а частинний розв’язок 

буде мати вигляд:  0,...,0,0,,...,, 00

2

0

1 r
xxx . 

4.Знаходимо загальний розв’язок системи:  
 F  

  ,...;;;;......;;...
21

1

1

0

1

2

12

1

11

0

1 rn

rn

rrnrr

rn

rn
cccxcxcxxcxcxcx













i

c R .,...,2,1, rni   

Аудиторна робота 

Приклад 11.1* Дослідити на сумісність та визначеність 

системи: 

а)  















;33232

,222

,1

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

    б)  















.3947

,2223

,0432

421

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx
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Розв’язання. а) Складемо розширену матрицю даної системи та 

приведемо її до східчастої форми: 

  

 














































1

1

1

1

1010

1010

111121

3

2

1

3232

2121

1111

. 



















0

1

1

0000

1010

1111

 

Ранг цієї матриці, а значить і розширеної матриці системи, 

дорівнює 2. Ліва частина цих матриць відповідає матриці системи. Її 

ранг також дорівнює 2. За критеріями сумісності та визначеності  ця 

система є сумісною ( ранг матриці системи дорівнює рангу 

розширеної матриці), але є невизначеною (бо ці ранги не дорівнюють 

кількості невідомих, яких 4) 

Відповідь: система сумісна, невизначена. 

б) Складемо розширену матрицю даної системи та приведемо її 

до східчастої форми: 

 

 

 

 

 


























































1

6

4

0

107130

107130

4132

2

7

2

3

3

2

0

9047

1223

4132

. 























2

4

0

0000

107130

4132

 

Ранг цієї матриці, а значить і розширеної матриці системи, 

дорівнює 3. Ліва частина цих матриць відповідає матриці системи. Її 

ранг дорівнює 2. За критеріями сумісності та визначеності  ця 

система не є ні сумісною, ні визначеною. 

Взагалі кажучи, якщо система не є сумісною, то мова про її 

визначеність чи невизначеність не може йти за означенням 

визначеності та невизначеності.  

Відповідь: система несумісна.                 ▲ 
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Приклад 11.2.* Знайти частинний та загальний розв‘язки 

систем рівнянь, користуючись фундаментальною системою розв‘язків 

відповідної однорідної системи 















.24353

,2753

,25233

5421

5321

54321

xxxx

xxxx

xxxxx

 

Розв’язання. Скористаємося алгоритмом знаходження 

загального розв’язку неоднорідної системи через ФСР відповідної 

однорідної. 

1. Розширену матрицю даної системи приведемо до східчастої 

матриці: 

  




























4

2

2

43053

70513

52331

BA 














 

2

8

2

113940

2261480

52331

 

)(

2

4

2

00200

113740

52331

BA 




















 ,   3 ArgArgr . 

2. Так як 3)()(  BArgBArg  і 3Arg , то система сумісна. 

Тут зручно обрати 
321

,, xxx  – головні змінні, а 
54

, xx  – незалежні змінні 

системи. 

3. Складаємо і заповнюємо таблицю з 31351  rn  

рядків. Перші 2 rn  рядки заповнюються значеннями ФСР 

відповідної однорідної системи: 















.02

,011354

,05233

3

5432

54321

x

xxxx

xxxxx

  

Цей процес нам відомий із попереднього заняття. 

x  
1

x  
2

x  
3

x  
4

x  
5

x  Зауваження 

1
    -1   -3 0 4 0 

OXA   
2

  -13 -11 0 0 4 

       BXA   

Щоб знайти частинний розв’язок   та заповнити останній 

рядок таблиці, замість незалежних змінних 
54

, xx  можна взяти 
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довільні значення і записати їх у стовпчиках під відповідними 

змінними, а потім із системи BXA  : 















,22

,411354

,25233

3

5432

54321

x

xxxx

xxxxx

 

починаючи з останнього рівняння, знайти 
123

,, xxx . Якщо покласти 

0
54
 xx , то  

1. ,122
33

 xx  значення 
3

x  вноситься в таблицю; 

2. 
4

1140074411374
225432
 xxxxxx , в 

таблицю вноситься значення 
2

x ; 

3. 
4

132003
4

3325233
1154321
 xxxxxxx , в 

таблицю вноситься значення 
1

x , і в таблиці в останньому рядку 

виявляється записаним частинний розв’язок  0,0,1,
4

11,
4

13  . 

x  
1

x  
2

x  
3

x  
4

x  
5

x  Зауваження 

1
    -1   -3 0 4 0 

OXA   
2

  -13 -11 0 0 4 

  
4

13  
4

11  -1 0 0 BXA   

4. Знаходимо загальний розв’язок системи BAX   за 

формулою : 
2211

 ccF  . 

Відповідь: частинний розв’язок  0,0,1,
4

11,
4

13  , 

загальний розв’язок 

  
21212121

,,4,4,1,113
4

11,13
4

13 cccccccc R . ▲ 

Вправа 11.1* Дослідити на сумісність та визначеність системи: 

а) 





















;123

,12

,235

,132

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

                             б) 





















.293822

,132533

,23422

,13232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 



69 
 

  

Вправа 11.2 Дослідити на сумісність та визначеність системи в 

залежності від параметру: 





















.1

,4)1(

,3)1(

,1

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx







 

 

Вправа 11.3*. Знайти частинний та загальний розв‘язки систем 

рівнянь, користуючись фундаментальною системою розв‘язків 

відповідної однорідної системи: 

а) 








.222

,12

4321

4321

xxxx

xxxx
     б) 





















.337

,133

,3

,4432

432

421

432

4321

xxx

xxx

xxx

xxxx

   

в) 





















.375554

,243333

,02

,12

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

 

Самостійна робота. 

 

Задача 11.1. *Дослідити на сумісність та визначеність системи: 

a)
























,1

,2

,3

,4

,1

54

543

432

321

21

xx

xxx

xxx

xxx

xx

                                   б)





















.6563

,52

,32

,6

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

, 

в) 





















.85384

,45342

,25

,1532

54321

54321

543

54321

xxxxx

xxxxx

xxx

xxxxx
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Задача 11.2 Дослідити на сумісність та визначеність системи в 

залежності від параметру: 

а)





















.2)2(2

,2)2(

,2)2(

,3)2()1(

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx









, б)





















.111094

,98736

,76524

,5432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx



 

 

Задача 11.3. Знайти частинний та загальний розв‘язки систем 

рівнянь, користуючись фундаментальною системою розв‘язків 

відповідної однорідної системи: 

а) 








.432

,6

4321

431

xxxx

xxx
       б) 





















.6282

,853

,632

,52

54321

54321

5321

4321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxx

 

в) 
























32

12

,122

,3223

,84257

432

431

4321

4321

4321

xxx

xxx

xxxx

xxxx

xxxx
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Практичне заняття № 12  

«Алгебраїчні структури. Поняття лінійного простору» 

Мета: Засвоїти поняття числового поля. Засвоїти поняття 

лінійного простору, лінійного підпростору. Лінійна залежність (ЛЗ) 

та лінійна незалежність (ЛНЗ). 

Необхідні теоретичні матеріали 

Бінарною алгебраїчною операцією на множині M  називається 

закон, по якому кожним двом елементам a  і b  цієї множини, що 

беруться у певному порядку, ставиться у відповідність однозначно 

визначений елемент c  цієї множини.  

Операція   на множині M  називається комутативною, якщо 

Mba  ,  abba  . Операція   на множині M  називається 

асоціативною, якщо Mcba  ,,  )()( cbacba  . Елемент Me  

називається нейтральним відносно операції  , якщо Ma  

виконуються рівності aea   і aae  . Елемент Ma   називається 

симетричним для Ma  відносно операції  , якщо eaaaa  . 

Непорожня множина P , на якій задано операцій додавання (+) і 

множення (  ) називається полем, якщо виконуються наступні умови: 

1) (+) – асоціативне, 

2) (+) – комутативне, 

3) нейтральний відносно (+) P0 , 

4) Pa  існує симетричний відносно (+)  Pa , 

5) (  ) – асоціативне, 

6) (  ) – комутативне, 

7) нейтральний відносно ( )  P1 , 

8) Pa  0 , Pa  1

 симетричний відносно ( ) , 

9) Pcba  ,,  bcaccba  )(    – виконується дистрибутивний 

закон. 

Лінійним простором L  над полем P  називається множина з 

бінарною а лг е б р а ї ч н о ю  операцією (+) 
1( l ,

2l L Lll  )( 21 ) і 

з ов н і шн ьо ю  бінарною операцією (·) на елемент поля P  

( LlPaLla  ,| ), які задовольняють наступним умовам: 

І. ),( L  – комутативна група: 

1) операція (+) – асоціативна; 

2) операція (+) – комутативна; 

3) L  – нульовий елемент: Ll    ll  ; 

4) LlLl  ,  – протилежний елемент:  )(ll ; 

ІІ.  операція (·) унітарна і асоціативна: 
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5) Llll 1 , де 1 – одиниця поля P ; 

6) (·) LlPbalabbla  ,,)()( ; 

ІІІ. (+) і (·) пов’язані дистрибутивними законами: 

7) LlPbablallba  ,,)( ; 

8) LllPaalallla  212121 ,,)( . 

В цьому означенні P  – довільне поле. У випадку, коли P  – 

числове поле (Q , R , C ), то простір називається числовим. В 

загальному випадку лінійний простір L  над полем P  позначається 
PL . 

Властивості лінійного простору 

Нехай  
PL  – довільний  лінійний простір над полем  P . 

Нагадаємо, що довільне поле містить 0 і 1 (нейтральні відносно 

додавання і множення), а також 1  (протилежний до 1).                      

1. Нульовий елемент L  у лінійному просторі єдиний. 

2. Нульовий елемент L  дорівнює добутку довільного 

елементу Lx  на  0 P  ( x 0 ). 

3. Lx  протилежний елемент x  єдиний. 

4. Lx  протилежний елемент x  дорівнює добутку x  на  1  

( xx  )1( ): 

Різницею елементів x  і y  називається такий елемент ,z  що 
.xzy   Позначається: yxz  . 

5.Різниця елементів x  і y  дорівнює сумі x  і :y  ).( yxyx   

6. При множенні нульового елементу отримується нульовий 

елемент (   aPa : ). 

7. PLxPa   із рівності ax  випливає, що або 0a , або 
x . 

Нехай ,VL   
PV  – лінійний простір над полем P . Множина L  

називається підпростором простору V , якщо 
PL  – лінійний простір. 

Критерій підпростору. Кожна підмножина L  лінійного 

простору 
PV  утворює підпростір тоді і тільки тоді, якщо вона 

задовольняє наступним умовам: 
1 . LyxLyx  ,, ; 
2 . ,, PLx      .Lx  

Лінійною комбінацією елементів 
PLzyx ,...,,  називається сума 

добутків цих елементів на довільні елементи cba ,...,,  поля P . 
Елементи 

PLzyx ,...,,  називаються лінійно залежними (ЛЗ), якщо 

існує їх лінійна комбінація рівна нулю, в якій не всі коефіцієнти рівні 

нулю. Елементи 
PLzyx ,...,,  називаються лінійно незалежними 
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(ЛНЗ), якщо лінійна комбінація  czbyax ...  тоді і тільки тоді, 

коли 0...  cba . 

Всі властивості ЛЗ та ЛНЗ елементів такі ж, як і властивості ЛЗ 

та ЛНЗ векторів. 

Аудиторна робота. 

Вправа 12.1 Чи утворює кільце (поле):  

а). ),,( N ;       б). ),,( Z ;     в). ),,( Q       г). ),,( R ? 

Приклад 12.2! Довести, що всі квадратні матриці порядку n  з 

дійсними елементами (або елементами з будь-якого поля P ) 

утворюють лінійний простір над полем дійсних чисел (відповідно над 

полем P ), якщо за операції взяти додавання матриць і множення 

матриці на число. 
(!) – необхідні базові задачі. 

Розв’язання. Нехай )(RnM  – множина всіх квадратних матриць 

порядку n  з дійсними елементами. Покажемо спочатку, що операція 

додавання на )(R
n

M  є бінарна алгебраїчна операція, а операція 

множення на число на )(RMn  є зовнішньою бінарною операцією.  

1) Операція додавання матриць замкнена, тобто для будь-яких 

матриць  BA, )(R
n

M    BA )(R
n

M . 

∆ Справді, нехай )( ijaA  , )( ijbB  , де Rba ijij , , nji ,...,2,1,  . 

Тоді за означенням додавання матриць 

)()()( ijijijij babaBA  . 

Оскільки Rba ijij  , то  BA )(R
n

M . ∆ 

2) Операція множення на число замкнена, тобто для будь-якої 

матриці A )(RnM  та довільного дійсного числа k :  Ak )(RnM . 

∆ Справді, нехай )( ijaA  , де Rijak, , nji ,...,2,1,  . Тоді за 

означенням множення матриць на число 

)()( ijij akakAk  .Оскільки R ijak , то  Ak )(RnM . ∆ 

Далі перевіримо аксіоми лінійного простору. 

1. Операція додавання матриць асоціативна, тобто для будь-

яких матриць CBA ,, )(R
n

M   

)()( CBACBA  . 

∆ Справді, нехай )( ijaA  , )( ijbB  , )( ijcC  , де Rcba ijijij ,, , 

nji ,...,2,1,  . Тоді за означенням додавання матриць 

)]([)()()())()(()( ijijijijijijijijij cbacbacbaCBA  , 

])[()()())()(()()( ijijijijijijijijij cbacbacbaCBA  . 
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Оскільки ijijij cba ,,  – дійсні числа, то 

][][ ijijijijijij cbacba  , і тому )()( CBACBA  .∆ 

2.  Операція додавання матриць комутативна, тобто для будь-

яких матриць BA, )(RnM   

ABBA  . 

∆ Нехай, )( ijaA  , )( ijbB  , де Rba ijij , , nji ,...,2,1,  .  За 

означенням додавання матриць 

)()()( ijijijij babaBA  , 

)()()( ijijijij ababAB  . 

Оскільки для додавання дійсних чисел справедливий 

комутативний закон, то ijijijij abba  , тому )()( ijijijij abba  , 

тобто ABBA  . ∆ 

3. У множині матриць )(RnM  є матриця N , яка є 

нейтральним елементом відносно операції додавання матриць 

(нульовим елементом), тобто для довільної матриці A )(RnM ,  

AANNA  . 

∆ Очевидно, такою матрицею N  є нульова матриця )( ijOO  . ∆ 

4. У множині матриць )(R
n

M  для кожної матриці A  існує 

протилежна матриця A, тому OAAAA  . 

∆ Очевидно, протилежною для даної матриці )( ijaA   є матриця 

)( ijaA  . ∆ 

Покажемо тепер, що для множини )(RnM  виконується також 

решта аксіом векторного простору. 

5. Для будь-якої матриці A )(RnM  і дійсного числа 1 маємо 

AA1 . 

∆ Це випливає з означення множення матриці на число. ∆ 

6. Операція множення матриць на число асоціативна в тому 

розумінні, що для будь-якої матриці A )(RnM  і довільних дійсних 

чисел k , l  ][][ lAkAkl  . 

∆ Нехай )( ijaA  , де Raij  , nji ,...,2,1,  . Тоді за означенням 

множення матриці на число 

)]([)]([][ ijij aklaklAkl  , 

)()]([][ ijij lakalklAk  . 

Оскільки ))(()( ijij lakkla  , а k , l , ija  – дійсні числа, то 

][][ ijij lakakl  , тому ][][ lAkAkl  . ∆ 
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7. Операція множення матриці на число дистрибутивна 

відносно додавання чисел, якщо  

 AAA
MAR







)(
,

. 

∆ Справді, якщо )( ijaA  , де Raij  , nji ,...,2,1,  , то за 

означенням множення матриці на число 

)]([)]([][ ijij aaA   , 

)()()()()( ijijijijijij aaaaaaAA   . 

Оскільки  ,  , ija  – дійсні числа, то ijijij aaa   ][ , тому 

AAA   )( . ∆ 

8. Операція множення матриці на число дистрибутивна 

відносно додавання матриць, тобто  BABA
MBAR







)(
,

. 

∆ Справді, якщо )( ijaA  , )( ijbB  , де Rba ijij , , nji ,...,2,1,  ., 

то за означенням множення матриці на число 

])[()()]()[()( ijijijijijij bababaBA   , 

)()()()()( ijijijijijij bababaBA   . 

Оскільки  , ija , ijb  – дійсні числа, ijijijij baba   ][  , тому  

BABA   )( . ∆ 

Усі аксіоми лінійного простору виконуються. Отже, )(RnM  – 

лінійний простір над полем дійсних чисел R . Якщо в наших 

міркуваннях замість поля R  взяти довільно вибране поле P , то всі 

міркування залишаться без змін.  

Вправа 12.3. З’ясувати, чи утворює лінійний простір над полем 

дійсних чисел R  сукупність векторів площини, початок кожного з 

яких збігається з початком координат, а кінець міститься в першій 

або четвертій координатних чвертях.  

Вправа 12.4. Чи є дійсним лінійним простором множина всіх 

поворотів на площині навколо точки О ? 

Приклад 12.5! Довести, що всі симетричні матриці порядку n  з 

дійсними елементами (або елементами з будь-якого поля P ) 

утворюють лінійний простір над полем дійсних чисел (відповідно над 

полем P ), якщо за операції взяти додавання і множення матриці на 

число. 

Розв’язання. Нехай 
nС  – множина всіх квадратних симетричних 

матриць порядку n  з дійсними елементами. Зрозуміло, що 

)(R
nn

MC  , де )(R
n

M  – множина всіх матриць порядку n  з дійсними 

елементами. Як було показано, )(RnM  – лінійний простір над полем 
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дійсних чисел. Оскільки довільний підпростір є лінійним 

простором, то нам досить показати, що 
nС  – лінійний підпростір 

лінійного простору )(RnM . Для цього досить довести: 

1) замкненість операції додавання симетричних матриць; 

2) замкненість операції множення на число симетричних 

матриць. 

∆ 1) Нехай BA,
nС . Доведемо, що  BA

nС . Припустимо, що 

)( ijaA  , )( ijbB  . Оскільки A , B  – симетричні матриці, то jiij aa  , 

jiij bb  . Тоді )()()( ijijij cbaBA  , де ijijij bac  . Зрозуміло, 

jiij cc  , оскільки jijiji bac  , а jiij aa  , jiij bb  . Отже,  BA
nС . 

2) Нехай A
nС , R . Доведемо, що 

nСA . Нехай )( ijaA  , де 

Rija . Оскільки A  – симетрична матриця, то jiij aa  . Тоді 

)()( ijij caA  , де ijij ac  . Зрозуміло, що jiij cc  , оскільки 

jiji ac  , а jiij aa  . Отже, A
nС . 

Таким чином, 
nС  – підпростір лінійного простору )(R

n
M , тому 

nС  – лінійний простір над полем R . ∆ 

Вправа 12.6! З’ясувати, чи є підмножина L  елементів даного 

простору його підпростором: 

а) 
















 Rcba

c

ba
L ,,|

1
)(2 RM ; 

б) 
















 Rcba

c

ba
L ,,|

0
)(2 RM . 

Вправа 12.7! Перевірити, чи лінійно залежні елементи лінійного 

простору )(2 RM : 

а) 








00

11
, 









 01

01
, 









00

10
;       б) 









00

11
, 









 01

01
, 









01

10
. 

Вправа 12.8. Нехай saaaa ,...,,, 321  – лінійно незалежна система 

векторів деякого векторного простору L  над полем P . Довести, що 

система векторів saaaaa ,...,,, 3221   є також лінійно незалежною.  

Приклад 12.9. Довести справедливість наступного твердження, 

застосовуючи аксіоми лінійного простору L  (при доведенні можна 

користуватися вже доведеними властивостями):  xx
LxP







)( ; 

Розв’язання. За властивістю 4 лінійного простору xx )1( . 

Отже  xx )1()(   . За аксіомою 5 означення лінійного простору 
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xxx ))1(())1(())1((   , а із властивостей поля   )1( . 

Таким чином, xx   )( . ∆ 

Самостійна робота. 

Задача 12.1 Чи утворює кільце (поле): a) (
n

M (R ), ), ; б) ),,( C ? 

Задача 12.2! Чи є множина nmR  всіх дійсних матриць розміру 

nm : 

а) дійсним лінійним простором; 

б) комплексним лінійним простором? 

Задача 12.3!. Чи є дійсним лінійним простором 

а) множина   ;F  всіх дійсних функцій, областю визначення яких 

є вся числова пряма; 

б) множина 
nF  всіх числових послідовностей )( na , Rna ; 

в) множина всіх обмежених  функцій з областю визначення ]1;0[ . 

Задача 12.4! З’ясувати, чи є підмножина L  елементів даного 

простору його підпростором: 

а) 
















 Rcba

c

ba
L ,,|

3
)(2 RM ; 

б) 
















 Rcba

c

ba
L ,,|

0
)(2 RM . 

Задача 12.5. Довести справедливість наступних тверджень, 

застосовуючи аксіоми лінійного простору L  (при доведенні 

властивостей можна користуватися вже доведеними властивостями): 

а) сума довільних n  векторів простору L  не залежить від того, 

як її доданки розбито за допомогою дужок на групи; 

б) у просторі L  виконується дія віднімання, тобто для довільних 

елементів a  і b  простору L  рівняння bxa   має в L  єдиний 

розв’язок )( abx  , який називається різницею елементів b  і a  та 

позначається abx  . 

в)  yxyx
LyxP







)(
,

. 

Задача 12.6! Довести, що розв’язки довільної системи лінійних 

однорідних рівнянь над деяким полем P  утворюють векторний 

простір над полем P  відносно операцій додавання розв’язків і 

множення розв’язків на елементи з поля P . 

Задача 12.7! Довести, що кососиметричні матриці утворюють 

лінійний підпростір простору всіх квадратних матриць порядку n  
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(нагадаємо, що матриця )( ijaA   називається кососиметричною, 

якщо ijji aa  ). 

Задача 12.8! Перевірити, чи утворюють лінійні підпростори в 

арифметичному векторному просторі nV  векторів розміру n  такі 

системи векторів: 

а) усі вектори, сума координат кожного з яких дорівнює 0; 

б) усі вектори, в кожному з яких координати з парними 

(непарними) номерами дорівнюють 0; 

в) усі вектори, в кожному з яких координати з парними 

номерами рівні між собою; 

г) усі вектори, сума координат кожного з яких дорівнює 1. 

Задача 12.9. Нехай saaaa ,...,,, 321  – лінійно незалежна система 

векторів деякого векторного простору L  над полем P . Довести, що 

система векторів saaaaa ,...,,,3 3231   є також лінійно незалежною.  

Тестові задачі. 

Задача 12.10! Перевірити, чи утворюють лінійні простори 

наступні множини із звичайними операціями додавання їх елементів 

та множення елементів на дійсні числа: 

a) множина R)(nmM   матриць розміру nm  з дійсними 

елементами;  

b) множина векторів в тривимірному просторі, які паралельні 

деякій прямій (площині);  

c) множина векторів на координатній площині, кожен з яких 

паралельний вісі OX , або вісі OY ;  

d) множина nT  стовпчиків з n  дійсними елементами;  

e) множина )QM nm (  nm – матриць з раціональними 

елементами; 

f) множина  xPn  многочленів степеня не більшого за n , з 

невід’ємними коефіцієнтами;  

g) множина ][xRn  многочленів степеня не більшого за n ; 

h) множина натуральних чисел, для яких сума чисел m  і n  

визначена як їх добуток nm  , а добуток елемента n  на дійсне число 

  – як степінь n ; 

i) множина функцій, які n  раз диференційовані на 

сегменті ],[ ba ; 

j) множина Q  раціональних чисел з звичайними операціями 

додавання раціональних чисел та множення на дійсні числа; 
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k) множина стовпчиків з n  дійсними елементами такими, 

що сума елементів рівна нулю; 

l) множина стовпчиків з n  дійсними елементами, які рівні 

один одному; 

m) множина дійсних чисел, для яких сума чисел x  і y  рівна 

)( yarctgxarctgtg  , а добуток елемента x  на дійсне число   рівний 

)( xarctgtg  ; 

n) множина функцій виду xx sincos   , де ,  – довільні 

дійсні числа; 

o) множина  baC ,  функцій, неперервних на відрізку  ba, . 

Задача 12.11! Перевірити, чи утворюють лінійні підпростори в 

лінійному просторі, який вказаний у дужках: 

a) множина векторів, які паралельні даній площині ( 3V );  

b) множина стовпчиків з n  елементами, сума яких рівна нулю 

( nT ); 

c) множина многочленів  xPn  степеня не більшого за n , які 

задовольняють умові aP )0( , де a  – дане число ( ][xRn ); 

d) множина симетричних квадратних матриць n -го порядку 

( R)(nM ); 

e) множина векторів x , для яких скалярний добуток 

axx ),( 0 , де 0x  – даний вектор, a  – дане число ( 3V ); 

f) множина векторів x , для яких векторний добуток axx ],[ 0 , 

де 0x  і a  – дані вектори (
3V ); 

g) множина матриць, які задовольняють умові XAAX  , де A  

– дана nn - матриця ( R)(nM ); 

h) множина многочленів  xPn  степеня не більшого за n , які 

задовольняють умові )1()1(  ff  ( ][xRn ). 
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Практичне заняття № 13. «Базис, координати. Розмірність» 

Мета: Засвоїти поняття базису та розмірності лінійного 

простору. Навчитись знаходити координати елементу в заданому 

базисі. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Далі будемо розглядати  дійсний лінійний простір 
RL . 

Сукупність ЛНЗ елементів 
neee ,...,, 21
 простору 

RL  називається 

базисом цього простору, якщо Lx  знайдуться такі дійсні числа 

nxxx ,...,, 21
, що виконується рівність 

nnexexexx  ...2211
 . Ця рівність 

називається розкладенням елементу x  по базису 
neee ,...,, 21
, а числа 

nxxx ,...,, 21
 – координатами елементу x  відносно базису 

neee ,...,, 21
. 

Твердження. (Про однозначність розкладення по базису) 

Довільний елемент лінійного простору однозначно розкладається по 

базису. 

Теорема. (Про додавання і множення елементів лінійного 

простору в базисі). При додаванні довільних елементів лінійного 

простору їх координати додаються. При множенні довільного 

елементу на число всі координати множаться на це число. 

Лінійний простір L  називається n -мірним, якщо в ньому існує n  

ЛНЗ елементів, а довільні )1( n  елементів ЛЗ. Число n  при цьому 

називається розмірністю простору L . Іншими словами говорять, що 

розмірність простору – це максимальна кількість ЛНЗ елементів 

простору. Позначається nL dim . 

Теорема. (Про зв’язок розмірності і базису) Якщо лінійний 

простір L  має базис із n  елементів, то nL dim .  

Теорема. (Обернена) Якщо nL dim , то довільні n  ЛНЗ 

елементів цього простору утворюють його базис. 
 

Аудиторна робота. 

Приклад 13.1! Знайти базис і розмірність дійсного векторного 

простору квадратних матриць )(RnM  порядку n  з дійсними 

елементами (див. вправа 2.1). 

Розв’язання. Доведемо, що система векторів 
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простору )(RnM  лінійно незалежна. 
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nnn  ,...,,...,, 11211 . Отже, система nnn EEEE ,...,,...,, 11211  лінійно 

незалежна. Крім того, будь який вектор (матриця) 
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простору )(RMn
 лінійно виражається через систему векторів 

nnn EEEE ,...,,...,, 11211 , а саме, nnnnnn EaEaEaEaA  ...... 1112121111 . 

Отже, },...,,...,,{ 11211 nnn EEEEB   – базис простору )(R
n

M . 

Оскільки, цей базис складається з 2n  векторів, то розмірність 

розглядуваного простору дорівнює 2n . ∆ 

Вправа 13.2. Знайти базис і розмірність дійсного векторного 

простору квадратних матриць )(RnM  порядку 3n  з дійсними 

елементами. 
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Приклад 13.3! Знайти базис і розмірність підпростору L  

арифметичного векторного простору nV , що складається з усіх 

векторів простору nV , у кожного з яких перша і остання координати 

рівні між собою. 

Розв’язання. Зауважимо спочатку, що як при відшуканні базису 

простору матриць, так і у випадку знаходження базису всіх 

підпросторів арифметичного векторного простору nV  швидкість 

виконання завдання залежить від нашого вміння змушувати «бігати 

одиничку». Пояснимо докладніше цей вислів. Відомо, що 

найдоцільніше за базис простору nV  брати набір так званих 

одиничних векторів: )0,...,0,0,1(1 e , )0,...,0,1,0(2 e , )0,...,1,0,0(3 e , 

…, )1,..,0,0,0(ne . 

Легко довести, що система векторів 

)1,0,.,0,0,1(1 c , )0,0,...,0,1,0(2 c , )0,0,...,1,0,0(3 c ,...,  

)0,1,..,0,0,0(1 nc  є базисом розглядуваного підпростору L . 

Розмірність підпростору L , як видно з базису, дорівнює 1n . ∆ 

Приклад 13.4. Знайти базис і розмірність підпростору 

кососиметричних матриць K  простору всіх квадратних матриць M  

n -го порядку над полем R  дійсних чисел. 

Розв’язання. Зауважимо насамперед, що в кожній 

кососиметричній матриці )( ijaA   виконується умова ijji aa  , а 

значить на головній діагоналі стоять нулі. Справді, оскільки при ji   

маємо iiii aa  , то 0iia . Якщо елемент ija  ( ji  ) кососиметричної 

матриці A  відмінний від нуля, то елемент jia  також відмінний від 

нуля, 0 ijji aa . Враховуючи ці зауваження можна стверджувати, 

що },...,,...,,,...,,{ ,122311312 nnnn AAAAAAB  , де ijA  – кососиметрична 

матриця, в якій 1ija , 1jia , ( ji  ), а решта елементів дорівнюють 

нулю, є базис розглянутого підпростору. Справді, система векторів 

(матриць) B  лінійно незалежна (це випливає з того, що жоден з 

векторів цієї системи не є лінійною комбінацією інших її векторів). 

Будь-який вектор (матриця) 
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





































0..

..

..........

..0

..0

..0

321

,11,31,21,1

32313

22312

11312

nnn

nnnnn

n

n

n

bbb

bbbb

bbb

bbb

bbb

B  

простору K  є лінійною комбінацією векторів системи 

},...,,...,,,...,,{ ,122311312 nnnn AAAAAAB  , 

nnnnnn AbAbAbAbAbB ,1,123231113131212 ......  . 

Оскільки базис B  складається з 
2

)1(

2

2 


 nnnn
 векторів, то 

розмірність розглянутого підпростору дорівнює )1(
2

1
nn . ∆ 

Вправа 13.5. Знайти розмірність і базис лінійного підпростору 

   3023,, R zyxzyxU . 

Приклад 13.6. Як відомо, поле комплексних чисел C  утворює 

векторний простір відносно операцій додавання і множення 

комплексних чисел (та званий комплексний векторний простір). 

Знайти базис і розмірність цього простору. 

Розв’язання. Зрозуміло, що елемент C1  є, з одного боку, 

лінійно незалежною системою векторів з C . З другого боку, 

довільний елемент Cz  лінійно виражається через 1, а саме zz 1 . 

Отже, за означенням базису векторного простору, }1{B  – базис 

комплексного простору C . При цьому розмірність простору C  

дорівнює 1. 

Зауваження. Цілком очевидно, що замість елемента 1 можна 

брати довільне комплексне число  , відмінне від 0, оскільки для 

будь-якого комплексного числа   маємо 



  . ∆ 

Приклад 13.7! Вектори naaaa ,...,,, 321  і x  задано своїми 

координатами в деякому базисі. Довести, що вектори naaaa ,...,,, 321  

утворюють базис, і знайти координати вектора x  у цьому базисі, 

якщо: )1,1,1(1 a , )0,1,1(2 a , )0,2,1(3 a , )3,1,2( x . 

Розв’язання. В даному прикладі вектори належать простору 3
R . 

За означенням розмірності, 3dim 3 R , так як, 1) наприклад, три 
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вектори )0,0,1(
1
e , )0,1,0(

2
e , )1,0,0(

3
e  лінійно незалежні, бо, 

очевидно, складають матрицю рангу три; 2) довільні чотири вектори 

будуть лінійно залежними, бо складатимуть матрицю з трьох 

стовпчиків, ранг якої не може перевищувати 3, значить не дорівнює 4. 

Отже, за оберненою теоремою про зв'язок розмірності і базису,  три 

вектори 
321

,, aaa  будуть утворювати базис, якщо вони будуть лінійно 

незалежними. Це питання легко вирішується, якщо з цих векторів 

скласти матрицю (не залежно рядками чи стовпчиками) та знайти її 

ранг. Вирішення цього питання ми об’єднаємо з другою частиною 

завдання цього прикладу. 

За означенням, координати вектора x  у  базисі 
321

,, aaa  

знаходяться з рівності xaxaxax



332211

. Така рівність є векторною 

формою системи лінійних рівнянь. Матриця цієї системи складається 

з векторів-стовпчиків 
321

,, aaa , а стовпчиком вільних членів буде 

вектор-стовпчик x . Розв’яжемо цю систему, склавши її розширену 

матрицю: 















 
















 




























7

5

3

100

110

001

2

5

3

210

110

001

3

1

2

001

211

111

 

Матриця системи приведена до східчастої форми, тому ми 

можемо визначити її ранг (він дорівнює 3). Так як ранг дорівнює 

кількості векторів, то ці вектори 
321

,, aaa  є лінійно незалежні, а це 

тепер означає, що в просторі 3
R  вони утворюють базис a . 

Продовжуючи виконувати елементарні перетворення 

розширеної матриці системи, одержуємо 














 

7

12

3

100

010

001

 

Розв’язок цієї системи є координатами вектора x  у базисі 

321
,, aaa , тобто  

a
x 7,12,3 . 

Зауваження. Розв’язок отриманої системи можна також знаходити 

методом Крамера. Тоді лінійна незалежність векторів 
321

,, aaa  буде випливати 

із нерівності нулю визначника матриці системи. ∆ 

Вправа 13.8. В просторі 3
R  задано вектор  2,7,3 x  і базис 

     4,8,3,6,5,2,2,3,1:
321

 eeee . Знайти координати 

вектору x  в базисі e. 
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Приклад 13.9! У дійсному векторному просторі квадратних 

матриць другого порядку )(RnM  з дійсними елементами знайти 

координати матриці 






 


188

21
A  в базисі B , що складається з 

матриць  











00

10
1E , 










00

01
2E , 












04

00
3E , 










30

00
4E . 

Розв’язання. Відомо, що коли матрицю A  зобразити у вигляді 

44332211 EEEEA                                        (1) 

то числа 4321 ,,,   будуть шуканими координатами матриці A  в 

базисі B . Числа 4321 ,,,   можна знайти усно, звичайними 

підбором. Очевидно, 6,2,1,2 4321   . Ці самі числа 

можна знайти, користуючись загальним методом. Для цього у правій 

частині рівності (1) виконують відповідні операції, а потім 

використовують умову рівності двох матриць (елементів простору)  





















 

43

12

34188

21




. 

Звідси, 





















183

84

2

1

4

3

1

2









, 





















6

2

1

2

4

3

2

1









 

Отже, ]6,2,1,2[   – координатний рядок матриці A  в базисі B :                

 
B

A 6,2,1,2  .  ∆ 

Вправа 13.9. Знайти координати матриці 











51

1213
A  в базисі: 

а) 







































 
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,

00
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,
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,

11
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B ; 

б) 










































11

11
,

11

10
,

11

00
,
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00
B . 

Вправа 3.10. Як зміниться матриця переходу від одного базису 

до іншого, якщо: 

а) поміняти місцями два вектори першого базису; 

б) поміняти місцями два вектори другого базису; 

в) записати вектори обох базисів в зворотному порядку? 
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Самостійна робота. 

Задача 13.1. Знайти базис підпростору L  арифметичного 

вектору простору 
nV , що складається з усіх векторів простору nV , в 

кожному з яких координати з парними (непарними) номерами 

дорівнюють 0. 

Задача 13.2. Нехай L  – множина всіх тих векторів 

арифметичного векторного простору nV , 1n , у кожного з яких 

перша координата дорівнює подвоєній останній координаті. Довести, 

що L  – лінійний підпростір nV , і знайти базис та розмірність цього 

підпростору. 

Задача 13.3. Нехай L  – множина всіх тих векторів 

арифметичного векторного простору nV , у кожного з яких кожна 

координата з парним номером є подвоєнням попередньої координати 

з непарним номером. Довести, що L  – лінійний підпростір nV , і 

знайти базис та розмірність цього підпростору, 2n . 

Задача 13.4. Знайти розмірність і базис лінійного підпростору 
   4

4324214321
03,02,,, R xxxxxxxxxxV  

Задача 13.5. В просторі 3
R  задано вектор  5,4,2x  і базис 

     4,5,3,1,2,1,3,2,2: 321  eeee . Знайти координати 

вектору x  в базисі e. 

Задача 13.6. Вектори naaaa ,...,,, 321  і x  задано своїми 

координатами в деякому базисі. Довести, що вектори naaaa ,...,,, 321  

утворюють базис, і знайти координати вектора x  у цьому базисі, 

якщо: 

а) )1,1,1(1 a , )1,2,1(2 a , )1,2,3(3 a , )1,7,1( x ; 

б) )1,0,1,1(1 a , )1,3,1,2(2 a , )0,0,1,1(3 a , )1,1,1,0(4 a , 

)1,0,0,0(x . 

Задача 13.7. Що можна сказати про лінійну залежність: 

а) системи, яка складається із 49 векторів простору розмірності 

50; 

б) системи, яка складається із 100 векторів простору розмірності 

100; 

в) системи, яка складається із 1001 вектора простору розмірності 

1000. 
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Практичне заняття № 14. «Перетворення базису. Ізоморфні 

простори» 

Мета: Засвоїти теореми про зв’язок різних базисів і координат в 

різних базисах. Навчитись знаходити координати елементу в новому 

базисі. Засвоїти поняття ізоморфізму лінійних просторів. 

Необхідні теоретичні матеріали 

Наслідок (із теорем про зв’язок розмірності і базису). Якщо 

відомо один базис 
neee ,...,, 21
 простору, то довільні n  ЛНЗ елементів 

n
fff ,...,,

21
 цього простору теж утворюють його базис. 

Матрицею переходу від базису e  до базису e  називається 

матриця U , яка складається із стовпчиків ia  координат елементів 

базису e  в базисі e . Позначають ee U  . Зв'язок між базисами 

описується формулою eUe  . 

Твердження. Якщо перехід від базису e  до базису e  простору L  

задається матрицею U , то перехід від e  до e  задається оберненою 

матрицею 1U : 

ee U
1

. 

Твердження. Якщо перехід від базису e  до базису e  простору L  

задається матрицею U , то перехід від координат в базисі e  до 

координат в базисі e  задається матрицею TU )( 1 , транспонованою 

до оберненої.  

Зв'язок між  координатами описується формулами  
T

e

T

e xUx 1

     або      T

ee Uxx )( 1

  . 

Два простори 
PL  та 

P
F  називаються ізоморфними ( FL  ), якщо 

існує взаємно однозначне відображення FL :  таке, що 

виконуються наступні умови 

1) Lyx  ,    );()()( yxyx    

2) PLx  ,    ).()( xx    

При цьому відображення   називається ізоморфізмом просторів 
PL  

та 
P

F .  

Властивості ізоморфізмів 
1. Ізоморфний образ нульового елементу і тільки його дорівнює 

нульовому елементу. 

2. Елементи Laaa
t
,...,,

21
 лінійно залежні тоді і тільки тоді, 

коли лінійно залежні їх ізоморфні образи. 
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3. Нехай FL :  – ізоморфізм простору 
PL . Елементи 

Laaa
t
,...,,

21
 лінійно незалежні тоді і тільки тоді, коли 

Faaa
t
)(),...,(),(

21
  лінійно незалежні. 

4. Якщо FL :  – ізоморфізм, то LF  :1  також 

ізоморфізм. 

5. Якщо WFFL  , , то WL  . 

Аудиторна робота. 

Вправа 14.1. Знайти матрицю переходу від базису 321 ,, eee  до 

базису 321 ,, eee  : 

3211 43 eeee  , 3212 52 eeee  , 3213 354 eeee  . 

Вправа 14.2. Дана матриця 














 

200

210

321

 переходу від базису 

321 ,, eee  до базису 321 ,, eee  .  

Знайти координати 
2e  в базисі 321 ,, eee  та координати 

321 ,, eee в 

базисі 321 ,, eee  . 

Приклад 14.3! Вектор ea )0,1,3(   заданий координатами в 

базисі 321 ,, eee . Знайти координати вектора a  в базисі 321 ,, eee  , якщо:  

3211 32 eeee  ; 

312 eee  ; 

233 2 eee   

Розв’язання. Матриця 


















213

101

012

T  є матрицею переходу від 

базису 321 ,, eee  до базису 321 ,, eee  . Нехай, 
321 ,,    – координати 

вектора a  в базисі 321 ,, eee  . Тоді 










































0

1

3
1

3

2

1

T






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Так як, 
























111

241

121
1T , то 





















































































4

7

5

0

1

3

111

241

121

3

2

1







, звідки ea  )4,7,5( .  ∆ 

Вправа 14.4. За координатами вектора x  в базисі 321 ,, eee  знайти 

його координати в базисі 321 ,, eee  : ex )1;1;2( ; 3211 2 eeee  ; 

3212 3eeee  ; 3213 22 eeee  . 

Вправа 14.5. В просторі  xR3  знайти матрицю переходу від 

базису 
32 ,,,1 xxx  до базису 

32 )2(,)2(),2(,1  xxx  і розклад 

многочлену 45)( 23  xxxf  за степенями )2( x  (тобто по другому 

базису). 

Вправа 14.6. Дано два базиси: 

)1,1,1(:
1
ee , )2,1,1(2 e , )1,3,1(3 e ;  

)1,1,1(:
1

 ee , )1,2,1(2 e , )1,2,2(3 e . 

Знайти координати елементу )4,2,4(x  в обох базисах, 

використовуючи матрицю переходу від базису e  до e? 

Приклад 14.7. Довести, що дійсний векторний простір 

квадратних матриць другого порядку )(2 RM  з дійсними елементами 

ізоморфний арифметичному векторному простору 
4V . 

Розв’язання: Зауважимо насамперед, що обидва простори 

розглядаються над тим самим полем – полем дійсних чисел R . 

Знайдемо відповідність   між елементами A )(
2

RM  і елементами 

4Va , за таким правилом: якщо 










43

21




A , то aA )( , де 

),,,( 4321 a . Встановлена таким способом відповідність взаємно-

однозначна. Покажемо, що для довільних матриць BA, )(
2

RM  і 

довільного дійсного числа R  

)()()( BABA                                                (1) 

і                        )()( AA                                                        (2) 

Справді, якщо 










43

21




B , то  
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






























4433

2211

43

21

43

21












BA . 

Ліва частина рівності (1) тоді матиме вигляд 

),,,( 44332211   ,  

а права частина цієї самої рівності така: 

),,,(),,,(),,,( 4433221143214321    

Отже, )()()( BABA   . 

Перевіримо тепер рівність (2): 

)(),,,(

),,,()(

4321

4321

43

21

43

21

A

A













































. 

Отже, )()( AA   .  ∆ 

 

Приклад 14.8. Вказати відповідність між елементами лінійних 

просторів 3T  та  xR2
, які є ізоморфними. 

Розв’язання: Розглянемо базис 


















0

0

1

1e , 


















0

1

0

2e , 


















1

0

0

3e  в 

просторі 3T  та базис 1)(0 xp , xxp )(1
, 

2

2 )( xxp   в просторі  xP2
. 

Елемент 



















3

2

1

c

c

c

y  простору 3T  в базисі 321 ,, eee  має координати 

321 ,, ccc , так як 332211 ecececy  . 

Поставимо елементу y  простору 3T  у відповідність елемент 'y  

простору  xR2
, який в базисі 321 ,, ppp  має ті ж самі координати 

321 ,, ccc , тобто 'y  це многочлен 
2

321 xcxcc  . Ця відповідність взаємо 

однозначна, так як кожний елемент однозначно визначається своїми 

координатами в даному базисі. При цій відповідності сумі прообразів 

відповідає сума їх образів, так як при додаванні елементів їх 

координати додаються. Аналогічно, для будь-якого числа   елементу 

y  простору 3T  відповідає елемент 'y  простору  xR2
. Значить, 

вказана відповідність є ізоморфізмом.  ∆ 
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Приклад 14.9. Які простори )(RnmM   матриць з розмірами 

nm  ізоморфні простору 6T  стовпчиків з шістьма елементами? 

Розв’язання: Розмірності просторів )(RnmM   і 6T  рівні 

відповідно mn  і 6. Простори )(RnmM   і 6T  ізоморфні тоді і тільки 

тоді, коли 6nm . Значить, простори )(16 RM , )(61 RM , )(23 RM , 

)(32 RM  ізоморфні простору 
6T . 

Відмітимо, що простір )(
16

R


M  – це простір матриць з розмірами 

16 , тобто це сам простір 6T . Відомо, що будь-який лінійний простір 

ізоморфний сам собі. ∆ 

Самостійна робота. 

Задача 14.1. Знайти матрицю переходу від базису 321 ,, eee  до 

базису 321 ,, eee  : 

3211 3eeee  , 3212 42 eeee  , 313 53 eee  . 

Задача 14.2. Знайти матрицю переходу від базису 4321 ,,, eeee  до 

базису 2143 ,,, eeee . 

Задача 14.3. Дана матриця 




















645

012

001

 переходу від базису 

321 ,, eee  до базису 321 ,, eee  .  

Знайти координати 
2e  в базисі 321 ,, eee  та координати 321 ,, eee в 

базисі 321 ,, eee  . 

Задача 14.4. В просторі 3E  знайти матрицю переходу від базису 

kji ,,  до базису kji 5,3,2  . 

Задача 14.5. Знайти матрицю переходу від базису 
432 ,,,,1 xxxx  

до базису 
432 )1(,)1(,)1(),1(,1  xxxx . 

Задача 14.6. Знайти матрицю переходу T  від базису B  до 

базису B  вправи 3.9. 

Задача 14.7. Знайти матрицю переходу від базису kaaa ,...,, 21  до 

базису kbbb ,...,, 21  за вказаним розкладом цих векторів в базисі 

keee ,...,, 21 : 3211 eeea  ; 212 eea  ; 13 2ea  ; 211 eeb  ; 

212 2 eeb  ; 3213 eeeb  . 
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Задача 14.8. За координатами вектора x  в базисі 321 ,, eee  

знайти його координати в базисі 321 ,, eee  : )3;2;1(x ; 3211 eeee  ; 

3212 22 eeee  ; 3213 52 eeee  . 

Задача 14.9. Чи ізоморфні лінійний простір 3T  стовпчиків з 

трьома елементами та лінійний простір  xR3  многочленів степеня не 

вище за 3? 

Задача 14.10. Наведіть приклади трьох лінійних просторів, які 

ізоморфні лінійному простору nT  стовпчиків з n  елементами. 

Задача 14.11. Знайдіть n  для вказаних просторів, якщо відомо, 

що ці простори ізоморфні простору стовпчиків 6T : 

а) для простору )(2 RnM ;  

б) для простору )(3 RnM  ;  

в) для простору симетричних nn -матриць з нульовими 

елементами на діагоналі; 

г) для простору  xRn ; 

д) для підпростору многочленів )(xp  із  xRn , які задовольняють 

умові 0)0( p ; 

е) для підпростору стовпчиків із nT , сума елементів яких рівна 

нулю. 
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Практичне заняття № 15. «Лінійна оболонка. Базис і 

розмірність перетину і суми» 

Мета: На основі теореми про розмірність лінійної оболонки 

навчитись знаходити базис і розмірність лінійних оболонок, їх сум і 

перетинів.  

Необхідні теоретичні матеріали 

Лінійною оболонкою L  елементів Vzyx ,...,,  називається 

сукупність всіх лінійних комбінацій цих елементів: 
 R  ,...,,|...,...,, zyxzyxL  

Теорема (Про розмірність лінійної оболонки). Розмірність 

лінійної оболонки zyx ,...,,  дорівнює максимальному числу ЛНЗ 

елементів в системі елементів zyx ,...,, , а самі ці ЛНЗ елементи 

утворюють базис. 

Зауваження. Нехай 
neee ,...,, 21
 – базис простору .V  Тоді  

neeeV ,...,, 21 . 

Твердження (Про перетин підпросторів) Перетин підпросторів 

1L  і 
2L  утворює підпростір.  

Сумою підпросторів 
1L  і 

2L  називається множина  

 21, LyLxyxL  . Позначається     .21 LLL   

Твердження (про суму підпросторів) Сума підпросторів 
1L  і 

2L  

утворює підпростір в V . 

Теорема (Про суму розмірностей) Сума розмірностей довільних 

підпросторів  скінченномірного лінійного простору дорівнює сумі 

розмірностей перетину і суми цих підпросторів:  
)dim()dim(dimdim 212121 LLLLLL    

Нехай 
1L  і 

2L  – підпростори n  - мірного простору V . Простір L  

називається прямою сумою підпросторів 
1L  і 

2L , якщо кожний 

елемент x  простору L  може бути однозначно утворений сумою 

xxx  21
, де 

2211 , LxLx  . Позначається 
21 LLL  . 

Теорема (Критерій прямої суми) Для того, щоб простір L  

представляв собою пряму суму підпросторів 
1L  і 

2L , необхідно і 

достатньо, щоб виконувались наступні умови 

1) }{21 LL  , 

2) 
21 dimdimdim LLL  . 
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Аудиторна робота. 

Приклад 15.1!. Знайти розмірність і базис лінійного 

підпростору 
54321 ,,,, aaaaaL  , де )1,0,0,1(1 a , )4,3,2,1(2 a , 

)3,3,2,2(3 a , )1,3,2,4(4 a , )5,3,2,0(5 a .  

Розв’язання. Відомо, що розмірність лінійної оболонки векторів 

maaa ,...,, 21  збігається з рангом матриці, яка містить координати даних  

векторів у довільному базисі цього простору, а за базис простору 

maaaL ,...,, 21  можна взяти довільну максимальну лінійно 

незалежну підсистему системи maaa ,...,, 21 . Відповідно до цього 

складаємо матрицю A  з координат векторів 54321 ,,,, aaaaa  і знаходимо 

її ранг: 





















 























 























 















0000

0000

0000

5320

1001

5320

5320

5320

5320

1001

5320

1324

3322

4321

1001 )1(

)1(

)1(

)4(

)2(

)1(

VII

IVII

IIIII

IVI

IIII

III

p

p

p

p

p

p

A . 

З останньої матриці видно, що ранг матриці A  дорівнює числу 2, 

а також те, що однією з максимальних лінійно незалежних підсистем 

системи 54321 ,,,, aaaaa  є підсистема ( 21,aa ). Отже, розмірність 

розглядуваної лінійної оболонки дорівнює числу 2, а за базис її 

можна взяти підсистему ( 21,aa ).   ∆ 

Вправа 15.2. Знайти розмірність s  суми і розмірність d  

перетину векторних підпросторів 321 ,, aaaU   і 1bV  , заданих як 

лінійні оболонки векторів )1,2,3,4(1 a , )2,1,0,1(2 a , )3,1,3,3(3 a , 

)4,2,0,2(1 b . 

Порада: Використовуйте те, що: 1) сума лінійних оболонок є 

також лінійною оболонкою, причому твірними елементами її є 

об’єднання твірних елементів доданків, 2) розмірність перетину двох 

підпросторів є різницею між сумою розмінностей підпросторів-

доданків і розмірністю суми цих підпросторів. 
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Приклад 15.3! Знайти базиси суми і перетину підпросторів 

321 ,, aaa  і 321 ,, bbb , якщо )0,0,1,1(1 a , )0,1,1,0(2 a , )1,1,0,0(3 a , 

)0,1,0,1(1 b , )1,1,2,0(2 b , )2,1,2,1(3 b . 

Розв’язання. Відомо, що коли розглядається сума лінійних 

оболонок kaaaU ,...,, 21  і lbbbV ,...,, 21 , то базисом B  суми 

VUS   є кожна максимально лінійно незалежна підсистема 

системи векторів 
lk

bbbaaa ,...,,,,...,,
2121

, або системи векторів 

imiijsjj bbbaaa ,...,,,,...,, 2121 , де jsjj aaa ,...,, 21  – базис U , а 
imii

bbb ,...,,
21

 – 

базис V .  

Знайдемо спочатку базиси просторів U  і V . Для цього (див. 

приклад 4.1) складемо матриці A  і C  з координат даних векторів 

321 ,, aaa  і 
321

,, bbb  та знайдемо їх ранги 



















1100

0110

0011

A  

Легко побачити, що ранг матриці A  дорівнює 3. 






































2020

1120

0101

2121

1120

0101
)1( IIII p

C  

Ранг матриці C  дорівнює також 3. 

Отже, базисом простору U  є система векторів 321 ,, aaa , а базисом 

простору V  є система векторів 
321

,, bbb . Знайдемо тепер базис B  

простору VUS  . Для цього складемо матрицю D  з координат 

векторів 321 ,, aaa ,
321

,, bbb  і знайдемо її ранг 
























































































2121

1120

0200

1100

0110

0011

2121

1120

0110

1100

0110

0011

2121

1120

0101

1100

0110

0011
)1( IVIIIVI pp

D  

Легко бачити, що ранг матриці D  дорівнює числу 4. За базис 

простору S  можна взяти такі вектори: 1321 ,,, baaa . Знайдемо тепер 
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базис перетину VUP  . Оскільки 3dim U , 3dim V , 4dim S , 

то, за теоремою про суму розмірностей, 2433dim P . 

Отже, базис простору P  складається з двох векторів. Знайдемо 

їх. Оскільки простір P  складається з тих і тільки тих векторів , які 

належать, як до простору U , так і до простору V , то можна 

припустити, що  

332211332211
bybybyaxaxaxp                                 (1) 

Ця рівність еквівалентна системі чотирьох лінійних однорідних 

рівнянь з шістьма невідомими 
321321 ,,,,, yyyxxx  рангу 4: 

 





















02

0

022

0

323

32132

3221

311

yyx

yyyxx

yyxx

yyx

                                                (2) 

Знайдемо фундаментальну сукупність розв’язків цієї системи. 

Для цього скористаємося відомим алгоритмом, привівши матрицю 

системи до східчастої форми. 

























































210100

111110

121010

101001

210100

111110

220011

101001

 

























































222000

012100

121010

101001

210100

012100

121010

101001

 

 За вільні невідомі можна взяти останні 
2y  і 3y . Узявши 

послідовно 12 y , 03 y  і 02 y , 13 y , заповнимо табличку 

фундаментальних розв’язків:  

x  1
x  

2
x  

3
x  

1
y  

2
y  

3
y  

1
f  1 1 1 1 1 0 

2
f  2 0 2 1 0 1 

)0,1,1,1,1,1(1 f , )1,0,1,2,0,2(2 f  

Базис простору P  дістанемо, якщо в рівності (1) замість 

321 ,, xxx , (або замість 321 ,, yyy ) підставимо їх значення з 1f  і 2f . 
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Матимемо 

3213211
011111 bbbaaap  , 

3213212
101202 bbbaaap   

і остаточно, підставляючи значення 
321

,, aaa  або 
321

,, bbb , отримаємо 

)1,2,2,1(
1
p , )2,2,2,2(

2
p  – базис перетину VUP  .  ∆ 

З а у в а ж е н н я  1. Остання рівність умови (1) може бути представлена 

як векторний вигляд однорідної системи з невідомими 
321321

,,,,, yyyxxx  : 

0)()()(
332211332211


 bybybyaxaxax . 

Стовпчиками матриці цієї системи будуть вектори 
321321

,,,,, bbbaaa .  

Зауваження 2. Для обчислення базису перетину  немає необхідності 

повністю знаходити ФСР системи (2). Достатньо для кожного 

фундаментального розв’язку знайти значення останніх змінних ( у нашому 

випадку це 
321

,, yyy , причому дві з них вільні) та обчислити 

332211
bybybyp  . Якщо деяке 0




i
p , то воно не може входити до базису 

перетину. 

Вправа 15.4. Знайти базиси суми і перетину векторних 

підпросторів U  і V , заданих як лінійні оболонки векторів )1,2,1(1 a , 

)1,1,1(2 a , )3,3,1(3 a  і )1,3,2(1 b , )2,2,1(2 b , )3,1,1(3 b . 

Приклад 15.5. Довести, що арифметичний векторний простір nV  

є прямою сумою VU   векторних підпросторів U  і V ,  де U – 

підпростір всіх векторів, сума координат кожного з яких дорівнює 

нулю і V – підпростір усіх векторів, у кожного з яких усі координати 

рівні між собою.  

Розв’язання. Відомо, що сума VU   підпросторів U  і V  є 

прямою, якщо простори U  і V  мають своїм спільним елементом 

лише нульовий вектор. Нагадаємо також, що простір L є сумою 

підпросторів U і V, якщо кожен вектор Lx  можна подати як суму 

vu  , де  Uu , Vv . 

Те, що задані півпростори U і V, перетинаються лише по 

нульовому вектору, очевидно з їх задання. Покажемо, що довільний 

вектор простору 
nV   можна подати у вигляді суми векторів U і V. Для 

цього досить показати, що так само можна зобразити будь-який 

вектор базису простору nV . Нехай keee ,...,, 21  – базис простору nV , де 

)0,...,0,0,1(1 e , )0,...,0,1,0(2 e , )0,...,1,0,0(3 e , )1,..,0,0,0(ne . Тоді 

iii vue  , ni ,...,2,1 , де iu  – вектор з U, з якого i-а координата 
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дорівнює 
n

n 1
, а кожна інша координата дорівнює  

n

1
 ; iv  – вектор 

з V, кожна координата якого дорівнює 
n

1
. ∆ 

Самостійна робота. 

Задача 15.1. Знайти базис і розмірність векторних просторів, які 

є лінійними оболонками таких векторів: )1,0,0,1(1 a , )0,1,1,2(2 a , 

)1,1,1,1(3 a , )4,3,2,1(4 a , )3,2,1,0(5 a . 

Задача 15.2. Знайти розмірність s  суми і розмірність d  

перетину векторних підпросторів U  і V , заданих як лінійні оболонки 

векторів )1,1,1,1,1(1 a , )1,1,0,1,1(2 a , )3,1,2,3,1(3 a , )5,1,3,5,1(4 a , 

)2,2,2,2,1(1 b , )0,0,1,0,0(2 b , )6,6,5,6,3(3 b , 

)4,4,3,4,2(4 b . 

Задача 15.3. Знайти базиси суми і перетину векторних 

підпросторів U  і V , заданих як лінійні оболонки векторів 

)2,1,2,1(1 a , )0,1,3,2(2 a , )3,2,2,1(3 a  і )1,1,1,1(1 b , )1,1,0,1(2 b , 

)4,0,3,1(3 b . 

Задача 15.4. Знайти базис і визначити розмірність простору 

розв’язків системи лінійних однорідних рівнянь: 





















0192483

03254

04653

0342

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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Практичне заняття № 16. «Лінійний оператор. Матриця 

лінійного оператора. Матриці лінійного оператора в різних 

базисах» 

Мета: Засвоїти поняття лінійного оператора та його матриці. 

Навчитись будувати матрицю лінійного оператора в заданому базисі. 

Засвоїти зв’язок між матрицями лінійних операторів в різних базисах. 

Необхідні теоретичні матеріали  

Нехай V  і W  – числові лінійні простори. Відображення A
~

, що 

діє із V  в W  називається лінійним оператором, якщо Vyx  ,  і для 

довільного числа   виконуються наступні співвідношення. 

10. )(
~

)(
~

)(
~

yAxAyxA  ; 

20. xAxA
~

)(
~

  . 

Якщо VW  , то VVA :
~

 називають лінійним перетворенням. 

Матрицею лінійного перетворення в базисі e  буде матриця, 

стовпчики якої є координатами образів базисних елементів в базисі e . 

Теорема. Матриці 
eA  і 

eA   лінійного перетворення A
~

 в базисах 

e  та e  відповідно пов’язані співвідношенням UAUA ee

1

  , де U  – 

матриця переходу від e  до e . 

Наслідок . Визначники матриць лінійного оператору в різних 

базисах рівні. 

Аудиторна робота. 

Приклад 16.1! Координати векторів x , )(xf  та )(x  задані в 

одному і тому ж базисі простору 2
R . 

З’ясувати, чи є лінійними наступні відображення: 

а) відображення f , яке переводить будь-який вектор ),( 211 x  

у вектор )3;2()( 12211  xf ; 

б) відображення  , яке переводить будь-який вектор ),( 211 x  

у вектор );2()( 2

2211  x . 

Розв’язання. а) Щоб з’ясувати, чи є дане відображення лінійним, 

перевіримо, чи виконуються умови:  

1) )()()( 2121 xfxfxxf  ;  

2) )()( 11 xfxf   , RR  xxx ,, 2

21 . 

Нехай ),( 212 x  – будь-який вектор даного простору. Так як  

);( 221121   xx ; 

))()(3);(2()( 1122221121   xxf ; 

)33;22()()( 1212212121   xfxf , 
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то )()()( 2121 xfxfxxf   і перша умова виконується. 

Друга умова також виконується. Дійсно, так як ),(
211

x , 

то  ))3();2(()3,2()(
122112211

xf  

)()3;2( 11221 xf  . 

Значить, відображення f  є лінійним. 

б) Для відображення   маємо 

 ))();)(2()( 2

22221121  xx  

)2,22( 2

222

2

22211    

);22()()( 2

2

2

2212121   xx , 

звідки випливає, що )()()( 2121 xxxx    і відображення   не є 

лінійним. ∆ 

Вправа 16.2. З’ясувати, чи є лінійним наступне відображення f , 

яке переводить будь-який вектор ),,( 321 x  у вектор 

);;2( 12321   , заданий координатами в тому ж базисі, що і 

вектор x . 

Приклад 16.3! Для лінійного відображення f  прикладу 6.1(а) 

знайти матрицю A  відображення в тому ж базисі, в якому задані 

координати векторів. 

Розв’язання. Позначимо через 1e , 2e  базис, в якому задано 

координати векторів. Для того щоб знайти матрицю A , знайдемо 

)( 1ef  і )( 2ef . Так як )0;1(1 e , )1;0(2 e , то 211 11)1;1()( eeef  , 

212 32)3;2()( eeef  . Коефіцієнти при 1e , 2e  вектора )( 1ef  

записуємо в перший стовпчик, а при )( 2ef  – в другий. Таким чином, 















31

21
eA . 

Вправа 16.4. Знайти матрицю лінійного відображення, яке 

переводить кожний вектор ),,( 321 x  у вектор 

);3;2( 231321  y , заданий координатами в тому ж базисі, що і 

вектор x . 

Приклад 16.5! Нехай у базисі },...,,{ 21 neeeB  простору 
nV  лінійний 

оператор A  задано матрицею A . І нехай дано координатний рядок ][x  

вектора x  в цьому самому базисі. Знайти координатний рядок вектора 

xA  в базисі B , якщо 




















103

141

232

A , Bx )1,1,2(  . 
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Розв’язання. Якщо yx A , то зв’язок координат образу та 

прообразу через матрицю оператору в одному базисі має наступний 

вигляд: T
BB

T
B xAy  . Отже, при заданій умові 

























































7

1

3

1

1

2

103

141

232
T
By . 

Відповідь. Bx )7,1,3( A . ∆ 

Приклад 16.6. Лінійний оператор A  тривимірного простору 

переводить вектори 
321 ,, aaa  у 

321 ,, bbb  відповідно. Знайти матрицю A  

цього оператора в тому самому базисі, в якому задано координати 

всіх векторів, якщо )5,3,2(1 a , )1,1,1(1 b , )2,1,0(2 a , )1,1,1(2 b , 

)0,0,1(3 a , )2,1,2(3 b . 

Розв’язання. Нехай координати згаданих векторів задано в 

базисі ),,( 321 eeee  . Оскільки 11 ba A , 22 ba A , 33 ba A , то, 

враховуючи зв’язок координат через матрицю, маємо 
















T
e

T
ee

T
e

T
ee

T
e

T
ee

baA

baA

baA

)()(

)()(

)()(

33

22

11

 

Якщо позначити ))()()(( 321
T
e

T
e

T
e aaaA  , ))()()(( 321

T
e

T
e

T
e bbbB  , то дану 

систему можна записати у вигляді матричного рівняння BAAe   

(рівняння типу BXA ). Очевидно, що при умові невиродженості 

матриці A , розв’язок знаходиться за формулою 1 ABAe  (або за 

допомогою елементарних перетворень стовпчиків за схемою 



















X

E

B

A
, 1 ABX ). Якщо A  – вироджена матриця, то задача може 

не мати розв’язку, або розв’язків буде безліч.  

Почнемо з аналізу вродженості матриці A , яка еквівалентна 

лінійній залежності векторів 
321 ,, aaa : 




































100

210

001

001

210

532

. Ранг 

даної матриці дорівнює кількості векторів (3), тому 
321 ,, aaa  – ЛНЗ, а 

матриця A  – невироджена.  
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Задача має розв’язок: 




































































































012

471

6112

100

010

001

012

411

612

120

010

001

211

111

211

025

013

102

B

A
. 

Звідси одержуємо, відповідь: 
























012

471

6112

eA . ∆ 

Приклад 16.7! Лінійний оператор A  тривимірного простору 

переводить вектори 
321 ,, aaa  у 

321 ,, bbb  відповідно. Знайти матрицю A  

цього оператора в базисі 321 ,, aaa , якщо  

)1,2,1(1 a , )1,4,1(1 b , )1,1,1(2 a , )2,3,1(2 b , )1,0,1(3 a , 

)5,2,3(3 b . 

Розв’язання. Оскільки 11 ba A , 22 ba A , 33 ba A , то матриця aA  

оператору A  в базисі 321 ,, aaa  буде складатися із стовпчиків 

координат векторів 321 ,, bbb  в базисі 321 ,, aaa . Розв’язання цієї задачі 

має наступну схему:     
aAEBA  :  записуємо вектори 321 ,, aaa  і 

321 ,, bbb  в стовпчики через риску, елементарними перетвореннями 

ліву частину приводимо до одиничної матриці, тоді в правій частині 

будуть записані по стовпчиках координати векторів 321 ,, bbb  в базисі 

321 ,, aaa , тобто це і буде шукана матриця. 













































2

4

3

1

5

1

0

2

1

2

2

1

0

1

1

0

0

1

5

2

3

2

3

1

1

4

1

1

0

1

1

1

1

1

2

1

 

















 































1

6

2

2
1

6
2

9

0

2

3

1

0

0

0

1

0

0

0

1

1

6

4

2
1

6
2

3

0

2

1

1

0

0

0

1

1

0

0

1

 

Відповідь: 



























1
2

10

662

2
2

93

aA . ∆ 
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Вправа 16.8*. Довести, що множення кожної квадратної 

матиці другого порядку: а) зліва, б) справа на дану матрицю 








dc

ba
 є 

лінійним оператором простору всіх квадратних матриць другого 

порядку. Знайти матриці A  і B  цих операторів у базисі, що 

складається з матриць: 









00

01
1E , 










01

00
2E , 










00

10
3E , 










10

00
4E . 

Приклад 16.9! Дано два базиси 21,ee  і ',' 21 ee  та матриця 








 


05

21
A  лінійного відображення f  в базисі 21,ee . Знайти 

матрицю B  цього відображення в базисі ',' 21 ee , якщо  

211 2' eee  , 212 23' eee                                                 (1) 

Розв’язання. Матриця T  переходу від базису 21,ee  до базису 

',' 21 ee  має вид 













21

32
T , а обернена до неї матриця 










21

32
1T . 

Значить, за формулою ATTB 1 :  


























































 










3120

4730

21

32

29

413

21

32

05

21

21

32
B . 

Дану задачу можна розв’язати і без використання формули 

ATTB 1 . Для цього, щоб знайти матрицю B , треба знайти 

координати векторів )'( 1ef  та )'( 2ef  в базисі ',' 21 ee , тобто коефіцієнти у 

розкладі )'( 1ef  та )'( 2ef  за векторами ',' 21 ee . Із означення лінійного 

відображення випливає 

)()(2)2()'( 21211 efefeefef  ; 

)(2)(3)23()'( 21212 efefeefef  . 

За означенням матриці відображення в даному базисі  

211 5)( eeef  ; 

12 2)( eef  . 

Тому 

21211 102)5(2)'( eeeeef  ; 

211212 154)5(3)'( eeeeeef  . 

Виражаючи 21,ee  із (1), отримаємо ''2 211 eee  , '2'3 212 eee  . 

Значить, 

'20'30)'2'3(10)'( 21211 eeeeef  ; 

'31'47)'2'3(15)''2()'( 2121212 eeeeeeef  ,  
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отже, відображення f має в базисі ',' 21 ee  матрицю 













3120

4730
B . ∆ 

Приклад 16.10. Як зміниться матриця лінійного оператора A  

векторного простору 
nL , якщо в базисі },...,,{ 21 neeeB  поміняти місцями 

два вектори 1e  і 2e ? 

Розв’язання. Нехай оператор A  переводить вектори базису 

},...,,{ 21 neeeB  у вектори nñññ ,...,, 21  простору 
nL . Кожний вектор ic  

єдиним способом лінійно виражається через вектори базису 

},...,,{ 21 neeeB : 

nn eeeece 131321211111 ...  A , 

nn eeeece 232322212122 ...  A , 

nn eeeece 333323213133 ...  A , 

…………………………………………….. 

nnnnnnnn eeeece   ...332211A . 

 

Матриця 

























nnnnn

n

n

n

A









...

...............

...

...

...

321

3332313

2322212

1312111

 

і є матрицею оператора A  в базисі },...,,{ 21 neeeB . Нехай тепер 

},...,,,{ 312 neeeeB  – базис простору 
nL , який дістаємо з попереднього 

перестановкою в ньому першого і другого векторів. Зрозуміло, що 

тоді виконуються рівності: 

nn eeeece 232312122222 ...  A , 

nn eeeece 131311121211 ...  A , 

nn eeeece 333313123233 ...  A , 

…………………………………………….. 

nnnnnnnn eeeece   ...331122A . 
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Матриця 

























nnnnn

n

n

n

A









...

...............

...

...

...

312

3331323

1311121

2321222

 є матрицею оператора A  

в базисі },...,,,{ 312 neeeeB . Порівнюючи матриці A  і A , бачимо, що 

перестановка першого і другого векторів базису привела до 

перестановки в матриці лінійного оператора першого і другого рядків 

та першого і другого стовпців. 

Зауваження. Зрозуміло, що надалі такі задачі слід виконувати 

усно, враховуючи лише, що стовпчиками матриці A  є координатні 

рядки векторів 1eA , 2eA , 3eA , …, neA  в базисі },...,,{ 21 neeeB , а 

стовпчиками матриці A  є координатні рядки векторів 2eA , 1eA , 3eA , 

…, neA  в базисі },...,,,{ 312 neeeeB . 

Приклад 16.11! Лінійний оператор A  в базисі )3,2,2(1 a , 

)0,1,1(2 a , )1,2,1(3 a  має матрицю 






















111

101

111

A . Знайти його 

матрицю в базисі )3,2,1(1 b , )2,1,0(2 b , )1,0,0(3 b . 

Розв’язання. Відомо, що коли лінійний оператор A  в базисі 

),,( 321 aaaa   має матрицю A , то в базисі ),,( 321 bbbb   він задається 

матрицею ATTA 1 , де T  – матриця переходу від базису a  до 

базису b . Щоб знайти матрицю T , використаємо базис ),,( 321 eeee  , в 

якому задано координати всіх векторів. Очевидно, 
0eAa  , 

0eBb  , де 























103

212

112

0A , 




















123

012

001

0B  – матриці переходу від базису e  

до базисів a , b  відповідно, причому матриці 00 ,BA  є невиродженими. 

З останніх рівностей дістанемо 
1

0

 aAe . Тоді 

)()( 0

1

00

1

00 BAaBaAeBb   . Зрозуміло, що TBA 

0

1

0  – матриця 

переходу від базису a  до базису b . Знаходимо послідовно 

























433

654

111
1

0A , 






















 

4521

6732

116

0

1

0 BAT , 



 106 

























10913

432

112
1T , 

і, нарешті, 






















 

1652

721

1003312
1ATTA . ∆ 

Самостійна робота. 

Задача 16.1. Перевірити, чи є лінійним відображення. Знайти 

матрицю лінійного відображення, яке переводить кожний вектор 

),,( 321 x  у вектор y , заданий координатами в тому ж базисі, що і 

вектор x : 

а) );;5( 2132132  y ,              б) );;2( 213 y , 

в) );;23( 1

2

232  y                                  г) )23;;0( 32131  y , 

д) )4;;( 312  y . 

Задача 16.2. Лінійний оператор A  тривимірного простору 

переводить вектори 
321 ,, aaa  у 

321 ,, bbb  відповідно. Знайти матрицю A  

цього оператора в базисі 321 ,, aaa , якщо )3,0,2(1 a , )1,2,1(1 b , 

)1,1,1(2 a , )3,1,2(2 b , )0,1,2(3 a , )1,1,1(3 b . 

Задача 16.3. Нехай у базисі },...,,{ 21 neeeB простору 
nV  лінійний 

оператор Α  задано матрицею A . І нехай дано координатний рядок 
Bx  

вектора x  в цьому самому базисі. Знайти координатний рядок 
Bx)(A  

вектора xA  в базисі B , якщо 





























1000

1100

1210

2111

A , )3,4,8,1( Bx . 

Задача 16.4. Дано два базиси neee ,...,, 21  і ',...,',' 21 neee  лінійного 

простору і матриці A  лінійного відображення в базисі neee ,...,, 21 . 

Знайти матрицю цього відображення в базисі ',...,',' 21 neee : 

а) 











33

42
A , 121 2' eee  , 212 42' eee  ; 

б) 






















112

013

120

A , 3211 23' eeee  , 3212 22' eeee  , 

3213 52' eeee  . 
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Задача 16.5. Лінійний оператор A  в базисі },,,{ 4321 eeeeB  має 

матрицю 
























3121

1352

2103

1021

A . Знайти матрицю 'A  цього самого 

оператора в базисі 1e , 21 ee  , 321 eee  , 4321 eeee  . 

 

Задача 16.6. Лінійний оператор A  в базисі },,{ 321 aaaB  має 

матрицю A . Знайти його матрицю 'A  в базисі },,{' 321 bbbB , якщо 

)0,1,0(1 a , )1,1,0(2 a , )0,0,1(3 a , )2,3,1(1 b , )0,0,1(2 b , )1,1,1(3 b ,  

 





















101

332

111

A . 
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Практичне заняття №17 «Власні значення. Власні вектори»  

Мета: Засвоїти поняття власних значень та власних векторів 

лінійного оператору та навчитись їх знаходити. 

Необхідні теоретичні матеріали  

Число P  називається власним значенням 

оператору ),(
~

VVLA  ( P  – поле, над яким розглядається даний 

векторний простір V ), якщо існує ненульовий елемент Vx  такий, 

що xxA 
~

. При цьому вектор x  називають власним вектором 

оператору A
~

, що відповідає власному значенню  . 

Якщо лінійний оператор A
~

 задано в деякому базисі матрицею 

e
A , то матриця виду EA

e
  називається характеристичною 

матрицею оператора A
~

, відповідною матриці 
e

A  (тут E  – одинична 

матриця того самого порядку, що й 
e

A , а   – деяке невідоме). 

Многочлен )
~~

det( IA  , де ),(
~

VVLI   – тотожній оператор,  відносно   

називається характеристичним многочленом оператору A
~

. 

Зауважимо, що EAIA
e

 )
~~

det( . Рівняння 0 EA
e

 відносно 

невідомого   називається характеристичним рівнянням оператора 

A
~

, а корені цього рівняння – характеристичними коренями 

оператора A
~

. Зрозуміло, що значення характеристичної матриці 

неоднозначне, проте всі характеристичні матриці лінійного оператора 

подібні між собою. У зв’язку з цим характеристичне рівняння і 

характеристичні корені лінійного оператора визначаються 

однозначно.  

Теорема. (критерій власного значення) Нехай 

оператор ),(
~

VVLA  ( P  – поле, над яким розглядається даний 

векторний простір V ). Для того, щоб число   було власним 

значенням оператору A
~

, необхідно і достатньо, щоб це число було 

коренем характеристичного рівняння оператору A
~

, який 

належить P . 

Зауважимо, що співвідношення xxA 
~

 еквівалентне 

співвідношенню  xIA )
~~

( , яке в свою чергу еквівалентне 

співвідношенню 0)(  T

ee
xEA , де 

eA  – матриця оператора A
~

 в 

деякому базисі e , T

e
x  – стовпчик координат вектора x  в базисі e . 

Отже, для кожного відомого власного значення P0  знаходження 

відповідних власних значень зводиться до знаходження множини 

ненульових розв’язків однорідної системи лінійних рівнянь 

0)(
0

 T

ee
xEA . 
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Аудиторна робота. 

Приклад 17.1! Знайти характеристичну матрицю, 

характеристичний многочлен, характеристичні корені, власні 

значення і власні вектори лінійного оператора A  векторного 

простору 
3L  над полем дійсних чисел R , який у деякому базисі 

},,{ 321 eeeB  цього простору задано матрицею 
























236

6512

337

A . 

Розв’язання. І. Знайдемо характеристичну матрицю, 

характеристичне рівняння та характеристичні корені оператора A :  









































































236

6512

337

100

010

001

236

6512

337

EA  – 

характеристична матриця, 

0 EA  , 0

236

6512

337















 – характеристичне рівняння. 

 

Перш ніж обчислювати визначник, що стоїть зліва в останній 

рівності, зробимо таке зауваження. У визначників третього порядку 

перший член визначника EA   є добутком трьох лінійних двочленів, 

решта мають степені менший або рівний 2 (відносно  , коли 

визначник обчислюють за так званим правилом трикутника). Тому 

доцільно спочатку звести в лінійний двочлен усі члени визначника, 

крім першого. Іноді цей двочлен може мати спільний множник з 

першим членом визначника. Тоді ми вже знатимемо один з 

характеристичних коренів, а далі знайдемо корені квадратного 

тричлена. Цей факт має місце і в розглянутому випадку:  

характеристичний многочлен  
 )6)(6)(3(3)3(12)2)(5)(7(|| EA  
 )]2)(3(12)7)(3)(6(3)5)(6[(

)2(36)2)(5)(7(  ]36)5)(7)[(2(  .  

Тоді характеристичне рівняння 0]36)5)(7)[(2(    

розпадається на рівняння 0)2(   і 036)5)(7(   . Розв’язавши 

їх, знайдемо характеристичні корені : 21  , 132    (число –1 є 

коренем характеристичного рівняння кратності 2). 
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ІІ. У нашому випадку RP  і R321 ,,  . Тому, за критерієм 

власного значення, всі характеристичні корені розглядуваного 

оператора A  є одночасно і його власними значеннями. 

ІІІ. Для знаходження власного вектора b , який відповідає 

власному значенню  , треба розглянути таку систему лінійних 

рівнянь: 













































0

0

0

)(
2

1



nx

x

x

EA  ,  

де A  – матриця лінійного оператора A , n  – порядок матриці A . 

Кожен ненульовий вектор підпростору, який є лінійною комбінацією 

фундаментальної сукупності розв’язків цієї системи, є власним 

вектором оператора A , що відповідає власному значенню  . У 

розглядуваному випадку для 21  , 132    відповідно маємо 

 
21   















036

06312

0339

21

321

321

xx

xxx

xxx

 

132    















0336

06612

0336

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Знаходимо фундаментальні системи розв’язків 
1  і 

2  цих 

систем відповідно: 

1. 











































000

210

113

036

6312

339

, ранг цієї матриці 2r , тоді 

123  rn , тому одна незалежна змінна, наприклад, 
3x .  

 

x  1x  
2x  

3x  

1
f

 
1 -2 

1 

 

)1,2,1(
11

 f . Множину власних векторів 
1

b , які 

відповідають власному значенню 21  , можна зобразити так: 

111
{ fñb  , де R1c , }01 c  
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2. 














 
























000

000

112

336

6612

336

, ранг цієї матриці 1r , тоді 

213  rn , тому дві незалежні змінні, наприклад, 
21

,xx .  

 

x  1x  
2x  

3x  

2
f  1 0 2 

3
f  0 1 1 

 

)1,1,0(),2,0,1(,
322
 ff .  

Множину власних векторів 
2

b , які відповідають власному 

значенню 132   , можна зобразити так: 
33222{ fсfсb  , де 

2c , 

R3c , 
2c , 

3c  не дорівнюють нулю одночасно}. ∆ 

 

Приклад 17.2! Знайти характеристичне рівняння та 

характеристичні числа матриці 


















101

420

521

A . 

Розв’язання. Характеристичне рівняння даної матриці має 

вигляд  

0

101

420

521

|| 















EA  або 04 23   . 

Розв’язуючи це рівняння, знаходимо характеристичні корені: 

021   , 43  . ∆ 

Приклад 17.3! В деякому базисі e  дана матриця 




















235

010

011

A  

лінійного оператору дійсного лінійного простору. Знайти власні 

вектори цього оператору. 

Розв’язання. Характеристичне рівняння даного оператору  

0

235

010

011

|| 















EA , тобто 0)2()1( 2   . 

Корені цього рівняння 21  , 132   . 
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Так як всі характеристичні корені дійсні, то власними 

значеннями даного лінійного оператору є: 21  , 132   . 

Для знаходження власних векторів X  лінійного оператору A , 

що відповідають власному значенню  , скористаємося матричним 

рівнянням  XEA )(  , де X  – стовпчик невідомих 
















3

2

1

x

x

x

. Дане 

рівняння відповідає однорідній системі лінійних рівнянь з 

невідомими 321 ,, xxx . Для розв’язування цієї системи будемо 

приводити матрицю )( EA   до східчастої форми та знаходити ФСР 

системи. 

Знайдемо власні вектори X , що відповідають власному 

значенню 21  : 









































035

030

013

2235

0210

0121

)(
1
EA . 

Матричне рівняння 0

035

030

013

)(

3

2

1

1




































x

x

x

XEA  відповідає 

системі 














035

03

03

21

2

21

xx

x

xx

. 

Розв’язуючи цю систему, маємо: 

































000

010

013

035

030

013

 – східчаста 

матриця, 
3x  – незалежна змінна,  

1x  
2x  

3x  

0 0 1 

Загальний розв’язок }),,0,0{( R ttF . 

Власними векторами даного оператору, що відповідають 

власному значенню 21  , є et),0,0( , де 0,  tt R . 

Аналогічно знайдемо власні вектори, що відповідають власному 

значенню 1
2
 . Матрицю системи 0)(

2
 XEA  приведемо до 

східчастої форми: 
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










































335

000

010

1235

0110

0111

)(
2
EA















 



000

010

305

, 
3x  – 

незалежна змінна,  

1x  
2x  

3x  

3 0 5 

Маємо: }),5,0,3{( R sssF . Значить, власними векторами даного 

оператору, що відповідають власному числу 1
2
 , є ess )5,0,3( , де 

0,  ss R . ∆ 

Приклад 17.4. Знайти власні вектори відображення f  лінійного 

простору V , яке задано матрицею 











11

21
A  в деякому базисі, 

якщо: а) V  – дійсний, б) V  – комплексний. 

Розв’язання. а) Характеристичним рівнянням даного 

відображення буде 0
11

21









 або 012  . 

Корені даного рівняння i2,1  – комплексні числа. Значить, 

відображення f  дійсного простору V  власних значень і власних 

векторів не має. 

б) В комплексному просторі власними значеннями відображення 

f  є i2,1 . 

Знайдемо власні вектори ),( 21 xxx  , що відповідають власному 

значенню i  із умови xx A , яка еквівалентна умові 

0)(
2

1











x

x
EA   отримаємо систему: 









0)1(

02)1(

21

21

xix

xxi
. 

Розв’язуючи цю систему, маємо, що ФСР цієї системи є 

)1,1( i :  








 
















00

11

11

21

)1(*

i

i

i
EA

IpiIIp

 , 
зміннанезалежна

зміннаголовна

2

1





x

x
 

1x  
2x  

)1( i  1 

Отже, власними векторами даного відображення в 

комплексному просторі V , що відповідають власному значенню i , є 

  0,,,)1(   Ci . 
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Знайдемо власні вектори, що відповідають власному 

значенню )( i , отримаємо систему: 








0)1(

02)1(

21

21

xix

xxi
 

Розв’язуючи цю систему, отримаємо, що власними векторами 

даного відображення комплексного простору V , що відповідають 

власному числу )( i  будуть 0,),,)1((   Ci . 

Вправа 17.5. В деякому базисі задана матриця 






















300

142

2413

A  

відображення f  та вектори )3,1,1(1 x , )5,0,1(2 x , )0,1,4(3 x . 

Визначити, які з даних векторів є власними векторами 

відображення f . 

Вправа 17.6. Знайти власні значення і власні вектори лінійного 

оператора A , який є диференціюванням многочленів, степінь яких 

менший або дорівнює n , з дійсними коефіцієнтами. 

Самостійна робота. 

Задача 17.1 Знайти власні значення і власні вектори лінійного 

оператора A  дійсного векторного простору nV , заданого в деякому 

базисі },...,,{ 21 neeeB  цього простору матрицею A , якщо: 

а) 









21

42
A ,                                                 б) 

























441

321

031

A , 

в) 




















320

230

002

A ,                                        г) 




















212

044

010

A , 

д) 























1000

0000

0000

0001

A ,                                      е) 


















101

420

521

A . 

Задача 7.2. В деякому базисі дана матриця 






















430

423

111

A , 

відображення f  та вектори )2,0,1(1 x , )6,6,2(2 x , )0,5,3(3 x . 

Визначити, які з даних векторів є власними векторами 

відображення f . 



 115 

Практичне заняття №18 «Діагональна форма. Канонічний 

базис»  

Мета: Засвоїти критерій діагональності матриці лінійного 

оператора та теорему про ЛНЗ власних векторів, що відповідають 

різним власним значенням для знаходження діагональної форми та 

відповідного канонічного базису. Розглянути поняття інваріантності 

та інваріантні підпростори. 

Необхідні теоретичні матеріали 
Зручним виглядом матриці лінійного оператору є діагональна 

матриця, у якої всі елементи, що не стоять на головній діагоналі, є 

нульовими. Базис, в якому матриця лінійного оператору має 

діагональний вид, називається канонічним базисом.  

Теорема. (критерій діагональності матриці лінійного 

оператору) Для того, щоб матриця A  лінійного оператору A
~

 в 

даному базисі neee ,...,, 21  була діагональною, необхідно і достатньо, 

щоб базисні вектори neee ,...,, 21  були власними векторами цього 

оператору. 

Нехай 

A
V~  – множина власних векторів оператору A

~
, що 

відповідає власному значенню  . Ця множина утворює лінійний 

підпростір простору V , інваріантний відносно оператора A
~

.  

Теорема. (про різні власні значення) Нехай власні значення 

лінійного оператору A
~  

p ,...,, 21
 – різні. Тоді відповідні їм власні 

вектори 
peee ,...,, 21
 – ЛНЗ. 

Наслідок. Якщо характеристичний многочлен оператору 

),(
~

VVLA  має n  різних коренів ( Vn dim ), то в деякому базисі 

матриця A  лінійного оператору A
~

 має діагональний вид. 

Більш глибока теорія лінійних операторів надає нам наступні 

відомості. 

Матриця лінійного оператору ),(
~

VVLA  може приводиться до 

діагонального виду і у випадку, коли не всі корені характеристичного 

многочлену різні. Але кількість цих коренів з урахуванням їх 

кратності повинна дорівнювати  n  ( Vn dim ) і повинен виконуватись 

критерій діагональності матриці лінійного оператору. Якщо кількість 

коренів характеристичного многочлену з урахуванням їх кратності 

менша n , то матриця лінійного оператору ),(
~

VVLA  не приводиться 

до діагонального виду. 
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Нехай XXf :  – перетворення, XX 
1

. Підмножина 
1

X  

називається інваріантною відносно перетворення f , якщо 

 
11

XxfXx  .  


A
V~  – множина власних векторів оператору A

~
, що відповідає 

власному значенню  , є лінійним підпростором простору V , 

інваріантним відносно оператора A
~

. 

Аудиторна робота. 

Приклад 18.1! Які з наступних матриць лінійних операторів 

векторного простору 
3L  над полем дійсних чисел R  можна звести до 

діагонального виду в результаті переходу до нового базису. Знайти 

цей базис і відповідну йому діагональну матрицю при позитивній 

відповіді, якщо  





















122

020

021

1A ,                     


















310

430

001

2A , 

 
























496

375

254

3A ,                    




















163

053

064

4A . 

Розв’язання. Матриця A  лінійного оператора A  векторного 

простору 
3L  над полем P  у деякому базисі є діагональною тоді і 

тільки тоді, коли цей базис складається з власних векторів даного 

оператора. 

І. Достатньою умовою для зведення матриці лінійного 

оператора векторного простору розмірності n  до діагонального виду 

є наявність у даного оператора n  різних власних значень (такий 

оператор називають лінійним оператором з простим спектром), 

причому на діагоналі будуть саме ці всі власні значення. 

ІІ. Якщо лінійний оператор має менш як n  власних значень, 

причому враховується їх кратність як коренів характеристичного 

рівняння, то матриця такого оператора не зводиться до діагонального 

виду. 

ІІІ. Якщо лінійний оператор має менш як n  різних власних 

значень, причому з урахуванням їх кратності як коренів 

характеристичного рівняння оператора їх рівно n , то треба дослідити 

ще, яке число k  лінійно незалежних власних векторів визначає кожен 

корінь   кратності s , то: 
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а) матриця не зводиться до діагонального виду, коли хоча б 

для одного   виконується нерівність sk   (тоді не набереться стільки 

власних векторів, скільки їх повинно бути в базисі); 

б) матриця зводиться до діагонального виду, коли для всіх   

виконується рівність sk  , причому діагональними елементами є 

власні значення оператора, що повторюються стільки разів, яка їх 

кратність. 

Звідси побудова шуканих базисів у випадках ІІ і ІІІ, а) 

неможлива, а випадках І і ІІІ, б) – формальна, оскільки вже все, що 

цікавило, з’ясовано. Зазначимо тільки, що число k  збігається з 

різницею rn , де r  – ранг матриці EA   ( A  – матриця заданого 

лінійного оператора A  (див. приклад 7.1). 

Знайдемо спочатку характеристичні корені операторів, заданих 

матрицями 
iA , 4,3,2,1i . Розв’язуючи характеристичні рівняння 

0||  EAi  , 4,3,2,1i  дістанемо послідовно 

для 
1A : 11  , 22  , 13  ; 

для 
2A : 11  , i232  , i233  ; 

для 
3A : 021   , 13  ; 

для 
4A : 121   , 23  . 

Усі характеристичні корені матриць 
1A , 

3A , 
4A  є одночасно їх 

власними значеннями, оскільки вони є дійсними числами. У матриці 

2A  тільки одне власне значення 11   кратності 1, тому матриця 
2A  до 

діагонального виду звести не можливо (випадок ІІ). 

У матриці 
1A  усі власні значення різні і їх три. Отже, матриця 

1A  

зводиться до діагональної матриці 




















100

020

001

1D  (випадок І). 

Знаходимо тепер число k  власних векторів, що відповідають 

характеристичному кореню 0  кратності 2s  матриці 
3A . 

 
 








































































000

230

254

460

230

254

496

375

254

0

)2(*4*)6(
4*)5(

3

IIIIIpIIIIp
IIIp

EA

 

Зрозуміло, що 2)0( 3  EArr . Тоді 123  rnk . Оскільки 

при цьому 21  sk , то матрицю 
3A  до діагонального виду звести 

неможливо (випадок ІІІ, а)). 
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Знаходимо число k  для характеристичного кореня 1  

кратності 2s  матриці 
4A : 





















063

063

063

14 EA . 

Зрозуміло, що 1)1( 4  EArr  і тому srnk  213 . 

Оскільки в матриці 
4A  кратних характеристичних коренів більше 

немає, то робимо висновок, що матриця 
4A  зводиться до діагональної 

матриці 




















200

010

001

4D  (випадок ІІІ, б)). 

Визначимо ще базиси, в яких матриці заданих операторів мають 

діагональний вид 
1D  і 

4D . Оскільки цей процес зводиться до 

знаходження власних векторів операторів, заданих матрицями 
1A  і 

4A , 

то зробивши так, як у пункті ІІІ прикладу 7.1, матимемо такі базиси: 

для матриці 
1D : )1,0,1(1 f , )2,1,2(2 f , )1,0,0(3 f ; 

для матриці 
4D : )0,1,2(1 f , )1,0,0(2 f , )1,1,1(3 f . ∆ 

Вправа 18.2. Чи можна звести матрицю 


















001

221

112

 лінійного 

оператора векторного простору 
3L  над полем дійсних чисел R  до 

діагонального виду в результаті переходу до нового базису. Якщо 

так, то знайти цей базис і відповідну йому діагональну матрицю. 

Приклад 18.3. Знайти всі підпростори дійсного векторного 

простору 3V , інваріантні щодо лінійного оператора A , який у деякому 

базисі },,{ 321 eeeB  цього простору задано матрицею  

























236

6512

337

A . 

Розв’язання. Задача знаходження всіх інваріантних щодо 

оператора A  одновимірних підпросторів простору L  рівносильна 

задачі знаходження власних векторів оператора A .  

Образ лінійної комбінації довільного набору власних векторів 

оператора A  є лінійною комбінацією цих векторів. Отже довільна 

лінійна оболонка власних векторів оператора A  є інваріантною 

відносно оператора A .  
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Якщо базис простору L  складається з власних векторів 

оператора A , то всі підпростори векторного простору L , інваріантні 

щодо оператора A , дістанемо, утворюючи лінійні оболонки всіх 

можливих підсистем системи власних векторів. Весь простір L  і 

нульовий підпростір }0{  є інваріантними підпросторами відносно 

будь-якого лінійного оператора. Оскільки в розглянутому випадку всі 

власні вектори оператора A  відомі (див. приклад 7.1), а саме 111 fñb  , 

33222 fñfñb  , )1,2,1(1 f , )2,0,1(2 f , )1,1,0(3 f ; 
1c , 

2c , 
3c  – такі 

довільні дійсні числа, що 
1c  відмінне від нуля, а 

2c , 
3c  одночасно не 

дорівнюють нулю, то інваріантними підпросторами простору 
3L  щодо 

оператора A  є такі лінійні оболонки векторів 321 ,, fff : 

321313221321 ,,,,,,,,,,, ffffffffffff
3

V  і нульовий підпростір 

}0{ . У цьому разі 3213 ,, fffV  , оскільки вектори 321 ,, fff  утворюють 

лінійно незалежну систему, їх кількість співпадає з розмірністю 3V , і 

тому вони є базисом простору 3V . ∆ 

Самостійна робота. 

Задача 18.1. Які з наступних матриць лінійних операторів 

дійсного векторного простору L  можна звести до діагонального виду 

за допомогою переходу до нового базису? Знайти цей базис і 

відповідну йому діагональну матрицю при позитивній відповіді, якщо  

а) 






 

11

13
,                                                  б) 























202

043

2127

, 

в) 






















133

153

131

,                                          г) 



















0001

0010

0100

1000

. 

Задача 18.2. Знайти всі підпростори дійсного векторного 

простору 3V , інваріантні щодо лінійного оператора A , який у деякому 

базисі },,{ 321 eeeB  цього простору задано матрицею  

а) 


















101

420

521

A                                б) 























1000

0000

0000

0001

A . 
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Практичне заняття №19 «Білінійні, симетричні та квадратичні 

форми. Метод Лагранжа»  

Мета: Засвоїти поняття білінійної форми, її матриці та рангу. 

Навчитись знаходити зв‘язок між матрицею квадратичної форми та її 

загальним видом. Засвоїти метод Лагранжа для приведення 

квадратичної форми до канонічного виду та визначення канонічного 

базису. 

Необхідні теоретичні матеріали  

Числова функція ),( yxA , аргументами якої є довільні вектори x  

і y  дійсного лінійного простору L , називається білінійною формою, 

якщо RLzyx  ,,,  виконуються рівності: 

1. ),(),(),( yzAyxAyzxA   

2. ),(),(),( yxAyxAzyxA   

3. ),(),( yxAyxA    

4. ).,().( yxAyxA    

(Тобто числова функція ),( yxA лінійна по кожному аргументу). 

Теорема. (Про загальний вид білінійної форми) Білінійна 

форма ),( yxA  в лінійному просторі L з базисом e: 
n

eee ,,,
21
  може 

бути однозначно представлена у загальному вигляді: 





n

ji
jiij

ayxA
1,

),(  , 

де ),(
jiij

eeAa  , a 
ji  ,  – координати елементів x і y в базисі е. 

Матриця


















nnn

n

ije

aa

aa

aA







1

111

)( , де ),(
jiij

eeAa  , називається 

матрицею білінійної форми ),( yxA  в базисі e . Очевидно, що вона 

визначається однозначно. 

Дія білінійної форми ),( yxA  з матрицею A  в базисі e  на 

елементи x  і y  дорівнює добутку T

ee
Ayx , де 

e
x  – вектор-рядок 

координат елементу x  в базисі e , 
T

e
y  – вектор-стовпчик координат 

елементу y  в базисі e . 

Теорема. Матриці 
e

A  і 
f

A  білінійної форми ),( yxA  в базисах 

n
eeee ,...,,:

21
   і   

n
ffff ,...,,:

21
   пов`язані співвідношенням 

UAUA
e

T

f
 ,     

де U – матриця переходу від базису e  до базису f , а TU  – 

транспонована матриця до U. 
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Наслідок. Ранг матриці 
fA  дорівнює рангу матриці eA . 

Рангом білінійної форми, заданої в скінченномірному 

лінійному просторі L , називається ранг матриці цієї форми в 

довільному базисі простору L . 

Білінійна форма ),( yxA  називається симетричною, якщо 

 yx, L , виконується співвідношення 

),(),( xyAyxA  . 

Зауваження. Білінійна форма ),( yxA  симетрична тоді і тільки 

тоді, коли її матриця А  в довільному базисі e  симетрична. 

Квадратичною формою називається числова функція ),( xxA  

одного аргументу Lx , яка одержується із симетричної форми ),( yxA  

при yx  . Симетрична форма ),( yxA  при цьому називається 

полярною  до квадратичної форми ),( xxA .  

Зауваження. Полярна білінійна форма ),( yxA  і квадратична 

форма ),( xxA  пов`язані співвідношенням  

  ),(),(,
2

1
),( yyAxxAyxyxAyxA   

Матрицею квадратичної форми ),( xxA  в базисі e  називається  

матриця  відповідної полярної форми. 

Говорять, що квадратична форма має канонічний вид в базисі   

f , якщо  
22

22

2

11
),(

nn
yyyxxA    , 

де 
fn

xyyy ),...,,(
21

 – координати Lx  в базисі  f . 

Коефіцієнти n ,...,, 21  називаються канонічними 

коефіцієнтами квадратичної форми, базис  
n

ffff ,...,,:
21

   

називається канонічним базисом квадратичної форми.  

В канонічному виді квадратичної форми  22

11
...),(

nn
yyxxA   , 

взагалі кажучи, не всі коефіцієнти i  відмінні від нуля. 

Залишивши тільки ненульові коефіцієнти і зробивши 

відповідну перенумерацію, одержимо: 22

22

2

11 ...),( kk zzzxxA   . Ясно, 

що nk  . Матриця цієї квадратичної форми в деякому базисі  























00

0
1

k

A





,  очевидно,  krgA  . 
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Ранг квадратичної форми, за означенням, дорівнює рангу 

матриці в довільному базисі, тому ранг квадратичної форми дорівнює 

k , а саме: 

Зауваження. Ранг квадратичної форми дорівнює числу 

відмінних від нуля канонічних коефіцієнтів.  

Теорема.(Лагранжа) Довільна квадратична форма ),( xx , яка 

задана в n-мірному лінійному просторі L, за допомогою 

невиродженого перетворення координат може бути приведена до 

канонічного виду. 

Опишемо метод Лагранжа приведення до канонічного виду. 

Нехай квадратична форма в базисі neeee ........,: 21   має загальний вигляд 





n

ji
jiij

xxaxxA
1,

),( . 

Крок 1. 

1.1. Нехай 011 a . У загальному вигляді ),( xxA  виберемо всі 

доданки з 
1

x , доповнимо їх до повного квадрату з одержанням 

рівнозначного виразу. Одержимо наступне перетворення координат: 












nn

n
n

xyxy

x
a

a
x

a

a
xy

,,22

11

1
2

11

12
11




 

Після цього перетворення загальний вид ),( xxA  матиме вигляд 


 


n

i

n

j
jiij

yyayaxxA
2 2

*2

111
),( , де одна частина – це доданок, що є 

квадратом від першої змінної, помноженим на коефіцієнт, а друга 

частина – решта доданків, що має вид квадратичної форми без першої 

змінної. До цієї другої частини ми можемо застосувати перетворення, 

аналогічні кроку 1. Це буде крок 2 і т.д.. Цей процес скінчиться, так 

як кожний раз друга частина матиме, як мінімум, на одну змінну 

менше, а їх загальна кількість скінченна.  

1.2. Якщо в 



n

ji
jiij

xxaxxA
1,

),(  всі nia
ii

,...,1,0  , то, нехай 0
12
a . 

Застосуємо невироджене перетворення координат: 






















nn
xx

xx

xxx

xxx

......

33

212

211
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Воно рівносильне перетворенню 



























nn xx

xx

xxx

xxx

......

2

1

2

1

2

1

2

1

33

212

211

, 

Після цього перетворення ),( xxA  матиме вигляд:  



n

ji
jiij

xxaxxA
1,

),( , 

де доданок 2

2

122

1

122

2

2

1122112
224

1

4

1
22 x

a
x

à
xxaxxà 








 , тобто 

коефіцієнт при першій змінній 0
2

12

11


à
à , і ми можемо 

використовувати далі процес, описаний у випадку 1.1. 

Канонічний вид, в якому канонічні коефіцієнти дорівнюють 0 

або 1 , називається нормальним видом квадратичної форми ),( xxA . 

Зауваження. За допомогою деякого невиродженого 

перетворення координати 
n

xxx ,...,,
21

 вектора x  в базисі e  довільну 

квадратичну форму можна привести до нормального виду. 

Якщо у канонічному вигляді квадратичної форми 
22

22

2

11
),(

nn
yyyxxA     коефіцієнти   ,0,,,0,...

11


 kqq
  

0
1


 nk

 ,  то невироджене перетворення, що приведе до 

нормального виду 22

1

22

1
),(

kqq
zzzzxxA 


   є наступним: 







































nn

kk

kkk

qqq

qqq

yz

yz

yz

yz

yz

yz

...................

...................

...................

11

111

111









,  
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Аудиторна робота. 

Приклад 19.1! Дана білінійна форма в деякому базисі: 

3323132212312111
46352),( yxyxyxyxyxyxyxyxyxA  . 

Знайти матрицю A  в цьому базисі та ранг цієї білінійної форми. 

Розв’язання. За теоремою про загальний вид білінійної форми та 

означенням її матриці, одразу отримуємо шукану матрицю: 























146

013

512

A . 

Ранг білінійної форми – це ранг її матриці в довільному базисі 

(за означенням). Приведемо матрицю A  до східчастої форми: 

































































8500

1410

512

1410

1550

512

146

013

512

A  

Ранг матриці, а значить і білінійної форми, дорівнює 3. ∆ 

Приклад 19.2! Знайти матрицю і ранг кожної квадратичної 

форми 

21

2

2

2

1211 532),( xxxxxxL  , 

3121

2

3

2

13212 32),,( xxxxxxxxxL  . 

Розв’язання. Для квадратичної форми ),( 211 xxL  полярною буде 

симетрична форма 221221111 3
2

5

2

5
2),( yxyxyxyxyx A , так як 

),(),( 2111 xxLxx A . Оскільки матрицею квадратичної форми є матриця 

полярної до неї форми (за означенням), то матрицею квадратичної 

форми 
1L  є матриця 





















3
2

5
2

5
2

. Ранг цієї матриці дорівнює 2, значить, 

і ранг 
1L  рівний 2. 

Матриця 

























10
2

3
001
2

3
11

 є матрицею квадратичної форми 
2L , 

оскільки полярною до 
2L  буде 

3313123121112
2

3

2

3
),( yxyxyxyxyxyxyx A . Ранг 

2L  дорівнює 3. ∆ 
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Вправа 19.3. Знайти ранг квадратичної форми: 

а) 
21

2

2

2

121 2),( xxxxxxL  ;                  б)
31

2

2

2

1321 2),,( xxxxxxxL  . 

Приклад 19.4. Записати квадратичну форму 

21

2

3

2

2

2

1321 253),,( xxxxxxxxL   в матричному вигляді. 

Розв’язання. Знаходимо матрицю цієї квадратичної форми 





















100

051

013

A , тоді в матричному вигляді ),,( 321 xxxL
Txx

















100

051

013

. ∆ 

Приклад 19.5. Дана матриця 




















461

620

101

 квадратичної форми 

),,( 321 xxxL . Записати цю квадратичну форму у загальному вигляді 

jiij

n

j

n

i
n xxaxxxL

11
21 ),...,,(



 . 

Розв’язання. Так як 111 a , 222 a , 433 a , 02112  aa , 

13113  aa , 63223  aa , то 3231

2

3

2

2

2

1321 12242),,( xxxxxxxxxxL  , бо 

ji   
jiijijjijiij xxaxxaxxa 2 .  

Зверніть увагу, що коефіцієнти загального виду утворюються із сум 

елементів, що стоять на симетричних місцях (або подвоєння одного з таких 

елементів, якщо вони не стоять на головній діагоналі). ∆ 

Вправа 19.6. Дана матриця 
















 334

320

401

 квадратичної форми 

),,( 321 xxxL . Записати цю квадратичну форму у загальному вигляді 

jiij

n

j

n

i
n xxaxxxL

11
21 ),...,,(



 . 

Приклад 19.7. Знайти матрицю TxAx , де A–матриця білінійної 

форми із вправи 19.1. 

Розв’язання. TxAx
2

332

2

23121

2

1 41122 xxxxxxxxx  , її 

матриця 

























12
2

11
211
2

11
12

'A . Зауважимо, що )(
2

1
' jiijij aaa  , де Aaij )( , 

')'( Aa ij  . 
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Вправа 19.8. Записати матрицю квадратичної форми  


















 2

1

21
43

21
)(

x

x
xx . 

Приклад 19.9! Методом Лагранжа знайти канонічний вигляд 

квадратичної форми 
323121

2

3

2

2

2

1 2243 xxxxxxxxxf   та відповідний 

канонічний базис. Знайти ранг цієї квадратичної форми. 

Розв’язання. Крок 1. У загальному вигляді квадратичної форми 

323121

2

3

2

2

2

1 2243 xxxxxxxxxf   коефіцієнт при 2

1
x  дорівнює 01 . 

Виділимо доданки з 
1

x  і повний квадрат з цієї суми:  

32

2

3

2

2

2

3213121

2

1
44)2(24 xxxxxxxxxxxx   

Замість перших трьох доданків f  підставимо праву частину 

одержаної рівності, зведемо подібні доданки, зробимо заміну 

координат: 











33

22

3211
2

xy

xy

xxxy

















, 2

332

2

2

2

1
223 yyyyyf  . 

Крок 2. У одержаному вигляді квадратичної форми f  

коефіцієнт при 2

2
y  дорівнює 03 . Виділимо доданки з 

2
y , повний 

квадрат з цієї суми, підставимо праву частину одержаної рівності в f , 

зведемо подібні доданки, зробимо заміну координат: 

 2

3

2

32

2

3

2

3232

2

232

2

2
3

1
)

3

1
(3

9

1
)

3

1
(3)

3

2
(323 yyyyyyyyyyyy 




 ; 











33

322

11

3

1

yz

yyz

yz

















, 2

3

2

2

2

1
3

7
3 zzzf  . 

Одержали канонічний вид квадратичної форми: 2

3

2

2

2

1
3

7
3 zzzf  . 

Вона має три ненульових коефіцієнти, тому 3frg . 

Матрицями переходу до нових координат кожного кроку будуть 

матриці 


















101

012

001

1
C  і 





















1
3

10

010

001

2
C  відповідно. Тоді 
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



















1
3

11

012

001

, 21CCCzx C , а матрицею переходу до 

канонічного базису буде матриця  














































100
3

110

3
121

100
3

110

121

)(

1

1TCU . 

Якщо позначити 
321

,,: eeee  – базис, в якому задана квадратична форма 

f , а 
321

,,: gggg  – її канонічний базис, то із матриці U  одержимо: 

.
3

1

3

1

;2

;

3213

212

11

eeeg

eeg

eg







      ∆ 

Зауваження. Зручно процес приведення до канонічного виду 

записувати наступним чином: 


323121

2

3

2

2

2

1
2243 xxxxxxxxxf  


32

2

3

2

232

2

3

2

2

2

321
2344)2( xxxxxxxxxxx  


32

2

3

2

2

2

321
223)2( xxxxxxx  

=











33

22

3211
2

xy

xy

xxxy

















 2
332

2
2

2
1 223 yyyyy

   2
3

2
3

2
32

2
1

2
332

2
2

2
1 2

9

1
)

3

1
(32)

3

2
(3 yyyyyyyyyy

 2
3

2
3

2
32

2
1 2

3

1
)

3

1
(3 yyyyy











33

322

11

3

1

yz

yyz

yz

















.
3

7
3 2

3
2
2

2
1 zzz   

Тут однаковими лініями підкреслено рівні вирази, в останньому з 

яких виділено повний квадрат. 

Приклад 19.10. Методом Лагранжа знайти нормальний вигляд 

та невироджене лінійне перетворення координат, яке приводить до 

цього виду квадратичну форму: 

),( xxA
323121

2

3

2

2

2

1 3444 xxxxxxxxx  . 
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Розв’язання. Коефіцієнт загального виду квадратичної форми 

 
3

, xxA  при 2

1
x  дорівнює 04  .  Виділимо доданки з 

1
x  і повний 

квадрат з цієї суми: 
),( xxA 

323121

2

3

2

2

2

1
3444 xxxxxxxxx  


32

2

3

2

232

2

3

2

2

2

321
32)2( xxxxxxxxxxx 

32

2

321
)2( xxxxx  

=











33

22

3211
2

xy

xy

xxxy

















32

2

1
yyy   

Коефіцієнти при 2

2
y  і 2

3
y  дорівнюють 0 і квадратична форма ще 

не приведена до канонічного виду. Тому необхідно зробити 

додаткову зміну координат, аналогічну до тієї, яка описана у методі 

Лагранжа, крок 1.2. 

),( xxA 



































323

322

11

323

322

11

2

1

2

1
2

1

2

1

zzy

zzy

zy

yyz

yyz

yz

.
4

1

4

1

4

1

4

1 2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1
zzzzzz 








  

У цьому випадку ми зразу одержали канонічний вигляд 

квадратичної форми. В загальному випадку таке перетворення лише 

створює ненульові коефіцієнти при квадратах змінних. 

Довільний канонічний вигляд квадратичної форми легко 

приводиться до нормального виду лише однією  невиродженою 

зміною координат: 

),( xxA 2

3

2

2

2

1
4

1

4

1
zzz  2

3

2

2

2

1

33

22

11

2
1

2
1 ttt

zt

zt

zt



























 . 

Матрицями переходу до нових координат кожного кроку будуть 

матриці  


















101

011

002

1
C , 





















110

110

001

2
C , 





















2
100

0
2

10

001

2
C  відповідно. 
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Тоді 























2
1

2
11

2
1

2
11

002

,
321

CCCCtx C  – матриця не виродженого 

перетворення координат, яке приводить квадратичну форму ),( xxA  до 

нормального виду     2

3

2

2

2

1
ttt  . ▄ 

Вправа 19.11. Методом Лагранжа знайти нормальний вигляд та 

невироджене лінійне перетворення координат, яке приводить до 

цього виду квадратичну форму 
3121

2

3

2

2

2

1 4245 xxxxxxx  . 

Вправа 19.12. Для квадратичних форм f  і g  знайти 

невироджене лінійне перетворення координат, яке переводить форму 

f  в форму g . 

323121

2

3

2

2

2

1 1048392 xxxxxxxxxf  , 

323121

2

3

2

2

2

1 844632 yyyyyyyyyg  . 

Самостійна робота. 

Задача 19.1. Записати матрицю квадратичної форми  

а) 
21

2

2

2

121 2),( xxxxxxL  ,  

б) 
323121

2

3

2

2

2

1321 35443),,( xxxxxxxxxxxxL  . 

 

Задача 19.2. Знайти ранг квадратичної форми: 

а) 2

4

2

3

2

2

2

14321 ),,,( xxxxxxxxL  ,  

б) 
323121

2

3

2

1321 222),,( xxxxxxxxxxxL  . 

 

Задача 19.3. Записати квадратичну форму в матричному 

вигляді: 3121

2

3

2

2

2

1321 32324),,( xxxxxxxxxxL  . 

 

Задача 19.4. Записати квадратичну форму за заданою 

матрицею 
















172

703

232

. 

 

Задача 19.5. Записати матрицю квадратичної форми 





































3

2

1

321

817

635

421

)(

x

x

x

xxx . 
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Задача 19.6. Методом Лагранжа знайти канонічний вигляд в 

множині дійсних чисел квадратичної форми та відповідний 

канонічний базис: 

а) 
323121

2

3

2

2

2

1 2422 xxxxxxxxx  , 

б) 
323121

2

3

2

1 6223 xxxxxxxx   

 

Задача 19.7 Методом Лагранжа знайти нормальний вигляд та 

невироджене лінійне перетворення координат, яке приводить до 

цього виду квадратичні форми: 

а) 
323121 xxxxxx  ,                                 б) 

14433221 xxxxxxxx  . 

 

Задача 19.8. Знайти невироджене лінійне перетворення, яке 

переводить квадратичну форму f  в квадратичну форму g : 

3121
2
3

2
2

2
1 244 xxxxxxxf  , 

323121
2
3

2
2

2
1 4242 yyyyyyyyyg  . 
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Практичне заняття №20 «Метод Якобі. Критерій Сильвестра. 

Класифікація квадратичних форм»  

Мета: Засвоїти метод Якобі для приведення квадратичної форми 

до канонічного виду та визначення канонічного базису. Розглянути 

поняття індексів інерції та навчитись їх визначати. Навчитися 

користуватись різними критеріями визначення типу квадратичної 

форми. 

Необхідні теоретичні матеріали  

Перетворення базису 
n

eee ,...,,
21

 на базис 
nfff ,...,, 21
 називається 

трикутним, якщо воно має наступний вид: 

11 ef   

21212
eef    

32321313
eeef      

… 

nnnnnnn
eeeef 

 1)1(221
...

1
  

Визначимо кутові мінори матриці )( ije aA   квадратичної форми 

A(x,x) в базисі e: 

  ,

...

.........

...

,...,,

1

111

2221

1211

2111

iii

i

i

aa

aa

aa

aa
a  . 

Теорема. (Якобі) Нехай мінори 
121

,...,,



n

 матриці 
e

A  

квадратичної форми А(х, х) відмінні від нуля. Тоді існує єдине 

трикутне перетворення базисних векторів 
n

eee ,...,,
21

, за допомогою 

якого форму ),( xxA  можна привести до канонічного виду. 

Позначимо мінор матриці 
e

A , складений з перших ( k ) рядочків 

та перших  1k  стовпчиків без i -го стовпчика, символом 
ik ,

 . Тоді 

коефіцієнти трикутного перетворення обчислюються за 

формулами 

jinj
j

ijij

ji









 1,,,3,2,)1(
1

,1  .                      (1) 

Маємо формули для знаходження канонічних коефіцієнтів: 

 .,...,,,
12

3

3

1

2

211

















n

n

n
                           (2) 

Знаходження канонічного вигляду та канонічного базису 

квадратичної форми за допомогою формул (1) та (2) називається 

методом Якобі. 
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Індексом інерції квадратичної форми називається  кількість 

відмінних від нуля канонічних коефіцієнтів )(k  (тобто рангу), 

додатним індексом інерції – кількість додатних канонічних 

коефіцієнтів )( p , від’ємним індексом інерції – число від’ємних 

канонічних коефіцієнтів )(q . Ясно, що qpk  . 

Теорема. (закон інерції квадратичної форми). Кількість 

доданків з додатними (від’ємними) коефіцієнтами в нормальному 

виді квадратичної форми не залежить від способу приведення форми 

до його канонічного виду. 

Квадратична форма  ),( xxA  називається  

1. додатно визначеною, якщо x  виконується нерівність 

),( xxA >0. 

2. від`ємно визначеною, якщо x   виконується нерівність ),( xxA <0 

3. знакозмінною, якщо Lyx  ,  такі,  що ),( xxA >0 і ),( yyA <0.  

4. квазідодатно визначеною, якщо 0),(  xxALx   і існує x , що 

0),( xxA . 

5. квазівід`ємно визначеною, якщо  0),(  xxALx  і існує x , що 

0),( xxA . 

Теорема. (Критерій знаковизначеності квадратичної форми) 

Квадратична форма ),( xxA , задана в n - мірному лінійному 

просторі L , є додатно (від’ємно) визначена тоді і тільки тоді, коли 

додатний індекс інерції p  (від’ємний індекс інерції q ) дорівнює 

n : )( nqnp  . 

Теорема. (Критерій квазівизначеності) Квадратична форма 

),( xxA  квазівизначена тоді і тільки тоді, коли або ,0,  qnp або 

nqp  ,0 . 

Теорема. (Критерій знакозмінності квадратичної форми) 

Квадратична форма ),( xxA  знакозмінна тоді і тільки тоді, коли і 

додатний, і від’ємний індекси інерції цієї форми відмінні від нуля: 

00  qіp . 

Теорема. (Критерій Сильвестра) 

а) Для того, щоб квадратична форма ),( xxA  була додатно 

визначена, необхідно і достатньо, щоб виконувались 

нерівності: .0...,,0,0
21


n

 

 б) Квадратична форма від’ємно визначена тоді і тільки тоді, 

коли знаки кутових мінорів чередуються так: 
...,0,0,0,0

4321
  
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Дві квадратичні форми f  і g  одного і того ж лінійного 

простору називаються еквівалентними, якщо існує не вироджене 

перетворення координат T , при якому загальний вид квадратичної 

форми f  співпадає з загальним видом квадратичної форми g . 

Позначається f ~ g . 

Твердження. Квадратичні форми еквівалентні тоді і тільки 

тоді, коли їх додатні і від’ємні індекси інерції співпадають. 

 

Аудиторна робота. 

Приклад 20.1! Методом Якобі знайти канонічний вигляд та 

відповідний канонічний базис квадратичних форм: 

а) ),( xxA
3121

2

3

2

2

2

1 4245 xxxxxxx  . 

б) ),( xxA
323121

2

3

2

2

2

1 3444 xxxxxxxxx  . 

 

Розв’язання. а)  Побудуємо матрицю цієї квадратичної форми: 























402

051

211

A  

Знайдемо її кутові мінори: 

.36

402

051

211

,04
51

11
,01

321






  

Після перевірки, що всі кутові мінори (можливо за виключенням 

останнього) відмінні від нуля, робимо висновок, що поставлену 

задачу можна розв’язати методом Якобі. Тоді канонічні коефіцієнти 

знаходяться за формулами (2): 

9
4

36
,4

1

4
,1

2

3

3

1

2

211













 . 

Отже, маємо канонічний вид квадратичної форми: 

),( xxA 2

3

2

2

2

1
94 yyy  . 

Коефіцієнти трикутного перетворення обчислюються за 

формулами (1): 

Мінор 
1,1

  – це визначник, що утворюється із першого рядочка 

матриці A , перших 1+1=2 стовпчиків без першого стовпчика, тобто 

він дорівнює елементу, що стоїть на місці (12), тоді 

1
1

1
)1(

1

1,112

21





  . 
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Мінор 
1,2

  – це визначник, що утворюється із двох перших 

рядочків матриці A , перших 2+1=3 стовпчиків без першого 

стовпчика, тобто він дорівнює визначнику 10
05

21
1,2




 , тоді 

5,2
4

10
)1(

2

1,213

31





    

Мінор 
2,2

  – це визначник, що утворюється із двох перших 

рядочків матриці A , перших 2+1=3 стовпчиків без другого стовпчика, 

тобто він дорівнює визначнику 2
01

21
2,2




 , тоді 

5,0
4

2
)1(

2

2,223

32





   і маємо трикутне перетворення базису, що 

приводить до канонічного базису: 

11 ef   

212
eef   

3213
5,05,2 eeef    ∆ 

Розв’язання. б)  Побудуємо матрицю цієї квадратичної форми: 



























1
2

32

2
312

224

A  

Знайдемо її кутові мінори: 

.0
12

24
,04 21 




  

2  не є останнім кутовим мінором, тому його рівність нулю не дає 

можливість скористатись методом Якобі. Для приведення такої 

квадратичної форми до канонічного виду можна скористатися 

методом Лагранжа або підібрати таке перетворення квадратичної 

форми, після якого перші два кутові мінори будуть ненульовими. ∆ 

 

Вправа 20.2. Методом Якобі знайти канонічний вигляд та 

відповідний канонічний базис квадратичної форми 

323121

2

3

2

2

2

1 2243 xxxxxxxxx  . 
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Приклад 20.3! Визначити тип квадратичної форми 3-мірного 

простору 

21

2

3

2

2

2

1 234 xxxxx  . 

Розв’язання. а)  Побудуємо матрицю цієї квадратичної форми: 



















300

041

011

A  

Знайдемо її кутові мінори: 

.9

300

041

011

,03
41

11
,01 321   

Тоді канонічні коефіцієнти знаходяться за формулами (2): 

3
3

9
,3

1

3
,1

2

3
3

1

2
211 









  . 

Отже, маємо канонічний вид квадратичної форми: 

),( xxA 2

3

2

2

2

1 33 yyy  . 

Всі канонічні коефіцієнти додатні, отже додатній індекс інерції 

дорівнює 3 і дорівнює розмірності простору. За критерієм 

знаковизначеності, ця квадратична форма є додатновизначеною. ∆ 
В цьому прикладі після обчислення кутових мінорів також можна 

скористатися критерієм Сильвестра: всі кутові мінори додатні 

( 09,03,01 321  ), тому квадратична форма є додатновизначеною. 

Вправа 20.4 Визначити тип квадратичної форми 3-мірного 

простору: 

а) 3231

2

1

2

2 22 xxxxxx  , 

б) 323121

2

3

2

2

2

1 244333 xxxxxxxxx  . 

Приклад 20.5. З’ясувати, чи є еквівалентними наступна пара 

форм, не знаходячи лінійного перетворення однієї квадратичної 

форми в іншу: 

3121

2

3

2

2

2

1 2232 xxxxxxxf  ,       31

2

3

2

2

2

1 23 xxxxxg   

Розв’язання.  Побудуємо матриці цих квадратичних форм та 

знайдемо їх кутові мінори, канонічні коефіцієнти та визначимо їхні 

індекси інерції: 

для квадратичної форми f   




















102

031

212

A  
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.17

102

031

212

,02
31

11
,02 321 



  

2

17
,1

2

2
,2

2

3
3

1

2
211












  . Отже, додатний індекс 

інерції дорівнює 2, від’ємний індекс інерції дорівнює 1. 

Для квадратичної форми g      

























10
2

1

020
2

103

B  

.
2

11

10
2

1

020
2

103

,06
20

03
,03 321 





  

12

11
,2

3

6
,3

2

3
3

1

2
211 









  . Додатний індекс інерції 

цієї квадратичної форми дорівнює 3, що не дорівнює додатному 

індексу інерції квадратичної форми f , тому, за критерієм 

еквівалентності, квадратичні форми f  і g  не є еквівалентними. ∆ 

Приклад 20.6. Дослідити, при яких значеннях параметру   є 

знаковизначеною квадратична форма 
21

2

2

2

1 4 xxxx  . 

Розв’язання.  Побудуємо матрицю цієї квадратичної форми: 











12

2
A  

Знайдемо її кутові мінори:        .4
12

2
, 21  


  

За критерієм Сильвестра, ця квадратична форма 

додатновизначена, коли її кутові мінори додатні. Отже, 

04,0 21   , значить при 4  квадратична форма 

додатновизначена.  

За цим же критерієм, ця квадратична форма від’ємновизначена, 

коли її кутові мінори чередуються: 04,0 21   . Таких 

параметрів   не існує, тому квадратична форма не може бути 

від’ємновизначеною ні для якого параметру  .  ∆  
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Самостійна робота. 

Задача 20.1. Методом Якобі знайти канонічний вигляд та 

відповідний канонічний базис квадратичної форми 

а) 
323121

2

3

2

2

2

1 2422 xxxxxxxxx  . 

б) 
323121 xxxxxx  . 

Задача 20.2. Знайти тип квадратичної форми 

323121

2

3

2

2

2

1 464 xxxxxxxxx  . 

Задача 20.3. З’ясувати, чи є еквівалентними наступна пара 

форм, не знаходячи лінійного перетворення однієї квадратичної 

форми в іншу: 

323121

2

3

2

2

2

1 22442164 xxxxxxxxxf  , 

323121

2

3

2

2

2

1 644634 xxxxxxxxxg  , 

Задача 20.4. Знайти всі значення параметру  , при яких 

додатновизначені наступні квадратичні форми 

а) 
323121

2

3

2

2

2

1 2245 xxxxxxxxx   ,  

б) 
323121

2

3

2

2

2

1 4225 xxxxxxxxx   . 
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